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Примiтивнi програмнi алгебри функцiй множинних

(мультимножинних) аргументiв та значень

Розглядається обчислюванiсть на множинах та мультимножинах. Обчислюванiсть
вводиться як нумерацiйна обчислюванiсть та апаратом для задання класу обчислюва-
них функцiй виступають примiтивнi програмнi алгебри. Побудовано системи пород-
жуючих множинної та мультимножинної ППА.

Примiтивнi програмнi алгебри (ППА) були вперше введенi в [1] як адекватний апарат для
розв’язування проблем повноти в рiзних класах функцiй, тобто для задання класiв функцiй
як замикань у цих алгебрах. Головна особливiсть сигнатурних операцiй ППА полягає в їх
загальнозначностi та абстрактностi: операцiї, по-перше, використовують тiльки властиво-
стi бути функцiєю чи предикатом i, по-друге, iнварiантнi вiдносно природи множини, якiй
належать аргументи та значення функцiй. Конкретнi дослiдження показали доцiльнiсть
використання ППА для задання рiзноманiтних класiв обчислюваних функцiй. Розглядали-
ся такi унiверсуми даних: натуральнi, цiлi та рацiональнi числа [2–4]; слова в скiнченному
алфавiтi [4]; вектори, матрицi, реляцiї, таблицi, компоненти яких належать множинi на-
туральних чисел або деякiй скiнченнiй множинi [5–9]. Характерна особливiсть вказаних
результатiв полягає в тому, що були знайденi не просто скiнченнi системи породжуючих
(з точнiстю до селекторних функцiй), а системи породжуючих, що мiстять простi природнi
функцiї та предикати.

Дане повiдомлення присвячене питанню повноти класу частково рекурсивних функцiй,
аргументами та значеннями яких виступають скiнченнi множини натуральних чисел (муль-
тимножини, основами яких є скiнченнi множини натуральних чисел). Мультимножини
є уточненнями сукупностей з повтореннями. З точки зору сутесутнiсного пiдходу понят-
тя сукупностi виступає сутнiстю, а поняття повторення — суттю [10].

Наведемо формальне визначення мультимножини. Мультимножина α з основою U —
це функцiя вигляду α : U → N+, де U — деяка множина, а N+ = {1, 2, . . .} — множина
натуральних чисел без нуля. Термiн “мультимножина” був запропонований Н. Г. де Брейном
(N.G. de Bruijn) у 70-х роках минулого столiття (див. оглядовi роботи [11, 12]).
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Побудуємо нумерацiю ξ скiнченних множин натуральних чисел. Спочатку розглянемо
нумерацiю ξ′ непорожнiх множин натуральних чисел. Нехай M = {n1, . . . , nm}, де m > 1,
n1 < n2 < · · · < nm — непорожня скiнченна множина натуральних чисел; покладемо, що

ξ′(M)
def
= 2n1+1 · 3n2+1 · · · · · pnm+1

m−1 . Шукана нумерацiя ξ задається кусковою схемою:

ξ(M) =

{

1, якщо M = ∅,

ξ′(M), iнакше.

Наявнiсть ефективної нумерацiї сiм’ї скiнченних множин натуральних чисел дає змогу
ввести обчислюванiсть на сiм’ї скiнченних множин натуральних чисел 2Nfin.

До системи породжуючих множинної ППА Σ входить предикат рiвностi X = Y , функ-
цiя об’єднання множин X

⋃

Y , функцiя додавання скiнченних множин X ⊕ Y , функцiя
вiднiмання скiнченних множин X÷Y , селекторнi функцiї Inm та константнi функцiї {1}(X)
та ∅(X), що фiксують вiдповiдно синглетон {1} та порожню множину ∅:

Σ
def
= {X = Y,X

⋃

Y,X ⊕ Y,X ÷ Y, Inm, {1}(X),∅(X)}n=1,2,...
i=1,...,n .

Дамо означення функцiям ⊕ та ÷

X ⊕ Y
def
= {z | ∃x ∃ y (x ∈ X ∧ y ∈ Y ∧ z = x+ y)},

X ÷ Y
def
= {z | ∃x ∃ y (x ∈ X ∧ y ∈ Y ∧ z = x −̇ y)}.

Теорема 1. Система Σ є системою породжуючих множинної ППА.

Побудуємо нумерацiю ξM скiнченних мультимножин натуральних чисел. Спочатку роз-
глянемо нумерацiю ξ′M скiнченних непорожнiх мультимножин натуральних чисел. Нехай
α = {nk1

1 , . . . , nkm
n }, де m > 1, k1, . . . , km > 1, n1 < n2 < . . . < nm — непорожня скiнченна

мультимножина натуральних чисел; покладемо, що ξ′M (α)
def
= 2n1+1·3k1 ·5n2+1·7k2 ·· · ··pnm+1

2m−2×

× pkm2m−1 =
m
∏

i=1

pni+1

2i−2
· pki

2i−1
. Шукана нумерацiя ξM задається кусковою схемою:

ξM (α) =

{

1, якщо α = ∅m,

ξ′M (α), iнакше.

Маючи у розпорядженнi ефективну нумерацiї сiм’ї скiнченних мультимножин натураль-
них чисел, поняття частково рекурсивної функцiї переносимо на випадок мультимножин
стандартно.

До системи породжуючих мультимножинної ППА ΣM входить предикат рiвностi α = β,
функцiї об’єднання α

⋃

All

β, додавання α⊕β та вiднiмання α÷β скiнченних мультимножин,

константнi функцiї {11}(α) та ∅m(α), що фiксують вiдповiдно мультимножину вигляду
{11} та порожню мультимножину ∅m, специфiчна функцiя над мультимножиною ϕ(α) та
селекторнi функцiї Inm:

ΣM
def
=

{

α = β, α
⋃

All

β, α⊕ β, α ÷ β, {11}(α),∅m(α), ϕ(α), Inm

}n=1,2,...

i=1,...,n
.

Дамо означення функцiям ⊕, ÷ та ϕ.
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Функцiя додавання мультимножин ⊕ визначається через повний образ вiдносно стан-
дартної операцiї додавання: α ⊕ β = +[α ⊗ β].

Функцiя вiднiмання мультимножин ÷ визначається через повний образ вiдносно стан-
дартної операцiї зрiзаної рiзницi: α ÷ β = −̇[α ⊗ β].

Функцiя ϕ визначається як {n1
1}, {k

1
1}

ϕ
→ {nk1

1 }.
Теорема 2. Система ΣM є системою породжуючих мультимножинної ППА.

Отриманi системи породжуючих множинної та мультимножинної ППА природнi та спо-
рiдненi мiж собою. Зокрема, вони мiстять предикат рiвностi, а їх бiнарнi операцiї виникають
iз стандартних арифметичних операцiй додавання та зрiзаної рiзницi шляхом їх розповсю-
дження за допомогою повного образу.

Зробимо декiлька зауважень щодо застосувань одержаних результатiв. Частково рекур-
сивнi мультимножиннi функцiї є моделлю так званих обчислень на ДНК [13]. Крiм того,
уточненнями таблиць з дублiкатами рядкiв в табличних базах даних виступають мульти-
множини рядкiв; таким чином, частково рекурсивнi мультимножиннi функцiї є, в першому
наближенi, моделями алгоритмiчних манiпуляцiй над таблицями [11].
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J.A. Bogatyreva, D.B. Buy, Academician of the NAS of Ukraine V.N. Redko

Primitive program algebras of functions of set (multiset) arguments and
values

We consider the computability on sets and multisets which is introduced as the numerical computabi-
lity. The primitive program algebras (PPAs) are the method for definition of a class of computable
functions. Systems of generators of set and multiset PPAs are constructed.
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