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Про деякi новi критерiї нескiнченної диференцiйовностi

перiодичних функцiй

The set of D∞ of infinitely differentiable periodic functions is studied in terms of generalized

ψ-derivatives defined by a pair ψ = (ψ1, ψ2) of sequences ψ1 and ψ2. It is established that

every function f from the set D∞ has at least one such derivative whose parameters ψ1 and ψ2

decrease faster than any power function. For an arbitrary function from D∞ different from

a trigonometric polynomial, there exists a pair ψ having the parameters ψ1 and ψ2 with the

same properties, for which the ψ-derivative already does not exist. On the basis of the proved

statements, a number of criteria for a function to belong to the set D∞ is given.

Нехай L — простiр iнтегровних 2π-перiодичних функцiй, f ∈ L i

S[f ] =
a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =

∞∑

k=0

Ak(f ;x) —

ряд Фур’є функцiї f . Нехай, далi, ψ = (ψ1, ψ2) — пара довiльних числових послiдовностей
таких, що ψ2(k) = ψ2

1(k) + ψ2
2(k) 6= 0, k ∈ N. Якщо ряд

∞∑

k=1

(
ψ1(k)

ψ2(k)
Ak(f ;x) −

ψ2(k)

ψ2(k)
Ãk(f ;x)

)
, (1)

де Ãk(f ;x) = ak sin kx − bk cos kx, є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L, то ϕ називають

ψ-похiдною функцiї f i записують ϕ(·) = Dψ(f ; ·) = fψ(·).

22 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2008, №1



Зазначимо, що у випадку, коли

ψ1(k) = k−r cos
rπ

2
, ψ2(k) = k−r sin

rπ

2
, r > 0,

ψ-похiдна збiгається з дробовою похiдною в сенсi Вейля, яка, в свою чергу, при натуральних
значеннях r є звичайною похiдною порядку r.

Пiдмножину всiх функцiй f ∈ L, у яких iснують ψ-похiднi, позначають через Lψ. Нехай

також C — простiр неперервних 2π-перiодичних функцiй, Cψ = Lψ
⋂
C, i M — множина

всiх додатних опуклих донизу спадних до нуля послiдовностей:

M = {λ(k) : λ(k) > 0, λ(k) − 2λ(k + 1) + λ(k + 2) > 0, ∀k ∈ N, lim
k→∞

λ(k) = 0}.

Узагальненi ψ-похiднi були введенi О. I. Степанцем у 1980-х рр. (див., напр., [1]). За до-
помогою цих похiдних вдається ранжувати весь спектр iнтегровних 2π-перiодичних функ-
цiй, починаючи з функцiй, ряди Фур’є яких можуть навiть розбiгатися, i закiнчуючи не-
скiнченно диференцiйовними i, в їх числi, аналiтичними та цiлими функцiями. При цьому
виявилось, що, без суттєвих втрат загальностi, послiдовностi ψ1 i ψ2 можна вибирати лише
iз множини M, оскiльки, як показано в [2, гл. III], кожна функцiя f ∈ C (або ж f ∈ L) має

принаймнi одну ψ-похiдну fψ(·), яка мiститься в C (або ж в L), причому пару ψ = (ψ1, ψ2)
можна брати так, щоб ψ1, ψ2 ∈ M. Таким чином, виконуються рiвностi

⋃

ψ1,ψ2∈M

Lψ = L,
⋃

ψ1,ψ2∈M

Cψ = C. (2)

Якщо T — множина всiх тригонометричних полiномiв i f ∈ T, то зрозумiло, що якою
б не була пара ψ, для якої ψ2(k) 6= 0, k ∈ N, функцiя f має ψ-похiдну. Звiдси, зокрема,

випливає, що множина Lψ не може бути порожньою. Зрозумiло також, що
⋂

ψ

Lψ = T, якщо

ψ пробiгає всю множину пар, для яких ψ2(k) 6= 0, k ∈ N. Бiльше того, виконується i рiвнiсть

⋂

ψ1,ψ2∈M

Lψ = T. (3)

Звернемо увагу на те, що рiвностi (2) означають, що коли пара ψ = (ψ1, ψ2) пробiгає

множину M × M, то вся множина L (або C) розбивається на пiдмножини (класи) Lψ (або

Cψ). Рiвнiсть (3) означає, що при такiй класифiкацiї залишаються нерозрiзненними тiльки
тригонометричнi полiноми. Принагiдно зазначимо, що спiльна частина вiдомих класiв W r

складається з множини D∞ всiх нескiнченно диференцiйовних 2π-перiодичних функцiй,
оскiльки, як вiдомо, функцiя f належить множинi D∞ тодi i тiльки тодi, коли її коефiцiєнти
Фур’є ck(f) спадають до нуля швидше за довiльну степеневу функцiю:

f ∈ D∞ ⇐⇒ lim
k→∞

krck(f) = 0 ∀r > 0.

Тобто в шкалi класiв W r такi функцiї розрiзнити не можна.
У данiй роботi встановлюються необхiднi i достатнi умови нескiнченної диференцiйов-

ностi функцiї f , якi формулюються в термiнах їх ψ-похiдних, компоненти ψ1 та ψ2 яких
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вибираються з множини M. Це дає змогу ранжувати всю множину D∞ залежно вiд швид-
костi спадання послiдовностей ψ, що визначають цi похiднi.

Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що послiдовностi ψ(k) з множини M є зву-
женнями на множину натуральних чисел деяких додатних неперервних опуклих донизу
функцiй ψ(t) неперервного аргументу t > 1, що прямують до нуля при t → ∞. Множину
всiх таких функцiй також будемо позначати через M:

M =

{
ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1) − 2ψ

(
t1 + t2

2

)
+ ψ(t2) > 0,∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim

t→∞
ψ(t) = 0

}
.

Для характеристики швидкостi спадання до нуля функцiй ψ з множини M зручно вико-
ристовувати пару функцiй η(t) = η(ψ; t) i µ(t) = µ(ψ; t), якi визначаються таким чином.
При будь-якому t > 1

ψ(η(t)) =
1

2
ψ(t).

Внаслiдок строгої монотонностi функцiї ψ, значення η(t) при кожному t > 1 визначається
однозначно:

η(t) = η(ψ; t) = ψ−1

(
1

2
ψ(t)

)
.

Функцiя µ(t) задається рiвнiстю

µ(t) = µ(ψ; t) =
t

η(t) − t
.

Через M
+
∞ позначимо пiдмножину всiх функцiй ψ ∈ M, для яких величина µ(ψ; t) мо-

нотонно i необмежено зростає при t → ∞:

M
+
∞ = {ψ(t) ∈ M : µ(ψ; t) ↑ ∞}.

Основним результатом роботи є таке твердження.
Теорема 1. Якщо f ∈ D∞, то можна вказати пару функцiй ψ = (ψ1, ψ2) таку, що ψ1,

ψ2 ∈ M
+
∞, i у функцiї f iснує ψ-похiдна fψ, тобто f ∈ Cψ.

У той же час для довiльної функцiї f ∈ L\T ⊃ D∞\T можна вказати пару ψ = (ψ1, ψ2)

таку, що ψ1, ψ2 ∈ M
+
∞, i f ∈ Lψ, тобто fψ не iснує.

Теорема 1 дозволяє встановити декiлька нових критерiїв належностi функцiї f до мно-
жини D∞.

Нехай M
∞ — пiдмножина всiх функцiй ψ ∈ M, якi спадають до нуля швидше за довiльну

степеневу функцiю:

M
∞ = {ψ ∈ M : ∀r > 0 lim

t→∞
trψ(t) = 0}, (4)

через MA позначимо пiдмножину всiх функцiй ψ ∈ M, для яких величина α(ψ; t)
df
=

ψ(t)

t|ψ′(t)|
,

ψ′(t)
df
=ψ′(t + 0) спадає до нуля при t → ∞:

MA = {ψ(t) ∈ M : lim
t→∞

α(ψ; t) = 0},
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через M
′
∞ — пiдмножину всiх функцiй ψ ∈ M, для яких величина µ(ψ; t) прямує до не-

скiнченностi при t → ∞:

M
′
∞ = {ψ(t) ∈ M : lim

t→∞
µ(ψ; t) = ∞}.

Якщо функцiя ψ належить множинi M
′
∞, то внаслiдок нерiвностi

ψ(t)

t|ψ′(t)|
6 2

η(ψ; t) − t

t
, ∀t > 1, ψ ∈ M

(див., напр., [2, c. 164; 3]) справджується спiввiдношення

0 6 lim
t→∞

α(t) = lim
t→∞

ψ(t)

t|ψ′(t)|
6 2 lim

t→∞

η(ψ; t) − t

t
= 0,

тобто ψ належить множинi MA .
Для довiльної функцiї ψ ∈ M при будь-якому t > 1 виконується рiвнiсть

ψ(t) = ψ(1)exp

(
−

t∫

1

dτ

τα(τ)

)

(див., напр., [2, с. 164; 3]). Тому якщо ψ ∈ MA , то для довiльного r > 0 i будь-якого t0
такого, що 1/α(t) > r + 1, t > t0, маємо

lim
t→∞

trψ(t) = ψ(1) lim
t→∞

exp

(
r ln t−

t∫

1

dτ

τα(τ)

)
6

6 ψ(1) lim
t→∞

exp

(
−

t∫

t0

1

τ

(
1

α(τ)
− r

)
dτ + r ln t0

)
6 ψ(1) lim

t→∞
e− ln t+(r+1) ln t0 = 0,

i, отже, ψ належить множинi M
∞.

Таким чином, виконуються такi вкладення:

M
+
∞ ⊂ M

′
∞ ⊂ MA ⊂ M

∞. (5)

Якщо f ∈ Cψ для деякої пари ψ = (ψ1, ψ2), для якої функцiя ψ(k) =
√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k)

належить множинi M
∞, то внаслiдок (4) ряд (1) можна диференцiювати довiльну кiлькiсть

разiв i в результатi будемо отримувати рiвномiрно збiжнi ряди, а отже, f ∈ D∞.
Звiдси на пiдставi ланцюжка вкладень (5) i теореми 1 отримуємо таке твердження.
Теорема 2. Нехай M — будь-яка з множин M

+
∞, M

′
∞, MA або M

∞. Еквiвалентними
є такi твердження:

i) функцiя f належить множинi D∞;

ii) iснує функцiя ψ(t) з множини M така, що f ∈ Cψ для всiх пар ψ = (ψ1, ψ2), для

яких при кожному k ∈ N справджується рiвнiсть ψ(k) =
√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k);

iii) f ∈ Cψ для деякої пари ψ = (ψ1, ψ2) такої, що функцiя ψ(k) =
√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k)

належить множинi M.
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На пiдставi теорем 1 та 2 отримуємо аналоги спiввiдношень (2) i (3):

D∞ =
⋃

ψ1,ψ2∈M∞

Cψ =
⋃

ψ1,ψ2∈MA

Cψ =
⋃

ψ1,ψ2∈M′
∞

Cψ =
⋃

ψ1,ψ2∈M
+
∞

Cψ

i
⋂

ψ1,ψ2∈M∞

(D∞
⋂
Cψ) =

⋂

ψ1,ψ2∈MA

(D∞
⋂
Cψ) =

⋂

ψ1,ψ2∈M′
∞

(D∞
⋂
Cψ) =

⋂

ψ1,ψ2∈M
+
∞

(D∞
⋂
Cψ) = T.

Таким чином, весь спектр 2π-перiодичних нескiнченно диференцiйовних функцiй можна
проранжувати за допомогою їх ψ-похiдних, причому пари ψ = (ψ1, ψ2) досить вибирати так,

щоб функцiї ψ(k) =
√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k) належали до однiєї з множин M

+
∞, M

′
∞, MA або M

∞.
Нерозрiзненними при такiй класифiкацiї залишаються тiльки тригонометричнi полiноми.
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Об одной проблеме Стефана

By using the variational method, we study a nonlinear thermophysical problem with a free

boundary. It is proved that an approximate solution based on the Ritz method tends to the exact

one in a certain metric.

1. Постановка двухфазной стационарной задачи Стефана. Пусть D = {−1 < x <
< 1, H < y < 0} обозначает полосу. Обозначим через γ кривую, отделяющую жидкую фазу
D+
γ от твердой фазы D−

γ , при этом концы y лежат на вертикалях x = ±1. Будем считать,
что температурное поле монотонно убывает вместе с вертикальной координатой y. Таким
образом, в нижней части полосы будет расположена твердая фаза, а в верхней — жидкая.
Обе области D+

γ и D−
γ предполагаются односвязными и симметричными относительно оси y.

Рассматривается задача. Требуется определить тройку (u±(x, y), γ) по следующим
условиям:

∂2u±

∂x2
+
∂2u±

∂y2
= 0, (x, y) ∈ D±

γ , (1)

u+(x, 0) = v, v = const > 1; u−(x,H) = 0, −1 6 x 6 1, (2)
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