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Дослiджується розв’язнiсть прямої i оберненої задач для одного класу рiвнянь з псевдо-

диференцiальним оператором з однорiдним негладким у точцi 0 символом.

Серед нових роздiлiв теорiї псевдодиференцiальних операторiв (ПДО) на особливу увагу
заслуговують рiвняння з ПДО, побудованими за негладкими однорiдними символами, як
лiнiйнi, так i нелiнiйнi. Як зазначено в [1], вони мають важливi застосування в теорiї випад-
кових процесiв, сучаснiй теорiї фракталiв та iн. Лiнiйнi параболiчнi псевдодиференцiальнi
рiвняння (ППДР) з негладкими символами були визначенi С.Д. Ейдельманом i Я.М. Дрi-
нем, дослiдження задачi Кошi для таких рiвнянь було розпочате в [2] i продовжене А.Н. Ко-
чубеєм (див. [1] i наведену там бiблiографiю), який запропонував трактувати ПДО як гiпер-
сингулярнi iнтеграли, В.В. Городецьким, В.А. Лiтовченком, М. В. Федорюком, Ю.А. Ду-
бiнським та iн. Отримано важливi результати щодо коректної розв’язностi задачi Кошi для
таких рiвнянь в рiзних функцiональних просторах, властивостi їхнiх розв’язкiв, зокрема,
iнтегральних зображень, поведiнки розв’язкiв при необмеженому зростаннi часової змiнної,
їх невiд’ємностi та стабiлiзацiї за Ляпуновим. Багатоточковi задачi для еволюцiйних ПДР
вивчалися В.В. Городецьким i Я.М. Дрiнем [3–5]. Для квазiлiнiйного параболiчного рiв-
няння з ПДО дослiджено глобальну розв’язнiсть задачi Кошi в [6, 7]. У той же час треба
зазначити, що оберненi задачi для таких рiвнянь не дослiджувалися.

У [8] наводиться iсторiя вивчення обернених задач для диференцiальних рiвнянь, по-
чинаючи вiд першої оберненої задачi — кiнематичної задачi сейсмiки, яка в одновимiрно-
му випадку вперше була розв’язана Герглотцем. Пiдсумовуючою працею Львiвської школи
з теорiї обернених задач для параболiчних диференцiальних рiвнянь є монографiя [9] ке-
рiвника цiєї школи М. I. Iванчова, яка базується на результатах автора i iстотно розширює
i завершує результати його учнiв.

У данiй роботi дослiджуються пряма i обернена задачi для одного класу еволюцiйних
ПДР методом неповного вiдокремлення змiнних та iз застосуванням перетворення Лапласа
i узагальненого перетворення Фур’є.

1. Постановка прямої задачi. Основний результат. Введемо позначення:
1) z ∈ R, Ra ≡ {z; z > a}, R0 ≡ R+; всюди y ∈ R0, t ∈ R0;
2) x ≡ (x1, . . . , xn) ∈ R

n, σ ≡ (σ1, . . . , σn) ∈ R
n; Π+ ≡ R

n×R+, Π ≡ Π+×R+, Π0 ≡ R0×R0;
всюди (x, y, t) ∈ Π, (x, y) ∈ Π+, (y, t) ∈ Π0, (x, t) ∈ Π+;

3) числа γ > 0, µ > 0, ck > 0, k ≡ (k1, . . . , kn), ki ∈ N, 1 6 i 6 n, |k| = k1 + · · · + kn,
aγ : R

n → R, aγ(µσ) = µγaγ(σ), |Dkaγ(σ)| 6 ck|σ|γ−|k|, |k| > 2n+2[γ]+1, [γ] — цiла частина γ;
aγ — символ ПДО Aγ , що дiє за просторовою змiнною x ∈ R

n;
4) V : Π → R неперервно диференцiйовна за t, двiчi неперервно диференцiйовна та iн-

тегровна за x, y; Vt, Vy, Vyy — частиннi похiднi,

AγV (x, y, t) = F−1
σ→x[aγ(σ)Fx→σ [V (x, y, t)]], (x, y, t) ∈ Π,
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де Fx→σ i F−1
σ→x — вiдповiдно пряме i обернене перетворення Фур’є, є псевдодиференцiаль-

на операцiя (ПДО), яка тлумачиться як гiперсингулярна iнтегральна операцiя (ГСIО) [1].
Позначимо також

AV (x, y, t) ≡ Vt(x, y, t) +AγV (x, y, t), (x, y, t) ∈ Π,

функцiя q : R+ → R — вiдома неперервна i обмежена,

BV (x, y, t) ≡ Vyy(x, y, t)− q(y)V (x, y, t), (x, y, t) ∈ Π.

1.1. Постановка прямої задачi. Треба визначити розв’язок V : Π → R рiвняння

AV (x, y, t) = BV (x, y, t), (x, y, t) ∈ Π, (1)

який задовольняє такi початковi та крайовi умови

V (x, y, t)|t=0 = V0(x) lim
n→∞

V0n(y), (x, y) ∈ R
n × R+, n ∈ N,

Vy(x, y, t)|y=0 = 0, (x, t) ∈ R
n × R+,

}

(2)

де V0 : R
n → R — неперервна i обмежена функцiя, V0n : R+ → R — деяка δ-подiбна послiдов-

нiсть при n → ∞, а границя розумiється в сенсi теорiї узагальнених функцiй; iснує стала
a > 0 i така, що ∀y ∈ R

+:

q(y) > a. (3)

1.2. Формула для розв’язку прямої задачi. Задача (1), (2) методом неповного вiдокрем-
лення змiнних розпадається на двi задачi, якi розв’язуються окремо. Основним результатом
прямої задачi (1), (2) є доведення формули для її розв’язку:

V (x, y, t) =

∫

Rn

Gγ(t, x− ξ)V0(ξ) dξ

∞
∫

0

e−λtϕ(y, λ) dσ(λ),

де функцiї Gγ(t, x) визначенi в задачi 1, а ϕ(y, λ) є розв’язком задачi

−ϕ′′
yy + q(y)ϕ = λϕ, ϕ(0, λ) = 1, ϕ′

y(0, λ) = 0, (4)

σ(λ) — спектральна функцiя розподiлу [10].
Зауваження. Якщо V0(x) = lim

n→∞
V0n(x), де V0n — δ-подiбна послiдовнiсть при n → ∞,

а границя розумiється в сенсi теорiї узагальнених функцiй, то

∫

Rn

Gγ(x− ξ, t)V0(ξ) dξ ≡ Gγ(x, t) ∗ V0(x)−→
n→∞

δ(x) ∗Gγ(x, t) = Gγ(x, t), (x, t) ∈ Π+.

Тодi

V (x, y, t) = Gγ(x, t)

∞
∫

0

exp{−λt}ϕ(y, λ) dσ(λ), (x, y, t) ∈ Π.
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2. Розщеплення оператора методом неповного вiдокремлення змiнних. Розв’я-
зок рiвняння (1) шукаємо у виглядi

V (x, y, t) = X(x, t)Y (y, t), (x, y, t) ∈ Π, (x, t) ∈ Π+, (y, t) ∈ Π0.

Тодi задача для визначення V (x, y, t) розпадається на двi задачi.
Задача 1. Знайти функцiю X : Rn × R+ → R таку, що задовольняє рiвняння

∂X(x, t)

∂t
+AγX(x, t) = 0, (x, t) ∈ Π+

i умови

X(x, t)|t=0 = V0(x), x ∈ R
n, lim

|x|→∞
X(x, t) = 0, t ∈ R+,

де V0 : R
n → R — неперервна i обмежена функцiя.

Розв’язок цiєї задачi

X(x, t) =

∫

Rn

Gγ(x− ξ, t)V0(ξ) dξ, (x, t) ∈ Π+, (5)

де вираз для Gγ залежить вiд γ i aγ : Rn → R. Зокрема:
1) при γ = 1, aγ = |σ|, σ ∈ R

n i в [11] доведено, що

G1(x, t) =
Γ((n+ 1)/2)

π(n+1)/2(t2 + |x|2)(n+1)/2
, (x, t) ∈ Π+;

2) при γ = 2, aγ = |σ|2, σ ∈ R
n отримуємо фундаментальний розв’язок рiвняння теп-

лопровiдностi

G2(x, t) =

(

2
√
πt

)−n

exp

{

−|x|2
4t

}

, (x, t) ∈ Π+;

3) при γ > 1, aγ iз п. 1, функцiя Gγ : R
n × R+ → R вивчалася в [1, 2],

Gγ(x, t) = (2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ) − aγ(σ)t} dσ, (x, t) ∈ Π+.

При 1 6 γ 6 2 функцiя Gγ(x, t) > 0, (x, t) ∈ R
n × R+ [12].

Оцiнки функцiї Gγ та її похiдних

|Dχ
xGγ(x, t)| 6 Cχt(t

1/γ + |x|)−n−γ−|χ|, |χ| 6 N − 2n− [γ],

|DtGγ(x, t)| 6 Ct(t1/γ + |x|)−n−γ , N > 2n+ 2[γ] + 1,

наведенi в [1, 13, 14], дозволяють довести, що функцiя (5) є розв’язком задачi 1.
Зауважимо, що методика доведення оцiнок похiдних функцiй Gγ , розроблена для па-

раболiчних псевдодиференцiальних рiвнянь з негладкими символами в [1] i перенесена на
випадок таких систем авторами (див. також [11, с. 47–58]) при γ > 1, є вiрною фактично
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i при γ > 1/2. У працi [14] ця методика тривiально переноситься на випадок γ > 1/m,
m ∈ N, де розглядаються бiльш загальнi системи.

Задача 2. Знайти функцiю Y : Π0 → R таку, що є розв’язком задачi

∂Y (y, t)

∂t
=
∂2Y (y, t)

∂y2
− q(y)Y (y, t), (y, t) ∈ Π0, (6)

Y (y, t)|t=0 = lim
n→∞

Y0n(y), y ∈ R+,
∂Y (y, t)

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= 0, t ∈ R+, (7)

де Y0n — δ-подiбна послiдовнiсть при n → ∞, а границя розумiється в сенсi теорiї узагаль-
нених функцiй.

Отже, розв’язок задачi (1)–(3) можна записати у виглядi

V (x, y, t) =

∫

Rn

Gγ(t, x− ξ)V0(ξ) dξ · Y (y, t), (x, y, t) ∈ Π.

3. Розв’язок прямої задачi (6), (7), (3). Доведемо, що функцiя Y : Π0 → R запи-
сується у виглядi

Y (y, t) =

∞
∫

0

exp{−λt}ϕ(y, λ) dσ(λ), (y, t) ∈ Π0, (8)

де функцiя ϕ(y, λ), що є розв’язком задачi на власнi значення (4), i функцiя q : R+ → R

зв’язанi взаємно однозначною вiдповiднiстю зi спектральною функцiєю розподiлу σ(λ) [10].
Вiрною є така теорема.
Теорема 1 (про єдинiсть розв’язку прямої задачi). Розв’язком рiвняння (6) з нульо-

вими умовами (7) є тотожний нуль. Розв’язок задачi (6), (7) однозначно визначається
додатною функцiєю q(y).

Доведення. Доведення проведемо в кiлька етапiв, використовуючи [10].
1. Застосовуючи перетворення Лапласа до рiвняння з частинними похiдними (6), отри-

муємо звичайне диференцiальне рiвняння

−LY ′′
yy(p, y) + q(y)LY (p, y) = Y0(y)− pLY (p, y), Re p > 0, y ∈ R+, (9)

i умову

LY ′
y(p, y)|y=0 = 0, Re p > 0.

2. Розв’язування рiвняння (9). До рiвняння (9) застосуємо пряме узагальнене перетво-
рення Фур’є. Для чого обидвi частини (9) домножимо на функцiю ϕ(y, λ) i проiнтегруємо
за y ∈ R+. Тодi (9) набуде вигляду

F (p, λ) =
1

p+ λ
, Re p > 0, λ > a,

де

F (p, λ) =

∞
∫

0

LY (p, y)ϕ(y, λ) dy, Re p > 0, λ > a.
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Застосуємо до F (p, λ) обернене узагальнене перетворення Фур’є

LY (p, y) =

∞
∫

0

ϕ(y, λ)

p+ λ
dσ(λ), Re p > 0, y ∈ R+. (10)

Оскiльки

1

p+ λ
=

∞
∫

0

e−(λ+p)t dt, Re p > 0, λ > a,

i

∞
∫

0

ϕ(y, λ)

p+ λ
dσ(λ) =

∞
∫

0

e−pt

{ ∞
∫

0

e−λtϕ(y, λ) dσ(λ)

}

dt, Re p > 0, y ∈ R+, (11)

то праву частину формули (10) можна тлумачити як двiчi застосоване перетворення Ла-
пласа до функцiї ϕ. Пiдставляючи (11) в (10), отримуємо, що

∞
∫

0

e−pt

{

Y (y, t)−
∞
∫

0

e−λtϕ(y, λ) dσ(λ)

}

dt = 0, Re p > 0, y ∈ R+,

а звiдси, використовуючи властивiсть перетворення Лапласа, знаходимо, що шукана функ-
цiя Y (y, t) : Π0 → R визначається рiвнiстю (8).

3. Перевiряємо безпосередньо, що функцiя Y (y, t) задовольняє рiвняння i крайову умову.
Теорема 1 доведена.
4. Обернена задача. Нехай V (x, y, t) є розв’язком задачi (1), (2). Зафiксуємо точку

x = x0, y = 0 в Π+ i припустимо, що вiдоме значення V при всiх t > 0 i x = x0, y = 0:

V (x, y, t)|x=x0,y=0 ≡ ψ(x0, t), t ∈ R+,

де ψ — вiдома функцiя.
Треба визначити функцiю q : R+ → R, неперервну i обмежену.
Розв’язок оберненої задачi випливає з [10]. Справдi, пiдставивши x = x0 i y = 0 у фор-

мулу для V iз п. 1.2 i врахувавши, що ϕ(0, λ) = 1, отримаємо рiвняння

ψ(x0, t) =

∫

Rn

Gγ(x0 − ξ, t)V0(ξ) dξ

∞
∫

0

e−λtdσ(λ), t ∈ R+,

де ψ(x0, t) — вiдома функцiя, а σ(λ), λ > a, — невiдома. З [10] вiдомо, що σ(λ), λ > a,
зв’язана взаємно однозначною вiдповiднiстю з неперервною i обмеженою функцiєю q, тобто
за вiдомою функцiєю σ(λ), λ > a, однозначно знаходиться функцiя q. У свою чергу, функцiя
σ(λ), λ > a, однозначно визначається функцiєю ψ(x0, t), t ∈ R+.

Отже, вiрною є така теорема.
Теорема 2. У класi обмежених i неперервних функцiй невiдома функцiя q : R+ → R

рiвняння (1) однозначно визначається вiдомою функцiєю ψ(x0, t), t ∈ R+.

16 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2011, №5



1. Кочубей А.Н. Параболические псевдодифференциальные уравнения, гиперсингулярные интегралы
и марковские процессы // Изв. АН СССР. Сер. мат. – 1988. – 52, № 5. – С. 909–934.

2. Эйдельман С.Д., Дринь Я.М. Необходимые и достаточные условия стабилизации решений задачи
Коши для параболических псевдодифференциальных уравнений // Приближенные методы матема-
тического анализа. – Киев, 1974. – С. 60–69.

3. Городецький В.В., Дрiнь Я.М. Задача Дiрiхле для одного класу еволюцiйних рiвнянь // Наук. вiсн.
Чернiвецьк. ун-ту: Зб. наук. праць. Вип. 336–337. Математика. – Чернiвцi: Рута, 2007. – С. 63–77.

4. Дрiнь Я.М. Нелокальна багатоточкова задача для псевдодиференцiальних рiвнянь параболiчного
типу // Наук. вiсн. Чернiвецьк. ун-ту: Зб. наук. праць. Вип. 501. Математика. – Чернiвцi: Рута,
2010. – С. 24–32.

5. Дрiнь Я.М. Багатоточкова задача для еволюцiйних псевдодиференцiальних рiвнянь // Доп. НАН
України. – 2010. – № 7. – С. 7–11.

6. Дрiнь Я.М. Задача Кошi для квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з негладким символом // Наук.
вiсн. Чернiвецьк. ун-ту: Зб. наук. праць. Вип. 485. Математика. – Чернiвцi: Рута, 2009. – С. 18–22.

7. Iвасишен С.Д., Мединський I.П. Про глобальнi розв’язки задачi Кошi для квазiлiнiйних параболiч-
них рiвнянь // Мат. методи та фiз.-тех. поля. – 1999. – 42, № 2. – С. 31–38.

8. Аниконов Ю.Е. Некоторые методы исследования многомерных обратных задач для дифференциаль-
ных уравнений. – Новосибирск: Наука, 1978. – 120 с.

9. Ivanchov M. I. Inverse problem for equations of parabolic type. – Lviv, 2003. – Vol. 10. – 238 p.

10. Гельфанд И.М., Левитан Б.М. Об определении дифференциального уравнения по его спектральной
функции // Изв. АН СССР. Сер. мат. – 1951. – 15. – С. 309–360.

11. Дрiнь Р.Я. Дослiдження якiсних властивостей розв’язкiв параболiчних псевдодиференцiальних рiв-
нянь з негладкими символами: Дис. . . . канд. фiз.-мат. наук: 01.01.02. – Львiв, 1997. – 137 с.

12. Голубов Б.И. О методе суммирования типа Абеля–Пуассона кратных рядов Фурье // Мат. заметки. –
1980. – 27, № 1. – С. 49–59.

13. Эйдельман С.Д., Дринь Я.М. Построение и исследование классических фундаментальных решений
задачи Коши равномерно параболических псевдодифференциальных уравнений // Матем. исследо-
вания. – 1981. – Вып. 63. – С. 18–33.

14. Литовченко В.А. Задача Коши для одного класса параболических псевдодифференциальных систем
с негладкими символами // Сиб. мат. журн. – 2008. – 49, № 2. – С. 374–393.

Надiйшло до редакцiї 29.07.2010Буковинська державна фiнансова академiя, Чернiвцi

Ya. M. Drin’
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The solvability of the direct and inverse problems for one class of equations with a pseudodifferential

operator with a homogeneous non-smooth symbol at the point 0 is investigated.
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