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Дослiджується проблема продовження на межу так званих кiльцевих Q-гомеоморфiз-

мiв мiж областями в метричних просторах iз мiрами. Формулюються умови на функ-

цiю Q(x) та межi областей, при яких усякий кiльцевий Q-гомеоморфiзм допускає не-

перервне або гомеоморфне продовження на межу. Результати застосованi, зокрема, до

рiманових многовидiв, просторiв Левнера, груп Карно та Гейзенберга.

В работе [1] для квазиконформных отображений было получено модульное неравенство, ко-
торое впоследствии легло в основу определения так называемых Q-гомеоморфизмов. В по-
следние годы на плоскости и в пространстве активно изучается более широкий класс коль-
цевых Q-гомеоморфизмов (см., напр., [2]). Это понятие мотивировано кольцевым опреде-
лением квазиконформности по Герингу [3] и представляет собой обобщение и локализацию
этого определения, которое впервые было введено и использовалось для изучения уравне-
ний Бельтрами на плоскости в работе [4].

Проблема граничного поведения является одной из центральных тем теории квази-
конформных отображений и их обобщений (см., напр., [5] и дальнейшие ссылки там же).
Систематическое изучение структур границ односвязных областей на плоскости началось
в свое время с трудов Каратеодори [6] и привело к созданию теории простых концов (см.,
напр., [7]). Области со слабо плоскими границами, используемые нами, — наиболее широ-
кий из известных классов областей, граничное соответствие между которыми при квазикон-
формных отображениях и их обощениях осуществляется поточечно, а не по простым концам
(см., напр., [2]). Граничное поведение кольцевых Q-гомеоморфизмов в R

n изучалось в ра-
боте [8]. В статье [5] была построена теория граничного поведения для Q-гомеоморфизмов
в метрических пространствах. В данной работе эта теория распространяется на кольцевые
Q-гомеоморфизмы в метрических пространствах. Ранее модульная техника в метрических
пространствах изучалась в работах [9–12] и др.

1. О кольцевых Q-гомеоморфизмах в метрических пространствах. Обозначим
(X, d, µ) пространство X с метрикой d и локально конечной борелевой мерой µ. Областью
в X будем называть открытое множество, любые две точки которого можно связать не-
прерывной кривой. Пусть G — область в X с хаусдорфовой размерностью α > 1. Модуль
семейств кривых Γ в области G задается равенством

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

G

ρα(x) dµ(x), (1)

где допустимые функции для Γ определяются условием вида (2). Напомним, что борелева
функция ρ : Rn → [0,∞] называется допустимой для семейства кривых Γ в R

n, пишут
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ρ ∈ admΓ, если
∫

γ

ρ ds > 1 (2)

для всех γ ∈ Γ. Напомним также, что если γ : [a, b] → X — непрерывная кривая в метри-
ческом пространстве (X, d), то ее длина есть супремум сумм

∑

d(γ(ti), γ(ti−1)) над всеми
разбиениями a = t0 6 t1 6 · · · 6 tk = b интервала [a, b].

Пусть G и G′ — области с конечными хаусдорфовыми размерностями α и α′ > 1 в про-
странствах (X, d, µ) и (X ′, d′, µ′) и пусть Q : G → [0,∞] — измеримая функция. Говорим
(ср. [5]), что гомеоморфизм f : G → G′ называется кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке
x0 ∈ G, если

M(△(fC0, fC1, G
′)) 6

∫

A∩G

Q(x) · ηα(d(x, x0)) dµ(x) (3)

выполняется для любого кольца A = A(r1, r2, x0) = {x ∈ X : r1 < d(x, x0) < r2}, 0 < r1 <

< r2 < ∞, любых двух континуумов C0 ⊂ B(x0, r1) и C1 ⊂ X \B(x0, r2) в области G и любой
измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2
∫

r1

η(r) dr > 1. (4)

Говорят, что пространство (X, d, µ) α-регулярно сверху в точке x0 ∈ X, если существует
постоянная C > 0 такая, что

µ(B(x0, r)) 6 Crα (5)

для всех шаров B(x0, r) с центром в точке x0 ∈ X радиуса r < r0. Говорят также, что
пространство (X, d, µ) α-регулярно сверху, если условие (5) выполнено в каждой точке (см.,
напр., [10]).

Пусть G — область в пространстве (X, d, µ). Следуя [5], говорим, что функция ϕ : G → R

имеет конечное среднее колебание в точке x0 ∈ G, сокр. ϕ ∈ FMO(x0), если

lim
ε→0

−

∫

G(x0,ε)

|ϕ(x)− ϕε| dµ(x) < ∞, (6)

где

ϕε = −

∫

G(x0,ε)

ϕ(x)dµ(x) =
1

µ(G(x0, ε))

∫

G(x0,ε)

ϕ(x)dµ(x) —

среднее значение функции ϕ(x) по множеству G(x0, ε) = {x ∈ G : d(x, x0) < ε} относительно
меры µ. Здесь условие (6) включает предположение, что ϕ интегрируема относительно
меры µ по некоторому множеству G(x0, ε), ε > 0.

2. О слабо плоских и сильно достижимых границах. В R
n следующие понятия

введены в [13], а в метрических пространствах — в [5].

26 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2010, №8



Говорят, что граница области G сильно достижима в точке x0 ∈ ∂G, если для любой
окрестности U точки x0 найдется компакт E ⊂ G, окрестность V ⊂ U точки x0 и число
δ > 0 такие, что

M(∆(E,F ;G)) > δ (7)

для любого континуума F в G, пересекающего ∂U и ∂V . Говорят также, что граница ∂G

слабо плоская в точке x0 ∈ ∂G, если для любого числа P > 0 и окрестности U точки x0
найдется ее окрестность V ⊂ U такая, что

M(∆(E,F ;G)) > P (8)

для любых континуумов E и F в G, пересекающих ∂U и ∂V . Известно, что ∂G сильно
достижима из G в точке x0, если ∂G слабо плоская в точке x0 ∈ ∂G. Кроме того, G локально
линейно связна в x0 ∈ ∂G, если ∂G слабо плоская в точке x0. Напомним, что область G

называется локально связной в точке x0 ∈ ∂G, если для любой окрестности U точки x0
найдется окрестность V ⊆ U точки x0 такая, что V

⋂

G связно.
3. О непрерывном продолжении на границу.

Теорема 1. Пусть G локально линейно связна в точке x0 ∈ ∂G, G′ — компакт и ∂G′

сильно достижима. Если измеримая функция Q : G → [0,∞] удовлетворяет условию

∫

G(x0,ε,ε0)

Q(x)dµ(x)

d(x, x0)α
= o

([

log
1

ε

]α)

(9)

при ε → 0, где G(x0, ε, ε0) = {x ∈ G : ε < d(x, x0) < ε0}, для ε0 < d(x0) = sup
x∈G

d(x, x0), то

любой кольцевой Q-гомеоморфизм f : G → G′ продолжим в точку x0 по непрерывности
в (X ′, d′).

Теорема 2. Пусть X α-регулярно сверху в точке x0 ∈ ∂G, α > 2, где G локально
линейно связна и удовлетворяет условию

µ(G
⋂

B(x0, 2r)) 6 γ · logα−2 1

r
· µ(G

⋂

B(x0, r)) ∀ r ∈ (0, r0), (10)

а G′ компактно и ∂G′ сильно достижима. Если Q ∈ FMO(x0), то любой кольцевой Q-го-
меоморфизм f : G → G′ продолжим в точку x0 по непрерывности в (X ′, d′).

Заметим, что условие Салимова (10) из [5] слабее хорошо известного условия удвоения
меры на границе

µ(G
⋂

B(x0, 2r)) 6 γ · µ(G
⋂

B(x0, r)) (11)

(ср., напр., [10]).
4. О продолжении на границу обратных отображений.

Теорема 3. Пусть G локально линейно связна во всех своих граничных точках и G —
компакт, G′ имеет слабо плоскую границу, а f : G → G′ — кольцевой Q-гомеоморфизм
во всех граничных точках с Q ∈ L1

µ(G). Тогда обратный гомеоморфизм g = f−1 : G′ → G

допускает непрерывное продолжение g : G′ → G.
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5. О гомеоморфном продолжении на границу.

Теорема 4. Пусть G и G′ имеют слабо плоские границы, а G и G′ — компакты и пусть
Q : G → [0,∞] — функция класса L1

µ(G) с

∫

G(x0,ε,ε0)

Q(x)dµ(x)

d(x, x0)α
= o

([

log
1

ε

]α)

(12)

в каждой точке x0 ∈ ∂G, где G(x0, ε, ε0) = {x ∈ G : ε < d(x, x0) < ε0}, ε0 = ε(x0) < d(x0) =
= sup

x∈G

d(x, x0). Тогда любой кольцевой Q-гомеоморфизм f : G → G′ допускает продолжение

до гомеоморфизма f : G → G′.
Теорема 5. Пусть G — область в α-регулярном сверху пространстве (X, d, µ), α > 2,

которая локально линейно связна и удовлетворяет условию (10) во всех граничных точках,
G′ — область в пространстве (X ′, d′, µ′) со слабо плоской границей, а G и G′ — компакты.
Если функция Q : G → [0,∞] имеет конечное среднее колебание во всех граничных точках,
то любой кольцевой Q-гомеоморфизм f : G → G′ продолжим до гомеоморфизма f : G → G′.

Последняя теорема является далеко идущим обобщением известной теоремы Геринга–
Мартио о гомеоморфном продолжении на границу квазиконформных отображений между
областями квазиэкстремальной длины (см. [14], c. 196, ср. также [15]). Отметим, что в мо-
нографии [2] приведен пример, показывающий, что слабо плоские границы образуют более
широкий класс, чем границы равномерных областей и областей квазиэкстремальной длины
даже на плоскости. Заметим также, что здесь не предполагается односвязность областей.
Таким образом, результаты работы обобщают и усиливают известные теоремы для ква-
зиконформных отображений на кольцевые Q-гомеоморфизмы в метрических пространс-
твах, которые являются их естественным обобщением (см., напр., [5, 14] и др.). Результаты
применимы, в частности, к римановым многообразиям, недавно введенным пространствам
Левнера, а также хорошо известным группам Карно и Гейзенберга (см., напр., [10]).
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E. S. Smolovaya

Boundary behavior of ring Q-homeomorphisms in metric spaces

The problem of extension to the boundary of the so-called ring Q-homeomorphisms between do-

mains in metric spaces with measures is investigated. Conditions on functions Q(x) and bounda-

ries of domains, under which every ring Q-homeomorphism admits a continuous or homeomorphic

extension to the boundary, are formulated. These results are applicable, in particular, to Rieman-

nian manifolds, the Loeuner spaces, the Carnot and Heisenberg groups.
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