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Iнтегральнi рiвняння зi змiнною верхньою межею
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(Представлено членом-кореспондентом НАН України Г.С. Кiтом)

Запропонованi iнтегральнi рiвняння та iнтегральнi умови для розв’язування динамiч-

ної задачi теорiї пружностi i незв’язаної термопружностi у неоднорiдному довгому

ортотропоному порожнистому цилiндрi, отриманi безпосереднiм iнтегруванням вiдпо-

вiдних рiвнянь руху та суцiльностi у напруженнях. Такий пiдхiд дозволяє одержувати

наближенi аналiтичнi розв’язки задач пружностi i термопружностi без застосування

iнтегральних перетворень або розкладу в ряди за власними функцiями.

Пружнi коловi порожнистi цилiндри, виготовленi з неоднорiдних матерiалiв, є поширеними
елементами iнженерних конструкцiй. Динамiчнi задачi в таких тiлах, навiть без врахування
їх неоднорiдностi, є актуальними i тепер, незважаючи на досить довгу iсторiю їх дослiджен-
ня [1–3]. Врахування неоднорiдностi i термочутливостi приводить до нелiнiйних рiвнянь або
рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами. Потреба аналiтичного подання розв’язкiв вiдповiдних
динамiчних задач теорiї пружностi викликана, зокрема, задачами вiдтворення термонапру-
женого стану тiл за неповної iнформацiї про силовi та тепловi навантаження на поверхнях
тiла або задачами оптимального за швидкодiєю керування нагрiванням тiл при обмежен-
нях на температуру чи напруження [4–5]. Метою даної роботи є отримання сукупностi iн-
тегральних рiвнянь для динамiчної задачi пружностi (незв’язаної задачi термопружностi)
зi змiнною верхньою межею в ортотропному неоднорiдному довгому порожнистому цилiнд-
рi, що дозволяє подати розв’язок аналiтично без застосування апарату власних функцiй,
потенцiальних функцiй, iнтегральних перетворень.

Розглядається неоднорiдний ортотропний довгий порожнистий цилiндр з внутрiшнiм R1

i зовнiшнiм радiусом R2 з залежними вiд радiальної змiнної r механiчними характеристи-
ками матерiалу — модулем пружностi та коефiцiєнтом Пуассона. Цилiндр знаходиться пiд
дiєю рiвномiрно розподiлених динамiчних навантажень на внутрiшнiй i зовнiшнiх поверх-
нях p1(t), p2(t), де t — час.

Основнi рiвняння.

1. Рiвняння руху:

∂σ̃r(r, t)

∂r
+

σ̃r(r, t) − σ̃ϕ(r, t)

r
= −F̃r(r, t) + γ̃(r)

∂2ũr(r, t)

∂t2
,

яке пiсля введення сумарних напружень σ̃ = σ̃+
r σ̃ϕ i густини сили пружностi F̃re(r, t) =

= γ̃(r)
∂2ũr(r, t)

∂t2
, де γ̃r — густина матерiалу; ũr — радiальна компонента вектора перемi-
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щень; F̃r(r, t) — радiальна компонента вектора масових сил, σ̃r, σ̃ϕ — радiальна, колова
компоненти тензора напружень, можна подати у безрозмiрних змiнних ρ = r/R2 як

∂

∂ρ
(ρ2σr(ρ, t)) = ρσ(ρ, t) + ρ2U(ρ, t). (1)

Тут U(ρ, t) = Fre(ρ, t) − Fr(ρ, t), Fr(ρ, t) = R2F̃r(r, t) = R2F̃r(ρR2, t), ũr(r, t) = ũr(ρR2, t) =

= ur(ρ, t), Fre(ρ, t) = γ(ρ)R2F̃re(r, t) = R2γ(ρ)
∂2ur(ρ, t)

∂t2
.

2. Зв’язок мiж компонентами тензора деформацiї i тензора напружень:

ei =

3∑

j=1

aijσj, i, j = 1, 2, 3 або i, j = r, ϕ, z, (2)

де

a11(ρ) =
1

Er(ρ)
; a22(ρ) =

1

Eϕ(ρ)
; a33(ρ) =

1

Ez(ρ)
;

a12(ρ) = −
νrϕ(ρ)

Eϕ(ρ)
; a13(ρ) = −

νrz(ρ)

Ez(ρ)
; a23(ρ) = −

νϕz(ρ)

Ez(ρ)
;

Er, Eϕ, Ez — модулi пружностi вздовж радiального, колового та осьового напрямiв вiд-
повiдно; νij — коефiцiєнт Пуассона, що характеризує стискання вздовж i-ї координати при
розтягуваннi вздовж j-ї координати (i, j = r, ϕ, z). Зрозумiло, що формули (2), вираженi че-
рез сумарнi σ(ρ, t), радiальнi σr(ρ, t) напруження та поздовжню деформацiю ez, матимуть
вигляд

er(ρ, t) = b11(ρ)σr(ρ, t) + b12(ρ)σ(ρ, t) + b13(ρ)ez(t),

eϕ(ρ, t) = b21(ρ)σr(ρ, t) + b22(ρ)σ(ρ, t) + b23(ρ)ez(t),

ez(ρ, t) = b31(ρ)σr(ρ, t) + b32(ρ)σ(ρ, t) + b33(ρ)σz(t),

(3)

де для ортотропного матерiалу

b11(ρ) = a11(ρ)− a12(ρ)− a13(ρ)
a13(ρ)− a23(ρ)

a33(ρ)
,

b12(ρ) = a12(ρ)−
a13(ρ)a23(ρ)

a33(ρ)
, b13 =

a13(ρ)

a33(ρ)
,

b21(ρ) = a12(ρ)− a22(ρ)− a23(ρ)
a13(ρ)− a23(ρ)

a33(ρ)
, b23(ρ) =

a23(ρ)

a33(ρ)
,

b22(ρ) = a22(ρ)−
a223(ρ)

a33(ρ)
, b31(ρ) = a13(ρ)− a23(ρ),

b32(ρ) = a23(ρ), b33(ρ) = a33(ρ),

(4)
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а для iзотропного —

b11(ρ) =
1 + ν(ρ)

E(ρ)
, b12(ρ) = −

ν(ρ)[1 + ν(ρ)]

E(ρ)
, b13(ρ) = −ν(ρ),

b21(ρ) = −
1 + ν(ρ)

E(ρ)
, b22(ρ) =

1− ν2(ρ)

E(ρ)
, b23(ρ) = −ν(ρ),

b31(ρ) = 0, b32(ρ) = −
ν(ρ)

E(ρ)
, b33(ρ) =

1

E(ρ)
.

(5)

3. Рiвняння суцiльностi

ρ
∂eϕ
∂ρ

= er − eϕ,

яке у напруженнях з використанням рiвняння руху (1) можна записати як

∂

∂ρ
[b22(ρ)σ] =

1

ρ

[
b11(ρ) + b21(ρ)− ρ

∂b21(ρ)

∂ρ

]
σr(ρ) +

+
1

ρ

[
b13(ρ)− b23(ρ)− ρ

∂

∂ρ
b23(ρ)

]
ez − b21(ρ)U(ρ, t).

(6)

4. Граничнi та початковi умови:

σr(ρ1, t) = −p1(t), σr(1, t) = −p2(t),

1∫

ρ1

ησz(η, t) dη = P (t), (7)

ur(ρ, 0) = s(ρ),

[
∂ur(ρ, t)

∂t

]∣∣∣∣
t=0

= s1(ρ). (8)

Остання умова (7) описує два випадки напружено-деформованого стану: а) заданi зусил-
ля на кiнцях цилiндра, визначається осьова деформацiя, б) кiнцi цилiндра фiксованi вiд
осьових перемiщень (ez = 0), визначається зусилля на кiнцях цилiндра.

Зведення до iнтегральних рiвнянь. Безпосереднє двократне iнтегрування за часом

виразу U(ρ, t) = Fre(ρ, t) − Fr(ρ, t) = R2γ(ρ)
∂2ur(ρ, t)

∂t2
− Fr(ρ, t) з застосуванням методу

iнтегрування по частинах та використанням початкових умов (8) дозволяє виразити пере-
мiщення через сили у виглядi

ur(ρ, t) =

t∫

0

(t− τ)
U(ρ, τ)

γ(ρ)R2

dτ + s1(ρ)t+ s(ρ) +

t∫

0

(t− τ)
Fr(ρ, τ)

γ(ρ)R2

dτ . (9)

Якщо рiвняння руху (1) проiнтегрувати з врахуванням граничних умов для радiальних
напружень (6), то отримаємо iнтегральне рiвняння

σr(ρ, t) = −
ρ21
ρ2

p1(t) +
1

ρ2

ρ∫

ρ1

[ησ(η, t) + η2U(η, t)] dη (10)
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та граничну iнтегральну умову

1∫

ρ1

[ησ(η, t) + η2U(η, t)]dη = ρ21p1(t)− p2(t). (11)

Iнтегрування рiвняння суцiльностi (2) за радiальною координатою з використанням (7)
та (9) дозволяє отримати таке iнтегральне рiвняння вiдносно сумарних напружень σ(ρ, t)
та сил U(ρ, t):

σ(ρ, t)−
1

b22(ρ)

ρ∫

ρ1

[ϕ(ρ)− ϕ(η)]ησ(η, t) dη −

−
1

b22(ρ)

ρ∫

ρ1

[
ϕ(ρ) − ϕ(η)−

b21(η)

η2

]
η2U(η, t) dη =

= Ψ1(ρ, t) +
1

b22(ρ)

[
A(t) + ez(t)

ρ∫

ρ1

1

η

[
b13(η) − b23(η) − η

∂

∂ρ
b23(η)

]
dη

]
, (12)

де

ϕ(ρ) =

ρ∫

ρ1

1

η3

[
b11(η) + b21(η)− η

∂b21(η)

∂η

]
dη, Ψ1(ρ, t) =

ρ21ϕ(ρ)

b22(ρ)
p1(t).

Iнтегрування другого матерiального спiввiдношення (3) з використанням (9) та eϕ =
= ur/(ρR2) приводить до

σ(ρ, t) +
b21(ρ)

b22(ρ)

1

ρ2

ρ∫

ρ1

ησ(η, t) dη +
b21(ρ)

b22(ρ)

1

ρ2

ρ∫

ρ1

η2U(η, t) dη −

−
1

ρR2b22(ρ)

t∫

0

(t− τ)
U(ρ, τ)

γ(ρ)R2

dτ = Ψ2(ρ, t)−
b23(ρ)

b22(ρ)
ez(t), (13)

де

Ψ2(ρ, t) =
b21(ρ)

b22(ρ)

ρ21
ρ2

p1(t) +
s1(ρ)

ρR2b22(ρ)
t+

s(ρ)

ρR2b22(ρ)
+

1

ρR2b22(ρ)

t∫

0

(t− τ)
Fr(ρ, τ)

γ(ρ)R2

dτ.

Однак ця система iнтегральних рiвнянь не є достатньою для однозначного розв’язування
динамiчної задачi пружностi, оскiльки самих початкових значень перемiщень s(ρ) i їх по-
хiдних s1(ρ) у початковий момент часу недостатньо для визначення початкових значень
густини сил U(ρ, 0). Додатковою умовою, яка зв’язує цi величини у початковий момент
часу, є вираз

er = b11(ρ)σr + b12(ρ)σ + b13(ρ)ez .
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Якщо проiнтегрувати формулу er =
1

R2

∂ur
∂ρ

за ρ, одержимо iнтегральну умову

ρ∫

ρ1

[
w1(ρ)− w1(η) +

b12(η)

η

]
ησ(η, t) dη +

ρ∫

ρ1

[w1(ρ)− w1(η)]η
2U(η, t) dη −

−

t∫

0

(t− τ)
U(ρ, τ)

γ(ρ)R2
2

dτ = Ψ3(ρ, t)− ez(t)

ρ∫

ρ1

b13(η) dη, (14)

де

Ψ3(ρ, t) =
s1(ρ)t

R2

+
s(ρ)

R2

+

t∫

0

(t− τ)
Fr(ρ, τ)

γ(ρ)R2
2

dτ + w1(ρ)ρ
2
1p1(t), w1(ρ) =

ρ∫

ρ1

b11(η)

η2
dη.

Iнтегральну умову (7) на поздовжнi напруження, виражену через радiальнi та сумарнi
напруження i осьову деформацiю, можна подати як

1∫

ρ1

η

{
1

b33(η)
ez −

[
w(1)− w(η) +

b32(η)

b33(η)

]
σ(η, t) − [w(1) − w(η)]ηU(η, t)

}
dη =

= P (t)− ρ21p1(t)w(1), (15)

де

w(ρ) =

ρ∫

ρ1

1

η

b31(η)

b33(η)
dη.

Отже, динамiчна задача пружностi (1), (3), (6)–(8) звелася до розв’язування iнтеграль-
них рiвнянь (12), (13) вiдносно сумарних напружень σ(ρ, t) та сил пружностi U(ρ, t), де
величини A(t) та ez(t) визначаються з iнтегральних умов (11), (15), а початкове значення
U(ρ, 0) — з iнтегральної умови (14). Тодi радiальнi напруження визначаються з рiвнян-
ня (10), коловi та осьовi напруження — з матерiальних спiввiдношень (3), перемiщення —
з формули (9). Якщо замiсть початкових перемiщень вiдомi початковi значення iнерцiйних
сил Fre(ρ, 0), то умова (13) задовольняється автоматично внаслiдок рiвняння суцiльностi
та спiввiдношень Кошi.

Запишемо отриманi iнтегральнi рiвняння для окремих випадкiв.
А. Однорiдний ортотропний цилiндр (вiдсутня залежнiсть характеристик матерiалу вiд

радiальної координати). Тодi вiдповiднi iнтегральнi рiвняння будуть:

σ(ρ, t)−
1

b22

ρ∫

ρ1

[ϕ(ρ)− ϕ(η)]ησ(η, t) dη −
1

b22

ρ∫

ρ1

[
ϕ(ρ)− ϕ(η) −

b21
η2

]
η2U(η, t) dη =

= Ψ1(ρ, t) +
1

b22

[
A(t) + ez(t)(b13 − b23) ln

ρ

ρ1

]
,
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σ(ρ, t) +
b21
b22

1

ρ2

ρ∫

ρ1

ησ(η, t) dη +
b21
b22

1

ρ2

ρ∫

ρ1

η2U(η, t) dη −
1

ργR2
2
b22

t∫

0

(t− τ)U(ρ, τ) dτ =

= Ψ2(ρ, t)−
b23
b22

ez(t).

Iнтегральнi умови записуються як

1∫

ρ1

[ησ(η, t) + η2U(ρ, t)] dη = ρ21p1(t)− p2(t),

1∫

ρ1

η

{
1

b33
ez −

[
w(1) − w(η) +

b32
b33

]
σ(η, t)− [w(1) − w(η)]ηU(η, t)

}
dη =

= P (t) + ρ21p1(t)
b31
b33

ln(ρ1),

ρ∫

ρ1

[
w1(ρ)− w1(η) +

b12
η

]
ησ(η, t) dη +

ρ∫

ρ1

[w1(ρ)− w1(η)]η
2U(η, t) dη −

−
1

γR2
2

t∫

0

(t− τ)U(ρ, τ) dτ = Ψ3(ρ, t)− b13ez(t)(ρ− ρ1),

де

ϕ(ρ) = −
ρ−2 − ρ−2

1

2

[
a11 − a22 +

a223 − a213
a33

]
, w(ρ) = −

b31
b33

ln

(
ρ

ρ1

)
,

w1(ρ) = b11

ρ∫

ρ1

1

η2
dη = −b11(ρ

−1 − ρ−1

1
), Ψ1(ρ, t) =

ρ21ϕ(ρ)

b22
p1(t),

Ψ2(ρ, t) =
b21
b22

ρ21
ρ2

p1(t) +
s1(ρ)

ρR2b22
t+

s(ρ)

ρR2b22
+

1

ργR2
2
b22

t∫

0

(t− τ)Fr(ρ, τ) dτ,

Ψ3(ρ, t) =
s1(ρ)t

R2

+
s(ρ)

R2

+
1

γR2
2

t∫

0

(t− τ)Fr(ρ, τ) dτ + w1(ρ)ρ
2
1p1(t).

Б. Однорiдний iзотропний цилiндр (характеристики матерiалу сталi, а вiдповiднi сталi
bij заданi формулами (5)). Iнтегральнi рiвняння мають вигляд

σ(ρ, t)−
1

1− ν

1

ρ2

ρ∫

ρ1

ησ(η, t) dη −
1

1− ν

1

ρ2

ρ∫

ρ1

η2U(η, t) dη −
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−
E

1− ν2
1

ργR2
2

t∫

0

(t− τ)U(ρ, τ) dτ = Ψ2(ρ, t) +
νE

1− ν2
ez(t),

σ(ρ, t) +
1

1− ν

ρ∫

ρ1

U(η, t)dη = A(t)
E

1− ν2
,

а iнтегральнi умови можна подати як

1∫

ρ1

[ησ(η, t) + η2U(ρ, t)] dη = ρ21p1(t)− p2(t),

1∫

ρ1

η{Eez + νσ(η, t)} dη = P (t),

ρ∫

ρ1

σ(η, t) dη −
1

(1− ν)

ρ∫

ρ1

ηU(η, t) dη −
E

(1− ν2)

1

γR2
2

t∫

0

(t− τ)U(ρ, τ) dτ =

=
E

1− ν2
Ψ3(ρ, t) +

1

(1− ν)ρ
(ρ21p1(t)− p2(t)) +

Eν

(1− ν2)
ez(t)(ρ− ρ1),

де

Ψ2(ρ, t) = −
1

1− ν

ρ21
ρ2

p1(t) +
Es1(ρ)

ρR2(1− ν2)
t+

Es(ρ)

ρR2(1− ν2)
+

+
E

ργR2
2
(1− ν2)

t∫

0

(t− τ)Fr(ρ, τ) dτ ,

Ψ3(ρ, t) =
s1(ρ)t

R2

+
s(ρ)

R2

+
1

γR2
2

t∫

0

(t− τ)Fr(ρ, τ) dτ −
1 + ν

E

(
1

ρ
−

1

ρ1

)
ρ21p1(t).

В. Неоднорiдний iзотропний цилiндр (bij(ρ) заданi формулами (5)). Iнтегральнi рiвняння
можна записати як

σ(ρ, t)−
E(ρ)

1− ν2(ρ)

ρ∫

ρ1

[ϕ(ρ) − ϕ(η)]ησ(η, t) dη −

−
E(ρ)

1− ν2(ρ)

ρ∫

ρ1

[
ϕ(ρ)− ϕ(η) +

1 + ν(η)

η2E(η)

]
η2U(η, t) dη =

= Ψ1(ρ, t) +
E(ρ)

1− ν2(ρ)
[A(t) − ez(t)(ν(ρ)− ν(ρ1))],

σ(ρ, t)−
1

1− ν(ρ)

1

ρ2

ρ∫

ρ1

ησ(η, t) dη −
1

1− ν(ρ)

1

ρ2

ρ∫

ρ1

η2U(η, t) dη −
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−
E(ρ)

(1− ν2(ρ))ρR2
2
γ(ρ)

t∫

0

(t− τ)U(ρ, τ) dτ = Ψ2(ρ, t) +
ν(ρ)E(ρ)

1− ν2(ρ)
ez(t),

а iнтегральнi умови як

1∫

ρ1

[ησ(η, t) + η2U(ρ, t)] dη = ρ21p1(t)− p2(t),

1∫

ρ1

η{E(η)ez + ν(η)σ(η, t)} dη = P (t),

ρ∫

ρ1

[
w1(ρ)− w1(η)−

ν(η)(1 + ν(η))

ηE(η)

]
ησ(η, t) dη +

ρ∫

ρ1

[w1(ρ)− w1(η)]η
2U(η, t) dη −

−

t∫

0

(t− τ)
U(ρ, τ)

γ(ρ)R2
2

dτ = Ψ3(ρ, t) + ez(t)

ρ∫

ρ1

ν(η) dη,

де

ϕ(ρ) =

ρ∫

ρ1

1

η2
∂

∂η

[
1 + ν(η)

E(η)

]
dη, Ψ1(ρ, t) =

ρ21ϕ(ρ)

b22(ρ)
p1(t), w1(ρ) =

ρ∫

ρ1

1 + ν(η)

η2E(η)
dη,

Ψ2(ρ, t) = −
1

1− ν(ρ)

ρ21
ρ2

p1(t) +
E(ρ)s1(ρ)

ρR2[1− ν2(ρ)]
t+

E(ρ)s(ρ)

ρR2[1− ν2(ρ)]
+

+
E(ρ)

ρR2[1− ν2(ρ)]

t∫

0

(t− τ)
Fr(ρ, τ)

γ(ρ)R2

dτ,

Ψ3(ρ, t) =
s1(ρ)t

R2

+
s(ρ)

R2

+

t∫

0

(t− τ)
Fr(ρ, τ)

γ(ρ)R2
2

dτ + w1(ρ)ρ
2
1p1(t).

Г. Неоднорiдний iзотропний цилiндр (квазiстатична задача, U(ρ, t) = −Fr(ρ, t), bij ви-
значаються формулами (5)). Iнтегральне рiвняння тодi набуває вигляду

σ(ρ)−
E(ρ)

1− ν2(ρ)

ρ∫

ρ1

[ϕ(ρ) − ϕ(η)]ησ(η) dη = Ψ1(ρ) +
E(ρ)

1− ν2(ρ)
[A− ezνρ)],

а iнтегральна умова —

1∫

ρ1

ησ(η, t) dη = ρ21p1 − p2,

1∫

ρ1

η{E(η)ez + ν(η)σ(η)} dη = P,

де

A = A+ ezν(ρ1), ϕ(ρ) =

ρ∫

ρ1

1

η2
∂

∂η

[
1 + ν(η)

E(η)

]
dη,
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Ψ1(ρ, t) =
E(ρ)ρ21ϕ(ρ)

1− ν2(ρ)
p1(t)−

E(ρ)

1− ν2(ρ)

ρ∫

ρ1

[
ϕ(ρ)− ϕ(η) +

1 + ν(η)

η2E(η)

]
η2Fr(η, t) dη.

Д. Неоднорiдний ортотропний цилiндр (квазiстатична задача, U(ρ, t) = −Fr(ρ, t), bij
визначається формулами (4)). Вiдповiдний аналог iнтегрального рiвняння (12) має вигляд:

σ(ρ)−
1

b22(ρ)

ρ∫

ρ1

[ϕ(ρ) − ϕ(η)]ησ(η) dη =

= Ψ1(ρ) +
1

b22(ρ)

[
A+ ez

ρ∫

ρ1

1

η

[
b13(η)− b23(η)− η

∂

∂η
b23(η)

]
dη

]
, (16)

а iнтегральнi умови запишуться як

1∫

ρ1

ησ(η, t) dη = ρ21p1 − p2,

1∫

ρ1

η

{
1

b33(η)
ez −

[
w(1) − w(η) +

b32(η)

b33(η)

]
σ(η, t)

}
dη = P − ρ21p1

1∫

ρ1

1

η

b31(η)

b33(η)
dη,

де

ϕ(ρ) =

ρ∫

ρ1

1

η3

[
b11(η) + b21(η)− η

∂b21(η)

∂η

]
dη, ϕ(ρ1) = 0, w(ρ) =

ρ∫

ρ1

1

η

b31(η)

b33(η)
dη,

Ψ1(ρ) =
ρ21ϕ(ρ)

b22(ρ)
p1 −

1

b22(ρ)

ρ∫

ρ1

[
ϕ(ρ) − ϕ(η) −

b21(η)

η2

]
η2Fr(η) dη.

Таким чином, запропонованi рiвняння є iнтегральними рiвняннями зi змiнною верхньою
межею та сепарабельними ядрами i описують динамiчну незв’язану задачу пружностi у на-
пруженнях. З iнтегральних рiвнянь видно, що врахування ортотропiї не змiнює вигляду
ядра. Вiдповiднi рiвняння незв’язаної задачi динамiчної термопружностi легко отримати
врахуванням доданкiв αi(ρ)T (ρ, t) (i = r, ϕ, z) у кожнiй з рiвностей (2), що, в свою чергу,
спричинить появу у функцiях Ψ3(ρ, t), Ψ2(ρ, t), Ψ1(ρ, t) доданкiв

−

ρ∫

ρ1

βr(η)T (η, t) dη, −βϕ(ρ)T (ρ, t),

1

b22(ρ)

ρ∫

ρ1

[
βr(η)− βϕ(η)

η
T (η, t) −

∂(βϕ(η)T (η, t))

∂η

]
dη,

(
βr(ρ) = αr(ρ)−

a13(ρ)

a33(ρ)
αz(ρ), βϕ(ρ) = αϕ(ρ)−

a23(ρ)

a33(ρ)
αz(ρ)

)
,

вiдповiдно.
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В окремих випадках квазiстатичних задач термопружностi з запропонованих у цiй ро-
ботi iнтегральних рiвнянь отримуються iнтегральнi рiвняння, одержанi в роботах для iзо-
тропних [8] та ортотропних [7] цилiндрiв. Останнi розв’язанi методом послiдовних набли-
жень [7] або за допомогою квадратурних формул [8]. Iнтегральне рiвняння для сумарних
напружень квазiстатичної задачi пружностi для ортотропного цилiндра (16) можна одер-
жати з вiдповiдних iнтегральних рiвнянь роботи [7] шляхом виключення з них радiальної
компоненти тензора напружень σr. Метод розв’язання вiдповiдної квазiстатичної задачi тео-
рiї пружностi [8] застосовний i до розв’язування динамiчної задачi, оскiльки, як це видно
з рiвнянь (1)–(12), вiдповiдна динамiчна задача у кожний конкретний момент часу зво-
диться до розв’язування квазiстатичної задачi пружностi [1]. Iнтегральнi умови можуть
служити засобом швидкої перевiрки правильностi розв’язкiв, отриманих iншими методами.
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B.M. Kalynyak

Integral equations with variable upper limit for the dynamical problem

of elasticity theory in terms of stresses in an inhomogeneous long hollow

orthotropic cylinder

The integral equations with variable upper limits and a separable kernel, as well as integral condi-

tions for solving the dynamical problem of elasticity and uncoupled thermoelasticity in an inho-

mogeneous long hollow orthotropic cylinder, have been proposed. The equations have been obtained

by the procedure of a direct integration of the corresponding differential equations of motion and

the compatibility equations in terms of stresses. This approach makes it possible to determine an

approximate analytical solution of problems of elasticity and thermo-elasticity without determining

the potential functions and without the methods of integral transformations and the expansion in

series in eigenfunctions.
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