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Про товщиннi пружноелектричнi коливання

п’єзокерамiчних шарiв з викривленими граничними

поверхнями

Рiвняння пружноелектричних центральносиметричних коливань у сферичних коорди-

натах наведенi в операторнiй гамiльтоновiй формi за радiальною координатою. Вико-

ристовується єдина форма спiввiдношень для сферичних, цилiндричних i прямокутних

координат.

В роботах автора [1–3 та iн.] система рiвнянь пружностi i електропружностi в декарто-
вих прямокутних координатах приводиться до операторної системи гамiльтонового типу за
просторовою координатою вiдносно вiдповiдним чином вибраних умовно кажучи канонiч-
них змiнних. Для системи рiвнянь електропружностi в цилiндричних координатах гамiльто-
нiв формалiзм вперше був реалiзований у [4, 5 та iн.]. У данiй роботi аналогiчний результат
одержано для рiвнянь електропружностi в сферичних координатах при центрально-симет-
ричних деформацiях.

Будемо виходити з системи одновимiрних рiвнянь електропружностi
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У виразах (2) врахованi формули Кошi для деформацiй 2K = ∇u+u∇ i градiєнтний розв’я-
зок E = −∇ϕ рiвняння ∇×E = 0 для напруженостi електричного поля в квазiстатичному
наближеннi [6, 7]. Як i в пружному випадку [8] при N = 0, r = z рiвняння (1), (2) вiдпо-
вiдають прямокутним декартовим координатам, при N = 1 — цилiндричним координатам,
при N = 2 — сферичним координатам.

З першого i третього рiвнянь системи (2) знаходимо

∂ur

∂r
=

1

c33∗
σrr +

e33

εS
33
c33∗

Dr −N
c13∗

c33∗

ur

r
,

∂ϕ

∂r
=

e33

εS
33
c33∗

σrr −
cE
33

εS
33
c33∗

Dr +N
e31∗

ε33∗

ur

r
.

(3)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2010, №6 59



Тут використанi позначення
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Для напруження σθθ одержимо формулу
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Шляхом подальших перетворень залежностей (1) разом з (3) одержимо систему чотирьох
рiвнянь
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вiдносно функцiй rNσrr, r
NDr, ur, ϕ.

Пiсля їх визначення напруження σθθ знаходимо за формулою (5).
Якщо ввести канонiчнi змiннi rNσrr = q̂1, r

NDr = q̂2, ur = p̂1, ϕ = p̂2, то систему (6)
можна записати в операторнiй гамiльтоновiй формi [9] за просторовою координатою r
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з операторною функцiєю Гамiльтона
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Система (6) має ту особливiсть, що узагальнений iмпульс p̂2 = ϕ не входить в функцiю
Гамiльтона i похiдна вiд вiдповiдної узагальненої координати q̂2 = rNDr дорiвнює нулю.

60 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2010, №6



Звiдси випливає: функцiя rDr залежить тiльки вiд часу, перше i третє рiвняння iнтегрую-
ться незалежно вiд iнших; потенцiал ϕ визначається через rDr та ur.

Звичайно, рiвняння системи (6) можуть бути зв’язанi через граничнi умови на поверхнях
r = r0 та r = r1, r0 < r1, якi вибираються по двi з альтернативних пар
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при r = r0 i r = r1.
Звернемо також увагу на те, що система (6), як i вихiднi спiввiдношення (1), (2), спра-

ведливi i у випадку, коли фiзико-механiчнi параметри ρ, cij , eij , εij будуть кусково-непе-
рервними функцiями координати r з розривами першого роду. В точках розриву r = r∗,
r0 < r∗ < r1 повиннi виконуватися умови неперервностi функцiй σrr, Dr, ur, ϕ.

Розглянемо гармонiчнi коливання f(r, t) = Re fa(r) exp iωt. Рiвняння (6) в цьому разi
набудуть вигляду

∂rNσa
rr

∂r
=

c13∗

c33∗

N

r
rNσa

rr −
e31∗

ε33∗

N

r
rNDa

r +

+ rN
[
−ρω2 +

N2

r2

(
e13

e13∗

ε33∗
− cE13

c13∗

c33∗
+ cE11 −

N − 1

2
(cE11 − cE12)

)]
uar ,

∂rNDa
r

∂r
= 0,

∂uar
∂r

=
1

c33∗rN
rNσa

rr −
e33

εS
33
c33∗rN

rNDa
r −

c31∗N

c33∗r
uar ,

∂ϕa

∂r
=

e33

εS
33
c33∗rN

rNσa
rr −

c33

εS
33
c33∗rN

rNDa
r +

e31∗N

ε33∗r
uar .

(10)

Система (10) є гамiльтоновою системою [8] за координатою r
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Функцiя Гамiльтона буде така:
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Систему рiвнянь (10) можна одержати з умови стацiонарностi функцiонала
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при “iзохронних” варiацiях.
Для аналiзу резонансних усталених коливань в системi (10) треба скористатися комп-

лексними фiзико-механiчними параметрами [6, 7].
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About thickness elastic electric vibrations of piezoceramic layers with

curved boundary surfaces

Equations of elastic electric centrally symmetric vibrations in spherical coordinates are represented

in an operator Hamilton form by the radial coordinate. The single form of relations for spherical,

cylindrical, and rectangular coordinates is used.
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