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Abstract. This paper generalizes the method for constructing the exact analytic 
solutions of the contact boundary value problems of admixture diffusion in two-phase 
regular structures allowing for the convective mass transfer mechanism in one of the 
phases in the case of mixed boundary conditions. The analytic solution of such 
diffusion problem for two-phase layer of regular structure with allowance for 
convective transport in one of the phases is obtained and mass flows through the 
contact interface are studied under the mixed boundary conditions. 

Key-words: diffusion, convection, admixture, periodical structure, mixed 
boundary condition, integral transformation 

 
�������	. � ����# ��$��� ����� !�$	���� �����" ����������" ��%�’�%
�� 


����
���-
��#���" %���� ��&	%�' ����(
���' �������� 	 ���&�%��" ���	�����" 
���	
�	��" % 	��"	������ 
����
������� ��"���%�	 ����!������	 � ����# % &�% 
	%��������� �� ��!���
 %��(���" ��������" 	���. )������� ����������# 
��%�’�%�
 %����� ��&	%�' ��� ���&�%���� (��	 ���	�����' ���	
�	�� % 
���"	������ 
����
������� !������	 � ����# % &�% �� ������*��� !���
� ���� 
����% ��	���(�� ��*&�%�	 !����"�� 
����
�	 %� %��(���" 	��� �� �����+�" 
����. 


��
��� �����: ��&	%��, 
����
+��, ����(
��� ��������, !��������� 
���	
�	��, %��(��� �������� 	����, ����������� !����������� 
 
�����. � �	�����" 	����" ��� ����(���� +���' ��%
� !��
�����" 

!��$��� �
�����', ��"���
�, ����#����� �� ������������� ��������� 
��
��
�����	
+�#, ��/�, ���$"���� ������*	���� ���������*�� !��+��� 
!������	 � �$’0
��" !��������� ��������/� �
�����' ��	���(���' $	����, 
�
� ����������� $�����&�%���� � $�����
��!��������� ���	
�	����. ��� 
+���	 ��� �
������ �� 
���
������ �!��	 !����$�� ���"��	���� �
 ��%�� 
��"���%�� !������	 ��������, ��
 � ��������� �	��0�� ��%��" &�%����" 
"���
�������
 &�%. 4�
����, !������������ ������� ����� ��%�’�%
� 

��
�����" 
����
���-
��#���" %���� !��+���� ����!���������� ��� 

	�
���-���������" ������, 	 �.�. !��������� ���	�����" [1-3]. ;�
� 
��������/� �
����0���� % 
����
�	���" ���������" !��������, ��* �
��� 
���$	��0���� �����$��� ���������. ��� 
���
������ �!��	 !��+���� 
��&	%�#���� ��!	 � ��
�" �������" %�����	����� 
�������" ������� 
�����������' &�%�
� 0 ���&�
������.  

��� !�$	���� �����" ����������" ��%�’�%
�� 
����
���-
��#���" %���� 
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��&	%�' ����(
���' �������� 	 ���&�%��" ���	�����" ���	
�	��" % 	��"	-
������ 
����
������� ��"���%�	 ����!���������� � ����# % &�% %�!��!���-
���� �� �$��	������� �����, �
�# $�%	0���� �� ��
��������� �����������" 
!���������� %� !����������� %������� �
���� � 
����
�	���" �$�����" [4]. 
)�
���
� �!������� ������� 	 ��%��" &�%�" ��%������ ��* ��$��, �� ��!� 
�����������" !���������� � ��%��" �$�����" ��
�* ��*	�� �����%������ [5].  

� ����# ��$��� ����������# ����� !�$	���� �����" ��%�’�%
�� 

����
���-
��#���" %���� ���+�������' 
����
�����' ��&	%�' � !���������" 
���	
�	��" 	%��������� �� ��!���
 %��(���" ��������" 	���. ������*��� 
!���
� ���� ����% ��	���(�� ��*&�%�	 !����"�� ���� � %���*����� ��� 
"���
�������
 ��������/� �� ��������" 	���. 

�!"�#$�"!-$%#&!'# (#)#*# ��#+,!"#%"!/ $!"'0$�1'"!/ )12�(,/ ' 
�0%,!)1*"13 ��%�$��%#3 (# (4,5#"13 6%#"1*"13 �4!'. =�%������� (�� 
���/��� 0x , �
�# �
����0���� % !��������� ��%��(�����" �$�����# ���" 
��!�� (���.1). )$����� % 
��&�+�0���� ��&	%�' 1D  ����� (����	 L2 , � % 
��-
&�+�0���� 2D  - l2 , 
��� +���� � �$�����" % 
��&�+�0���� ��&	%�' 1D  ����!�-
����� ���$	��0���� �� ����
� %� ��&	%�#���, � # 
����
������ ��"���%��� %� 
(���
���� 
����
������� !���������� v , �
� !��#��0���� ������� � ������. 
;�
� ���	
�	�� ��0 ����#���� !��/�� �������', �
� ������ ���!�� �	����� 

����
�	��� �$�����. ;��	 ��*��� �������� ������� ����, �� �����
�����" 
�����+�" �
��� !���
� � ��!���
	 ��� Oy , ���������� �	�� (���.1). 

 

=��.1. =��	����� ���	
�	�� ���� �� ��������# ������� ��
�' ���	
�	�� 
� ���+��������	 ��!��
	 
��+�����+�� ����(
���' �������� ),(1 yxc�  � 
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���#��0��, /� �� !����"�� (��	 0�x  � �$����� 1�  !������	0���� 

!����#�� %������� 
��+�����+�' )1(
0c , � � �$����� 2�  - !����#��# !���
 ����(-


���' �������� )2(
0J . 
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�� ��*��# !����"�� 0xx �  � �$����� 1�  
��+�����+�� �
1c  �������0 �	��, � � 

�$����� 2�  - !��#��0 ����� %�������: 

 0),(
0

1 �
�

�

xx
yxc ,   const),( )2(

*2
0

��
�

� cyxc
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. (4) 

�� $����" !����"��" ���������� �������� 0�y , lLy ��  �	�� ���������� 
����%�������� �
������ !���
	, ��$�� 
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�� �����+�" 
����
�	 &�% �� &	�
+�� 
��+�����+�' ��
������ 
���������� 	���� [5]: 
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�
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� ),(),( 2
2

1
1 , (6) 

�� 1�  � 2�  ( 21 ��� ) - 
��&�+�0��� 
��+�����+�#��' %���*����� "�������� 
!����+���	 �������
 � �$�����" 1�  � 2�  ���!������. 

=�%�’�%�
 
����
���-
��#���' %����� ��&	%�' (1)-(6) $	���� (	
��� % 
��!������ �����������" !���������� � 
����
�	���" �$�����".  

��
���0�� ����������� !����������� %� %������ y  �
���� � �$�����" 

1�  � 2� . ��� ����, /�$ %�����	���� !����������� C	�’0 ���$"���� %���� 
�������	 ���!������" &	�
+�# �$� '"��" !�"����" �� �����+�" �$����� 
!����������� [6]. ��� 0�y  � lLy ��  �������� 	���� (5) ����� %������� 

&	�
+�# yc �� �
1  �� �����+� �$����� 1�  � yc �� �

2  �� �����+� 2� . �� ��(�" 

�����+�" �$�����# 1�  � 2�  (!����"�� 
����
�	) �������� yci �� �  0 ������-
����. ���%������ '", ���"��	��� ��	�	 
����
��	 	���	 (6). ���� �%����0, 
/� �� �����+� 
����
�	 Ly �  ������ !���
� ����� ��* ��$�� �, � ���� ����	, 

���������� ���
�# &	�
+�' )(xg� , ��$��  

 )(2
2

1
1 xgy

cDy
cD

LyLy

�

�

�

�

�

�
�
�

�
�
� . (7) 
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4����� ������0�� %������� &	�
+�# yci �� �  �� !����"�� Ly � : 
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;��� ��*��� ��
����� �
������� ����������� cos-!����������� [6] � 
�$����� 1� : Lkyy k ��� , ),(),( 11 kxcyxc �� � , � � �$����� 2� : 

ljyy j ��� , ),(),( 22 jxcyxc �� � . � %�$��*����" 
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���-
��#��� 
%����� (1)-(5), (8) ��$	�� ������	 
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�� 0xnxn �� , � � �$����� 2�  - ��
� �
������� cos-!����������� [7]:  
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� ����$��'��� �������� 
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�����*��� �$���� ������� +�0' �������� �� � �xxmsin  � !��������	0�� !� 
x  ��� 0  �� 0x , ��$�� %�����	0�� �
������� ����������� !����������� C	�’0 
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=�%�’�%	��� �������� �������� % 	��"	������ �!�������(��� (12a), (20), (22) 
%��"����� �

ng : 

 �
�

�

�

�

�
�

1

,,

0

1

m mn

mnmmn
n Sb

Bar
x

g , (23) 

��      � � mnm
m

m
mn BCxJ

x
lr ,

)2(
*

)2(
02, )1(2

���� ,       �
�

�

�
1

,
0

1

n
mnnm Aa

x
a ,  



167 

 
�
�
	




�
�
�




 
!
"
#

$
%
& ��

 
 

�
�

� 2
12

1 111)cth(

nn

n
n L

L
D

b ,   �
	



�
�



��� )cth(22

2
lxl

xxD
S m

mm
m . 
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��%�’�%
	 %����� ���$"���� ��%������ ��(� ���	 % &	�
+�# �

ng  � �
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�1�7!'1& #"#7,( �!�!$� 4#�1 *0%0( '"��%,5"8 �!'0%3"8 $!"�#$��. 
�� ���.2-6 �������� "���
����� ��%!����� &	�
+�' )(+g , �
� �!��	0 !���
 
���� ����% ��	���(�� !����"�� 
����
�	 % !������*��� %��
�� (� !����-
��*���	 ��!���
	). =�%��"	�
� )(+g  !���������� %� &���	��� (19) % 
	��"	������ �!�������(��� (21), (23). ��� +���	 ������� $�%��%����� %����� 
[8, 9] � � xDk 21

1�+ , � � yDk 21
1�, , �� k  - 
��&�+�0��, �
�# ��0 ��%�������� 

][ 1�c . )$�������� ��
��	������ % �������� 910��- . 4� $�%��� !��#���� ��
� 

%������� !��������� %�����: � � ��+ 0
21

10 xDk 10, �. � � LDk 21
1 =0.1, �/  

� � �� lDk 21
1 0.9, �� 12 DDd 0.01, 21 �� =10, �

)1(
0

)2(
0 cJ 0.5, �)1(

0
)2(

* cc 0.1. 
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=��.2. =�%!����� &	�
+�' )(+g  ��� ����" (���.a) � ����
�" (���.b) %������ (���
���� 


����
������� !���������� � �$����� 1� . ����� 1-5 ���!��������  
�v� 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 �� ���.a i �v� 2; 2.1; 2.2; 2.3; 2.4 �� ���.b 

 
4�%������, /� ��������� � ����# % �$�����# 
����
������� ��"���%�	 

!���������� ����(
���" �������
 �	��0�� �!����0 �� !������
	 � %������� 
&	�
+�' !���
	 ����% ��*&�%�	 �����+�. ��� +���	 %$���(���� %������� 
(���
���� 
����
������� !���������� !�������� �� %������� %���(���� !�-
��
	 ���� ����% !����"�� 
����
�	 �� $���(�# ������� +�0' ��*� (��� 

]6;0[�+  &	�
+�� )(+g  !��#��0 %������� � ��*�" !�"�$
� (���.2b), �	��0�� 
%�������� $��� ��*���' �����+� (��	 0+�+ ). ��� ����" %�������" !���-

����� � � vDkv 21
12
���  &	�
+�� )(+g  �� ��������� ];0[ 0+  %����0 %��
, ��$�� 
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%����0 ��!��� ��%	���	��� !���
	 �������
 ����% �����+� 
����
�	. ��� 
+���	 ���������� � ��
�������� %������� )(+g  0 ������ !����
	 (���.2a). 

4�	��*��� ��
�*, /� ��
� !�������� %����� �
 �����(���� 
��&�+�0���� 

��+�����+�#��' %���*����� "������" !����+����� 21 �� , �
� ��%������� 
����$�
 
��+�����+�' �� ��*&�%��# �����+�, � �����(���� 12 DDd �  
��&�-
+�0���� ��&	%�' � 
����
�	���" �$�����" �	��0�� �!������� �� %������� &	�-

+�' )(+g , �� %������� !�� +���	 '' !������
� (���.3, 4). 4�%������, /� %� 
%��������� �����(��� �
 21 ��  (���.3), ��
 � 12 DD  (���.4) %�������� 
�$������� %������� &	�
+�' )(+g  �� �����	 !����*
	.  

��� %�	�� ��*� 
����
�	 ��� �����
�����' �����+� ���������� �������� 
0�,  �� !����"�� lL ��,  �$������� %������� &	�
+�' )(+g  %�������� �� 

!�����
 ��� ����" v�  (���.5�) � � ��%� – ��� ����
�" v�  (���.5b).  
4�	��*���, /� �������� !���
	 ����, �
� !������	0���� �� ���"��# 

�����+� �$����� 2� , %����� �!����0 �� ����
� �� 
���
����#, ��� � �� �
����# 
"���
��� &	�
+�' )(+g  (���.6). ;�
, ��!��
���, ��� ����" (���
����# 
��-

��
������� !���������� !�� ����" )2(
0J  &	�
+�� )(+g  %�����0 ��� !����"�� 

0�+  � !��#��0 ����
� ������� %������� (
���� 1, ���.6�). 4� %$���(����� 
)2(

0J  �� !�����
 &	�
+�� )(+g  �!����
	 �!���0, ��������� ����� �����	�	 
!�� 0+ 2.5, � !���� %�����0, %������� ���# %��
 � �
��� �������� (��	 

20+0+  � ��������� ����� ��
���	�	 !�� 0+ 7.5 (
���� 5, ���.6�). F% 

%��������� �������� )2(
0J  ��
���	� &	�
+�' )(+g  %���(	0���� � %�	��0���� 

�� ��*���' �����+� (��	 0+�+  (���.6�). 
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=��.3. 4���*����� &	�
+�' )(+g  ��� �����(���� 21 ��  
��&�+�0���� 
��+�����+�#��' 
%���*����� "������" !����+�����. ����� 1-6 ���!�������� 21 �� =0.1; 1; 1.5; 2; 2.3 ��� 

v� =0.2 �� ���.a i 21 �� =0.1; 0.7; 1; 1.5;  2 ��� v� =2 �� ���.b 
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=��.4. 4���*����� &	�
+�' )(+g  ��� 
��&�+�0��� ��&	%�' 12 DDd � .  

����� 1-5 ���!�������� %�������� d =0.01; 0.1; 0.4; 0.7; 1  
��� v� =0.2 (���.�) � ��� v� =2 (���.b) 
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=��.5. 4���*����� &	�
+�' )(+g  ��� ���+� ��%��(	����� !����"�� 
����
�	 �$�����# 

1�  �� 2�  ��� v� =0.2 (���.a) � v� =2 (���.b). ����� 1-5 ���!�������� %�������� 
�. 0.1; 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 !�� �/�. 1 
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=��.6. 4���*����� &	�
+�' )(+g  ��� ��%��" %������ �������� !���
	 �� ���"��# 

�����+� �$����� 2�  ��� v� =0.2. ����� 1-5 �� ���.� ���!�������� ����� )2(
0J =0.001, 

0.003, 0.005, 0.0075, 0.01, �� ���.b - ����
�� %�������� )2(
0J =0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 0.9  
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�1�"!'$1. ��� ���+��������� ��!��
	 �������� �����# ����������# 
��%�’�%�
 
����
���-
��#���' %����� ��&	%�' ����(
���' �������� 	 
���&�%���	 ���� ���	�����' ���	
�	�� % 	��"	������ 
����
�����' �
������' 
� ����# % &�% %� %��(���" ��������" 	���. ��� +���� %���������� ����������� 
!����������� �
���� � 
����
�	���" �$�����" % 	��"	������ ��%��" ����� 
�!��������" ������� � ��%��" ��!�� ��������" 	���. ���������# �������# 
�����% !���
	 ���� ����% �����+� 
����
�	 �$�����#, % �
�" �
������ ����, �� 
��%������ �!��� !��������� %����� �� !������
	 &	�
+�' !���
	.  

�����������, /� ���"	����� 
����
�����' �
������' �����+�' �������
 
�	��0�� �!����0 �� !������
	 � %������� &	�
+�' !���
	 ����% ��*&�%�	 
�����+�. F% %��������� %������� (���
���� 
����
������� !���������� 
!���
 ����(
� ����% !����"�� 
����
�	 ��%
� %���(	0����. ��� +���	 
�������� !���
	, �
�# !������	0���� �� ���"��# �����+� �$����� 2� , ��
�* 

�
 � v� , �!����0 � �� 
���
����# � �� �
����# "���
��� &	�
+�' )(+g .  
G������# �����% ��%!������ 
��+�����+�' ����(
���" �������
 � 
����
-

�	���" ��������" ���� � !���
�� ���� ����% ��*�� �����+� (��	 0 !���!�
-
������ ��� !�����(�" ������*���. 
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