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Аналiтичний метод вiдшукання 2π-перiодичних

розв’язкiв гiперболiчних рiвнянь другого порядку

Вперше в спецiально видiленому класi функцiй побудовано оператор, який переводить

клас 2π-перiодичних функцiй самого в себе.

Якщо дослiджувати iснування єдиного розв’язку крайових перiодичних задач

utt − uxx = g(x, t), u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 6 x 6 π, t ∈ R,

u(x, t+ 2π) = u(x, t), 0 6 x 6 π, t ∈ R,
(1)

у виглядi ряду [1–3]

u(x, t) =
∞∑

k=1

uk(t) sin kx, uk(t+ 2π) = uk(t), (2)

то звiдси випливає, що вiн належить класу обмежених функцiй

Q−

2π×2π = {u : u(x, t) = −u(−x, t) = u(x+ 2π, t) = u(x, t+ 2π)}. (3)

З використанням введеного класу функцiй (3) i класу Q−

2π = {µ : µ(z) = −µ(−z) = µ(z+
+2π)} встановлено ряд тверджень, на основi яких будується оператор, що переводить клас
перiодичних функцiй Q−

2π×2π у цей же клас функцiй.
1. Розв’язок крайової задачi. Безпосередньою перевiркою переконуємося, що для

кожної непарної i 2π-перiодичної функцiї µ(z) ∈ C1(R), тобто µ ∈ C1(R)
⋂

Q−

2π i f(x, t) ∈
∈ Q−

2π×2π

⋂
C1,0(R2) лiнiйна крайова задача

utt − uxx = f(x, t), u(0, t) = u(π, t) = 0, (x, t) ∈ R
2, (4)

має єдиний класичний розв’язок, який задається формулою

u(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα +
1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

f(ξ, τ) dξ ≡ u0(x, t) + ũH(x, t), (5)

де u0(x, t) — розв’язок вiдповiдної однорiдної крайової задачi (f(x, t) ≡ 0), а ũH(x, t) —
частинний розв’язок лiнiйної неоднорiдної крайової задачi (4).

2. Властивостi оператора Даламбера. На основi вивчення властивостей внутрiшньо-
го iнтеграла функцiї (оператора Даламбера)

ũH(x, t) =
1

2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫

x−t+τ

f(ξ, τ) dξ (6)
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можна дослiджувати iснування перiодичних розв’язкiв крайових 2π-перiодичних задач для
гiперболiчних рiвнянь другого порядку. Введемо позначення

K(x, t, τ) =

x+t−τ∫

x−t+τ

f(ξ, τ) dξ. (7)

Лема. Якщо f(x, t) ∈ C(R2)
⋂

Q−

2π×2π, то

1) K(x+ 2π, t, τ) = K(x, t, τ);

2) K(x, t+ 2π, τ) = K(x, t, τ);

3) K(x, t, τ + 2π) = K(x, t, τ);

4) K(−x, t, τ) = −K(x, t, τ).

Доведення. Безпосередньою перевiркою переконуємося в справедливостi твердження 1
леми. Далi на основi (7) одержуємо

K(x, t+ 2π, τ) =

x+t−τ+2π∫

x−t+τ−2π

f(ξ, τ) dξ =

x−t+τ∫

x−t+τ−2π

f(ξ, τ) dξ +

x+t−τ∫

x−t+τ

f(ξ, τ) dξ +

+

x+t−τ+2π∫

x+t−τ

f(ξ, τ) dξ =

0∫

−2π

f(ξ, τ) dξ +

x+t−τ∫

x−t+τ

f(ξ, τ) dξ +

2π∫

0

f(ξ, τ) dξ =

= 0 +

x+t−τ∫

x−t+τ

f(ξ, τ) dξ + 0 = K(x, t, τ).

Отже, твердження 2 леми справедливе. Аналогiчно доводимо твердження 3 i 4 леми.
3. Основна лема. На основi вищенаведеної леми можна довести таке твердження.
Основна лема. Нехай f(x, t) ∈ C(R2)

⋂
Q−

2π×2π. Тодi оператор, визначений формулою

(Pf)(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα +

+
1

2

t∫

0

( x+t−τ∫

x−t+τ

f(ξ, τ) dξ −
1

2π

2π∫

0

ds

x+t−s∫

x−t+s

f(ξ, s) dξ

)
dτ ≡

≡
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα +
1

2

t∫

0

(
K(x, t, τ)−

1

2π

2π∫

0

K(x, t, s) ds

)
dτ, (8)

при кожнiй функцiї µ(z) ∈ (R)
⋂

Q−

2π переводить функцiю f з класу Q−

2π×2π у клас Q−

2π×2π,

причому

(Pf)(0, t) = 0, (Pf)(π, t) = 0, t ∈ R. (9)
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Доведення. Спочатку доведемо, що функцiя (Pf) задовольняє крайовi умови (9). На
основi (8) при x = 0 одержуємо

(Pf)(0, t) = 0 +
1

2

t∫

0

( t−τ∫

−(t−τ)

f(ξ, τ) dξ −
1

2π

2π∫

0

ds

t−s∫

−(t−s)

f(ξ, s) dξ

)
dτ. (10)

Оскiльки при f(x, t) ∈ Q−

2π×2π iнтеграл

t−τ∫

−(t−τ)

f(ξ, τ) dξ ≡ 0, τ ∈ R, t ∈ R, (11)

то на основi (10) i (11) маємо (Pf)(0, t) = 0, тобто функцiя Pf задовольняє першу крайову
умову (9). Тепер, покладаючи x = π у формулi (8), одержуємо

(Pf)(π, t) =
1

2

t+π∫

t−π

µ(α) dα +
1

2

t∫

0

( π+t−τ∫

π−t+τ

f(ξ, τ) dξ −
1

2π

2π∫

0

ds

π+t−s∫

π−t+s

f(ξ, s) dξ

)
dτ. (12)

Доведемо, що при f(x, t) ∈ Q−

2π×2π

⋂
C(R2) i µ(z) ∈ C(R)

⋂
Q−

2π iнтеграли

t+π∫

t−π

µ(α) dα ≡ 0;

π+t−τ∫

π−t+τ

f(ξ, τ) dξ ≡ 0, τ ∈ R, t ∈ R.

Справдi,

t+π∫

t−π

µ(α) dα =

2π∫

0

µ(α) dα ≡ 0;

π+t−τ∫

π−t+τ

f(ξ, τ) dξ =

t−τ∫

−t+τ

f(π + η, τ) dη =

0∫

−t+τ

f(π + η, τ) dη +

t−τ∫

0

f(π + η, τ) dη =

=

t−τ∫

0

f(π − y, τ) dy +

t−τ∫

0

f(π + η, τ) dη = −

t−τ∫

0

f(π + y, τ) dy +

t−τ∫

0

f(π + η, τ) dη ≡ 0.

Отже, на основi (12) i доведених рiвностей маємо (Pf)(π, t) ≡ 0, t ∈ R. Таким чином,
виконується i друга крайова умова (9).

Нехай f(x, t) ∈ C(R2)
⋂

Q−

2π×2π i µ(z) ∈ C(R)
⋂

Q−

2π. Доведемо справедливiсть рiвностей

(Pf)(x, t+ 2π) = (Pf)(x, t); (13)

(Pf)(x+ 2π, t) = (Pf)(x, t); (14)

(Pf)(−x, t) = −(Pf)(x, t). (15)
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Оскiльки (Pf)(x, t) ≡ u0(x, t) + ũ(x, t), то спочатку доведемо, що властивостi (13)–(15)
має розв’язок

u0(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα

однорiдної крайової перiодичної задачi u0tt − u0xx = 0, u0(0, t) = u0(π, t) = 0, u0(x, t + 2π) =
= u0(x, t).

Нехай µ(z) ∈ C(R)
⋂

Q−

2π. Тодi

u0(x, t+ 2π) =
1

2

t+x+2π∫

t−x+2π

µ(α) dα =
1

2

t+x∫

t−x

µ(η + 2π) dη = u0(x, t);

u0(x+ 2π, t) =
1

2

t+x+2π∫

t−x−2π

µ(α) dα =
1

2

t−x∫

t−x−2π

µ(α) dα +
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα +
1

2

t+x+2π∫

t+x

µ(α) dα =

= 0 + u0(x, t) + 0 = u0(x, t);

u0(−x, t) =
1

2

t−x∫

t+x

µ(α) dα = −
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα = −u0(x, t),

що й потрiбно було довести.
Тепер покажемо, що властивостi (13)–(15) має й розв’язок

ũ(x, t) =
1

2

t∫

0

(
K(x, t, τ) −

1

2π

2π∫

0

K(x, t, s) ds

)
dτ. (16)

Справдi,

ũ(x, t+ 2π) =
1

2

t+2π∫

0

(
K(x, t+ 2π, τ) −

1

2π

2π∫

0

K(x, t+ 2π, s) ds

)
dτ =

1

2

t∫

0

(
K(x, t, τ) −

−
1

2π

2π∫

0

K(x, t, s) ds

)
dτ +

1

2

t+2π∫

t

(
K(x, t, τ)−

1

2π

2π∫

0

K(x, t, s) ds

)
dτ =

= ũ(x, t) +
1

2

2π∫

0

(
K(x, t, τ) −

1

4π

2π∫

0

K(x, t, s) ds

)
dτ =

= ũ(x, t) +
1

2

2π∫

0

(
K(x, t, τ) −

2π

4π

2π∫

0

K(x, t, s) ds

)
dτ ≡ ũ(x, t).
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Покладаючи x + 2π замiсть x, у формулi (16) одержуємо

ũ(x+ 2π, t) =
1

2

t∫

0

(
K(x+ 2π, t, τ) −

1

2π

2π∫

0

K(x+ 2π, t, s) ds

)
dτ = ũ(x, t).

Аналогiчно маємо

ũ(−x, t) =
1

2

t∫

0

( −x+t−τ∫

−x−t+τ

f(ξ, τ) dξ −
1

2π

2π∫

0

ds

−x+t−s∫

−x−t+s

f(ξ, s) dξ

)
dτ =

= −
1

2

t∫

0

( x−t+τ∫

x+t−τ

f(−η, τ) dη −
1

2π

2π∫

0

ds

x−t+s∫

x+t−s

f(−η, s) dη

)
dτ = −ũ(x, t),

що й потрiбно було довести.
Використовуючи доведенi властивостi для функцiй u0(x, t) i ũ(x, t) та зображення опера-

тора (Pf)(x, t) ≡ u0(x, t)+ũ(x, t), переконуємося в справедливостi тверджень основної леми.
4. Застосування. Одержанi результати дозволяють використати чисельно-аналiтичний

метод [4] для дослiдження нелiнiйних крайових перiодичних задач вигляду

utt − uxx = εF (x, t, u), (x, t) ∈ R
2, (17)

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R, (18)

u(x, t+ 2π) = u(x, t), (x, t) ∈ R, (19)

за умови, що для кожної функцiї u(x, t) ∈ Q−

2π×2π функцiя f(x, t, u(x, t)) ∈ Q−

2π×2π.
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