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�����!" #�$#%�&&$ #'�*�# # '&+�,*".'/&�-!�,012�3 !�*4%�!5"3, 
7"5&�#"&" &" #�!�,�5�"&&' «�&�#%112�3» 4,�.�5'# 


������� �� ��*�����J ����#� 	��	����� 	����	 ������< ��� ����# 
����	���� ��3�� ������#��*� ��’����, "� ������ ��-������<��-����!#�< 
������� (���), � ���3 	����	� �����!!��� � 	�*���� �����	��3 �-����	 � 
��	�����3 ���� �� ������$����. 

'���������< ��� ��� �����!���� ����� � �������3 ��	����: 
X(k + 1) = X(k + 1, k)X(k) + W(k) +� [(k + 1, m);                     (1) 
X(k + 1) = X(k + 1, k)X(k) + W(k) +� 1(k + 1, m);                     (2) 

Y(k) = H(k)X(k) + U(k) +� [(k, m);                                 (3) 
Y(k) = H(k)X(k) + U(k) +�  1(k, m),                                 (4) 

�� � – ��	�����< 	�����, "� 3����������� 	���#��� 	����	�, 
m – ��	�����< ������ JJ 	���������. 
��	����� (1), (2) ����!�� ������ ���� ������< 	����	, ��	’�����3 �� 

�����! �������� ��’���� �� ��3���� ���	� ������	 ��� ������� � 
����������3 	������ ����. ��	����� (4) ��$�� �����	�	��� ��� 
�����!	���� ������3 �����3 ���������3 	�����	, � ��	����� (70) – ��� 
���� �����	�3 ������� (��	�	), "� �’�	��!��� 	 ��-������<��-
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	����!	�����< ����� ���. 
%������ ������ 	��	����� 	����	, "� 	�������	�� «���	�!!#�» 

������, ����*�� 	 ���������: 
\�"� ��� -��������� ���������, �� «���	�!!#�<» ����� 

ˆ( / 1) ( ) ( ) ( / 1)Z k k Y k H k X k k� � � ��  	 ��*������ -��������J �	��� ���! ����< 
*���	��< ��� � �����	�� ������� � ��������<��! �������! P Z~  (k) = 
H(k)P(k/k – 1)HT(k) + R(k). \�"� $ � ����� 	����	�!��� 	����	�, �� 
������#�� 3������������ ������ )1/(~ �kkZ  ����!!���, � �� ����� ��$�� 
	�������	�	��� ��� 	��	����� 	����	. 

'�������� ������ �������. %-������� �������� 	���: 
1( ) ( / 1) ( ) ( / 1)

T
k

Z
j k M I

l k Z j j j Z j jP�

� � �

� � �� � � ,                            (5) 

"� ��� �������� ���� X2 � MS �������� 	�����, �� S – ���������� 	������ 
( / 1)Z k k �� , M – #��� 	�������	�	���3 ���������< (������ ��3���*� 	����). 


��������� ���	��� ��� 	�*���: 
l(k) _ l0    – «���������< ��$��»; 
l(k) > l0    – «	����	�». 

'�� ����� 	���� 	��3�	�	���, "� ������� 	����� ���#���� ����	����� 
�� �*���$�	���� �-����	, 	��������3 	����	��� 	 ���, ������� ���� – �� 
���������� <��	������ �������	�J ���	�*�.  

5� ��������	 ������ 	���� 	������ ��, "� ����< ����� 	��	����� �� 
�������#�� ��$��	��� ������-�����J 	����	 � ����!	���� J3���J 	���#���. 
a�< ����� ��������< ������ ��� 	��	����� ����� �����3 ���� � �����, "� 
����� 	���	�!�� �� ������#�� 3������������ ������, "� ( / 1)Z k k ��

 
���	�!����. 

���*������ ����< ���3�� �� 	�������� ����J ����#�, �����	����< 
�����#���3 ��������	. 

b��������, ������� 	���	 ��$��J � ������< 	����	 (1) – (4) �� 
3������������ ������, "� ( / 1)Z k k ��

 ���	�!����. 
�3���� 
��		��������� ��*������ -��������J: 

X(k) = X1(k) + X2(k);              1 2ˆ ˆ( / ) ( / ) ( / )X k k X k k X k k� �� ; 

Y(k) = Y1(k) + Y2(k);  1 2ˆ ˆ( / 1) ( / 1) ( / 1)Z k k Z k k Z k k� � � � �� , 

�� 1( ),X k  1
ˆ ( / ),X k k  1( ),Y k  1

ˆ ( / 1)Z k k �  – �����	� 	����	����3 

	������	, ��	’����� � ���������� -��������	����� ���, � 2 ( ),X k  2
ˆ ( / ),X k k  

2 ( ),Y k  2
ˆ ( / 1)Z k k �  –  �����	�, �����	���� 	������	� 	���	�� 	����	. 


������� ������ #���� ��������� ��� � ��	����� 	���#����  � m ��� 
��$��*� � ����	 	����	 (1) – (4). '��������, "� 	����	� 	 ��� �’�	��!��� 
	 ������ k = m, ����: 
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X2(k) = X(k, m)� ;     Y2(k) = H(k)X(k, m)� ;                          (6) 

2X̂ (k) = F(k, m)� ;  2Z� (k / k – 1) = G(k, m)� ,                        (7) 
�� ������� F(k, m), X(k, m), G(k, m) 	������� 	�� ���� ������ ��� k c m � 

����	�����!�� �������� ��		����������: 
X(k + 1, m) = X(k + 1, k) X(k, m);    X(m, m) = I;                      (8) 

F(k, m) = 
k

j m�
� d(k, j)K(j)H(j) X(j, m);                              (9) 

G(k, m) = H(k) [X(k, m) – X(k, k – 1) F(k - 1, m)].                     (10) 

3���� 	 (44) ������� d(k, j) ��$� ���� ��#����� ����������� #����: 

d(k, m) = [I –K(k)H(k)]X(k, k – 1)d(k – 1, m);                        (11) 
d(m, m) = I. 

5���, ���	�!	���< ����� ��*��$����� � *��������� 	�������� (H0) � 
���	���� 	����	 � ��� (*������� H1): 

H0: ( / 1)Z k k ��  = 1( / 1)Z k k �� ;                                         (12) 
H1: ( / 1)Z k k ��  = G(k, m)�  + 1( / 1)Z k k �� ,                      (13) 

�� 1( / 1)Z k k ��  – ����< *���	��< ��� � �����	�� ������� � 
��������<��! �������! P Z~  (k). 

������� 	 ���������� 	����������� ���	��� ��������� <��	������< 
	���#��� �  � m ��	�����, �� ��� 	�������� ��*�����J ����#� 	��	����� 
	����	, "� 	��!#�� J3�! ������-�����! < ����!	����, ��$�� ��������� 
��������� ���*�������*� 	��������� ���	�����������. 

���� �����	���� ���*� �������! �������� ������� �	� �����: 
1. 
����#���� ������ ����������J ���	����������� 	������ �̂  � 

������� 	��������� 	����	� m̂  	 �����"���� ���	����	��� *������� H1. 
2. ��#������ �� ���	� �̂ , m̂  �	�#�<��*� 	��������� 

���	����������� ���  ����	���� *������ H1, H0. 
������ �̂  � m̂  ���3������ � ���	�: 

�̂ (k), m̂ (k) = 
,m

arg
�

1max [ (1/ 0),..., ( / 1) ,f Z Z k k H�� � � , m].                 (14) 

>��*������� 	��������� ���	�����������: 

i(k) = 1

0

ˆ[ (1/ 0),..., ( / ) / ,
[ (1/ 0),..., ( / 1) / ]

ˆ, ]f Z Z k k H
f Z Z k k H

m m� ��
�

�� �

� �
.                      (15) 


��������� ���	��� ��� ����� ��� 	�*���: 

i(k) 
1

0

H

H
�  j,                                                   (16) 

�� j – ����* �3	������ �������, ����	����< 	�3���#� � ���	� �������#���� 
������*� ��	�� �������	�3 ���	�*. 

'�� ����� 



151 

1 ˆ ˆ( ) ( , ( )) ( , ( ));k k m k Z k m kP�� ��  

1

1
( , ) ( , ) ( ) ( , );

k
T

Z
j

P k m G j m j G j mP�
�

�

� � �                             (17) 

1

1
( , ) ( , ) ( ) ( / 1).

k
T

Z
j

Z k m G j m j Z j jP�

�

� �� �  

+� ������*�! (17) ���<���� ���*�������< �������� ���	�����������: 
i(k, ˆ ( )m k  (k)) = 2ln i(k) = max ZT(k, m) 1P�

�  (k, m)Z(k, m), m _ k.       (18) 
�����#�� 	��������� ���	��� ������� 	�*����: 

1

0

0ˆi( , ( )) 2 ln j j .
H

H
k m k ��                                         (19) 

����������< ��*����� 	��	�����–������-�����J–����!	���� 
����������3 ������< ��� ��$� ���� �������	���< �� ������*�! �������J 
���������J 3��� (��. 1): 

5� �������� ����*� ����������*� ��*������ 	���� 	������ �����#���� 
�����!#�< ���* ��#�����. a��*� ��$�� ��������, ����$�	�� 
�������	���< #��	�< �����	�� ��3���*� 	���� ������! M. o��� ������ 
ˆ ( )m k  	���� ������ ������ 	 ��$�3 ���#��	�*� �����$��  k – M < ˆ ( )m k  _ k. 

\�"� ������ 	���� M ����� 	�����, "�� �������#��� 	��	����� 
��<����� ������3 	����	, �� ���� ��*������� �� ����	����� �� �������*� 
��*������� 3����������� ����*� ��*������. 

> ����� 	������ �������� 	���#��� ( , ), ( , )k m Z k mP�  ��#��!	��� 
����������: 

P� (k, m) = GT(k, m) 1
ZP�
�  (k)G(k, m) + P�  (k – 1, m);                       (20) 

Z(k, m) = GT(k, m) 1
ZP�
�  (k) Z�  (k/k – 1, m),                                (21) 

���#��� 
G(k, m) = H(k)[X(k, m) – X(k, k – 1) + F(k – 1, m)];                      (22) 

F(k, m) = K(k)G(k, m) + X(k, k – 1)F(k – 1, m).                          (23) 
+��������	��� �������� ���	���� �������	��� ��*�	��!	��� ���J 	 ��� 

��� ����$���3 ��#��!	�����3 �����3. 
 
	��&��+'!".'$ 4�7"8�"�&�3 5��0".'/ # 	�� &" �5&�#' ,�7,'7&�&&$ 

9":"�;�3 :'4���7 
5�� ������< 	����	 ���, "� �� ��$��� ���� ������ �����	���� 

�-������ 	 ��	�����3 ���� �� ������$����, ���*������< 	�"� ��*����� 
������������<, ������� ��� ����� ����$��	� 	 ��*������� 	������ 
�������� �	��< 	���� ��� ������� G(k, m). (���������� ���*�������� ����*� 
���3��� ��$� ���� �������� �� ���	� 	���������� ������#��3 ������	 
����������� ��*����3 *������. 

���*������ 	�������� ��*�����J ����#� ������-�����J ����������3 
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������< ���	�� �� ���, � ���3 	����	� �����!!��� ��������������� 
������� ��$��*� � N ���������	. 

 

 
��.1 – ����������< ��*����� 	��	����� ����������3 ������< 	 ��� 
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	�$����, "� 	 ��$��� ���������*� -��������	���� ��� (*������� H0) 
�������� �������	��� ��	�������: 

X(k + 1) = X(k + 1, k)X(k) + B(k + 1, k)U(k) + W(k); 
Y(k) = H(k)X(k) + D(k)U(k) + V(k), 

	 ���3 �� ��������� (0), 1,i i N� � , "� 	����#�!�� ������� X(k + 1, k), H(k), 
D(k), B(k + 1, k) � 	������ W(k) � V(k), ������. 

b�3�< � 	������	� ������� #�� mi, <��	������ 3������������ ���3 
��	�����, j-� �������� i = 1, N  ������ �������������3 ����, ���<��!#� ���� 
� S ��������J ���$��� ���#��� ( ), 1,j

i j S� � , ���#���: 
0( ) ( )( ) ( ) ( ),j

i ii i i im m m�� �� �                                   (25) 
– 	���#��� ������ 	����	����*� ���������. 

'��������, "� ������ 	����	�!��� ������, � 	 ��������$���� � 
����� #�� ��� J3���*� 	��	�����, ������-�����J < ����!	����, � "� 
�����*�� ���*� #�� 	������ ������ ���� 	����	�. 

'����#��� #���� H1(i, mi, j) *�������, "� ����*�� 	 ����, "� j-� 
��������, ���< ������������� �����	� 	 ������ #�� mi, ����	 ���#���� 

( )j
i� . > ����� 	������ ��*����� ����#� 	��	� 	����	� �	������ �� ����#� 

����������� NSk + 1 *������. ������� k – ��������< #�, �� #��� 
����������3 *������ �� ��������� k ������$��� ������. o��� ����$��� 
�����	�� �3	������ ������� ���#��	�� �����$��� k – M + 1 < mi _ k. 

5�� 	�������� ����	����J ����#� ���������� ��������� 
���*�������*� 	��������� ���	�����������, "� ���	���� �� ������ ���<�� 
�� -��� 	��������� 	����	�, ��� < ������� ���#����: 

– î  – 	����#���, ���< ��� �������� �����	�; 
– ˆ im  – ��-���	��� ������ 	��������� 	����	�; 

– ĵ  – ���<�� 	���#��� ������ (	����	�). 
>��*������� 	��������� ���	����������� 	 ���*�������� 	������ 

��$�� �������: 
1

0

ˆ ˆˆ[ ( 1),..., ( ) / ( , , )]
( ) ,

[ ( 1,..., ( ) / ]
i i if Y k M Y k H i i m m j j

k
f f k M Y k H

� � � � �
�

� �
       (26) 

�� ������ ˆ ˆˆ, ,ii m j  	����#�!��� 	 ����< ����: 

1
, ,

ˆ ˆˆ, , max [ ( 1),..., ( ) / ( , , )].arg
i

i
i m j

i m j f Y k M Y k H i mi j� � �                (27) 

+��<���� 	���� ���	��3 "�������< ���������, "� 	3����� � (61). 
+����	���� ���	��� (�<��: 

f[Y(k – M + 1), …, Y(k)/H0] = f[Y(k – M +1)/H0] ·                      (28) 
· f[Y(k – M + 2)/Y(k – M + 1), H0] · … · f[Y(k)/Y(k – 1), …, Y(k – M + 1), H0]. 

������ �����"���� ��� ��, "� ��$�� �� ��	���$����	, "� 	3����� � 
	���� (64), �	��� ���! *���	��� "�������. o���: 
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f[Y(k – M + 1), …, Y(k)/H0] =
1

k

n k M� � �
	 N[H(n) X̂ (n/n – 1), H0), P Z~ (n/H0)]...(29) 

�����*�#��, ��� #�������� 	����� (62) �����: 
f[Y(k – M + 1), Y(k – m + 2), …, Y(k)/H1( ˆ ˆˆ, ,ii m j )] = 

=
1

k

n k M� � �
	 N[H(n) X̂ (n/n – 1), H1( ˆ ˆˆ, ,ii m j )], P Z~ (n/H1( ˆ ˆˆ, ,ii m j ))].        (30) 

'����	��!#� (28), (29) � 	���� (26), ��������� �������< 	���� ��� 
��*���-�� ���*�������*� 	��������� ���	�����������: 

i(k, i, mi, j) = 2ln i(k) = 
1

0 0 0 0[ ( / 1, ) ( / ) ( / 1, ) ( / 1, )
i

k
T T

Z
n m

Z n n H n H Z n n H Z n n HP�

�

� � � � �� �
� � �  

1
1 1 1 0[ / 1, ( , , )] [ / ( , , )] [ / 1, ( , , )] lndet ( / )T

Zi i iZZ n n H i m j n H i m j Z n n H i m j n HP P�� � � � ���
� �

– ln det P Z~  (n / H1(i, mi, j))].                                          (31) 
���������� ���	��������� ������ ˆ ˆˆ, ,ii m j  ��$�� 	����#��� � ���	�: 

, ,
ˆ ˆˆ, , ( , , , ).maxi

i
i i

i m j
i m j k i m j�                                      (32) 


��������� ���	��� 	 ������ 	������ ��� 	�*���: 
1

0

( )

0
ˆ ˆˆ( , , , ) j ,i

ii,m , jH

i
H

k i m j �                                          (33) 

�� ���#���� ˆ im  ����$��� �����	��� k – M + 1 < ˆ im  < k. 
(���-3��� ���*� ��*������, ������	��� � 	����	������ �� 

	���������*� ���	��� (33), �������� �� ��.2. %3��� 	��!#�� NSM + 1 
���������� ����!!#�3 -������	, ��$�� � ���3 ��*��$���< � 	����	����! 
*�������! H1(i, mi, j). 

%��� �����#���, "� ��� 	�����3 ���#����3 N, M, S ���*������< 
��*����� 	��	�����–������-�����J �������� ���#��*� ���*� ��#����� � 
������#�� ��$� ���� 	���������< ������ 	 ������ �������	���� ��� ��� 
����!	���� �-����	���� ���"���3 �������� 	��	����� 	����	. o��� 
������#�� 	���������� ���*������*� ��*������ ��$� ���� ��$��	�, ��"� 
�������� ����!	���3 ���������	 ��	����� (i = 1, 2), � ���<���� ���#���� � 
���� 	����	� 	�����, ���#��� S – ��	����� (j = 1, 2). 

%��������� 3��� �����, "� �������#�� ���������! ��*������	 
	��	�����–������-�����J 	����	 � ���, �������� �� ��.3. 5��� ����� 
������ ����������< -�����, ��*��$���< � ����������� ��������� 
-��������!#�J ���, ������< 	��	�����, ����!	����, ������-�����J. + 
���	�! � 	�����3 Yi(k), i = 1, S 	������	�*� ��	� (	����	�, ���������� 
�������) �� ������*�! 	����	����*� ��*������ 	����#����� ������ 
	����	� ˆ im , ����� 	����	� i = 1,S, �������� 	���#��� ��	� ˆ ( ), 1,jF k j N�  � 
���������� ����!* ���������J ����������*� -������, �� ���� �� 
	������!#�< 	3�� ������� ���3����� ������ ���*� ��	� ˆ ( )iF k . 
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��.2 – (��� 3��� ��*������ ������-�����J 

 

NjkFj ,1),(ˆ �

)1/1(ˆ �� kkX )(kX)(kU
)(kY �3�2�1

 
��.3 – %��������� 3��� ��*������ 	��	����� ������-�����J 	����	 � ��� 
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����� 	��	����� 	����	 �� ���	� ����������� ��*����3 *������ 
���$��	�!� 	�������� ����# ���*����	���� ������<��3 �����	�3 
��-������<��-����!#�3 ��������	. 
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