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АНАЛИЗ ОСНОВНЫХ ПОЛОЖЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВНИЯ ПРОЦЕССА ПЛЮЩЕНИЯ КРУГЛОЙ ЗАГОТОВКИ 

 

Выполнен анализ основных положений и фундаментальных характеристик, 

принятых различными авторами, математической модели напряженно–

деформированного состояния металла в процессе плющения круглой заготовки в 

плоскую ленту. Показано, что для такого процесса целесообразно использование 

математических моделей, основанных на методе конечных элементов. 

 
Современное состояние вопроса. 

Процесс плющения круглой заготовки в плоскую ленту по классифи-

кации И.М. Павлова [1] следует отнести ко второй типовой схеме прокат-

ки, для которой характерно переменное значение высоты заготовки (Н) по 

ширине очага деформации, что в свою очередь, приводит к неравномер-

ности деформации и непостоянству угла поверхности контакта металла с 

валком (α) – рис. 1.1. 

 
Рис.1. Схема прокатки прямоугольной по-

лосы из заготовки круглого сечения (схема 

II): 1 – поверхность контакта, 2 – внекон-

тактная область деформации. 

 

Вследствие непостоянства угла по-

верхности контакта по ширине полосы 

граница поверхности контакта со сто-

роны входа не является прямолиней-

ной. При этом части полосы, еще не 

вошедшие в соприкосновение с валка-

ми, но неразрывно связанные с сосед-

ними уже обжимаемыми частями, уча-

ствуют в общей вытяжке полосы и 

продвигаются вперед с общими для 

всей полосы горизонтальными скоро-

стями. Эти части полосы называются 

внеконтактными зонами деформации, в 

которых благодаря выравнивающему действию «жестких концов» полосы 

и наличию внутриметаллических связей происходит вынужденная высот-

ная и поперечная утяжка без соприкосновения металла с валками. Это 

обстоятельство в конечном счете, приводит к различному напряженно–

деформированному состоянию в разных частях полосы не только в очаге 

деформации, а и за его пределами, т.е. возникновению напряжений перво-

го рода, когда отдельные ее части имеют напряжения одного знака, в про-
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тивоположность другим частям, несущим напряжения обратного знака. В 

нашем случае кромки плющеной ленты подвергаются растягивающим 

напряжениям, а середина сжимающим (рис. 2) [2]. 

 
Рис.2. Эпюра распреде-

ления остаточных на-

пряжений по попереч-

ному сечению плюще-

ной ленты 6,20 х 15,16 

мм (сталь марки ШХ 

10) 

 

В пределах дан-

ного объема тела, 

находящегося вне 

зоны воздействия 

внешних сил, напря-

жения уравновеши-

ваются за счет внутренних упругих деформаций. В то же время, при воз-

действии внешних сил они могут существенно изменить общую, суммар-

ную картину напряженно–деформированного состояния тела. 

Так, при волочении в роликовых волоках, когда энергия в очаг де-

формации передается тяговым усилием, приложенным к переднему концу 

полосы, к напряжениям первого рода добавляются растягивающие напря-

жения от тягового усилия. При этом величина сжимающих напряжений в 

средних частях полосы снижается, а растягивающих по кромкам полосы 

увеличивается с соответствующим изменением величины самих областей. 

Концентрация растягивающих напряжений на незначительных участ-

ках у кромки полосы может привести к переходу от их упруго–

деформированного состояния к пластическому течению и даже разруше-

нию. 

Авторы большинства публикаций, в которых рассматриваются де-

формационные и энергосиловые параметры процесса прокатки, прокатки-

волочения (волочения в роликовых волоках) [2–9], дают только качест-

венную оценку влияния остаточных напряжений на общее напряженно–

деформированное состояние полосы. Результаты конкретных исследова-

ний влияния параметров процесса волочения в роликовых волоках на ве-

личину напряжений и характер их распределения по сечению полосы в 

рассмотренных публикациях отсутствуют. В работах [3,4] на основании 

экспериментальных данных для предотвращения разрушения кромок да-

ются лишь рекомендации по ограничению отношения ширины полосы к 

ее толщине при реализации процесса волочения в роликовых волоках в 

пределах 1,5 [3] – 2,0 [4]. 

Постановка задачи. Для обоснованного выбора параметров процесса 

волочения в роликовых волоках необходимо знать их влияние на величи-
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ну и характер распределения напряжений по сечению полосы. Такую за-

дачу намечено решить методом математического моделирования. Для 

проверки работоспособности модели предлагается использовать результа-

ты экспериментальных исследований изменения величины и характера 

распределения по сечению полосы напряжений для условий плющения 

круглой заготовки в приводных валках, представленные в работе [2]. Мо-

дель должна учитываться особенности деформации круглой заготовки в 

гладких валках (рис.1) при условии, что: 

 – решаемая задача – задача объемного деформирования; 

 – деформируемая среда – жестко – пластическая; 

 – до деформации материал изотропен и однороден. 

Как показано в работах [2–4] получение плющеной ленты методом 

волочения в роликовых волоках может осуществляться как в двухвалко-

вых, так и в четырехвалковых калибрах. 

Математическая модель. 

Применительно к анализу напряженно–деформированного состояния 

металла при реализации различных технологических схем его обработки 

давлением наибольшее распространение получили инженерные матема-

тические модели. Эти модели представляют собой определенную сово-

купность аналитических зависимостей и характеризуются минимальной 

трудоемкостью, а также максимальным быстродействием их численной 

реализации. Однако принятие целого ряда допущений, основными из ко-

торых являются использование различного рода аппроксимаций геомет-

рических форм, усреднение механических свойств, упрощение аналитиче-

ских описаний распределения сил внешнего трения и т.д., снижает сте-

пень достоверности и ограничивает объем предоставляемых результатов. 

В последнее время в теории ОМД получили развитие численные ме-

тоды, обеспечивающие максимально близкое приближение физических 

объектов моделирования к их математическим отображениям за счет ис-

пользования более строгих подходов, основанных на вариационных 

принципах и методе конечных элементов [11]. 

Все современные методы решения краевых задач ОМД можно доста-

точно условно разделить на следующие три большие группы: 

1 Методы, основанные на некоторых физических законах сохранения. 

2 Методы, в основе которых лежат вариационные принципы. 

3 Методы, опирающиеся на иные принципы. 

К первой группе относятся подходы, построенные на законе сохране-

ния количества движения (равновесия), законе сохранения вещества (ус-

ловии несжимаемости) и др. Этот подход сводится к формированию и 

решению систем дифференциальных или интегральных уравнений.  

Вторая группа методов основывается на некоторых вариационных 

принципах механики и теплофизики. При этом решение задачи получает-

ся из условия стационарности функционала, соответствующего выбран-

ному вариационному принципу. При решении краевых задач ОМД наибо-
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лее часто применяются формулировки на основе функционала Лагранжа 

или функционала Маркова (Германна). В качестве инструмента дискрети-

зации чаще всего применяется метод конечных элементов.  

К третьей группе можно отнести методы, основывающиеся не на фи-

зических, а на некоторых математических принципах. 

Основным фактором, влияющим на достоверность (точность) резуль-

татов, является практическая реализация – аналитическая или численная. 

Моделированию процесса плющения полосы в приводных валках по-

священо достаточное количество работ. Наибольший интерес представ-

ляют исследования напряженно–деформированного состояния полосы 

при плющении, представленные в работах Донбасской государственной 

машиностроительной академии (ДГМА – г. Краматорск) и Магнитогор-

ского государственного технического университета им. Г.И. Носова 

(МГТУ – г.Магнитогорск). В работах [12,13] рассматривается дифферен-

цированный подход к исследованию напряженно–деформированного со-

стояния металла при плющении в двух зонах очага деформации, характе-

ризующихся геометрическим отношением ширины контактной поверхно-

сти очага деформации к его высоте, bkx/hx ≤ 1 и bkx/hx > 1. 

Реализация математической модели 

Математическое моделирование напряженно–деформированного со-

стояния металла для сечений где bkx/hx >1 осуществлено на основе реку-

рентного решения дифференциального уравнения равновесия выделенно-

го элементарного объема металла в очаге деформации, разбиваемого на 

конечное множество элементарных объемов. 

Помимо указанных выше были приняты еще некоторые допущения: 

– механические свойства деформируемого металла изменяются только 

по длине зоны пластического формоизменения, в то время как по ширине 

каждого отдельного поперечного сечения они остаются постоянными и 

соответствуют их среднеинтегральным оценкам; 

– металл в процессе плющения течет преимущественно в поперечном 

направлении (допущение опирается на выводы М.И. Злотникова, а также 

на результаты целого ряда экспериментальных исследований); 

– в качестве закона трения принято аналитическое описание закона Г. 

Амонтона. 

Все решения выполняются для плоских элементов (используются од-

номерные математические модели напряженно–деформированного со-

стояния). 

В работах [14,15] моделирование напряженно–деформированного со-

стояния металла при плющении ленты основано на методе конечных эле-

ментов. По мнению авторов, этот метод позволяет подойти к решениям 

технических проблем в условиях, близких к практическим, и без ограни-

чений и помех, связанных с производственными неполадками. Область 

очага деформации разбивается на конечные элементы и внутри каждого 

элемента задаются некоторые функции формы, позволяющие определить 
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перемещения внутри элемента по перемещениям в узлах. Координатные 

функции имеют локальный характер и зависят от способа дискретизации 

рассматриваемой области, что в свою очередь позволяет с помощью ма-

лых элементов аппроксимировать поля перемещений или скоростей пере-

мещений для сложных форм очага деформации, выбирая простые коорди-

натные функции. 

Разработанная авторами работ [14,15] математическая конечно–

элементная модель позволяет проводить трехмерное моделирование про-

цесса плющения ленты с применением различных законов поведения ме-

талла (например, упругопластического и жесткопластического) в изотер-

мических условиях и с тепловой связью, а также реалистически описы-

вать поведения металла с учетом нелинейного изменения показателей его 

свойств. 

При разработке математической модели были приняты следующие 

условия и допущения: 

– решаемая задача – задача объемного деформирования; 

 – деформируемая среда – жестко–пластическая. 

– материал ленты до деформирования – изотропен и однороден; 

 – в качестве закона трения использовано условие трения Э. Зибеля. 

С возрастанием нагрузок, помимо упругих деформаций, в теле возни-

кают области пластической деформации; для неупрочняющегося мате-

риала это будут области текучести, границы которых заранее неизвестны. 

В связи с математическими трудностями, возникающими при решении 

подобных задач, приобретают важное значение дальнейшие возможные 

упрощения в постановке задачи. 

Часто используемое допущение несжимаемости материала (E = 0) 

приводит к заметному упрощению уравнений и во многих вопросах явля-

ется вполне приемлемым приближением. Однако основная трудность, 

заключающаяся в необходимости решения смешанной упруго–

пластической задачи, не устраняется. 

Для пластических сред различают два основных типа моделей: 

1) идеальных упруго–пластических (рис. 3, а) или жестко–

пластических (рис. 3, б) сред, в которых не учитывается упрочнение и 

эффект Баушингера; 

2) пластических сред, в которых учитывается упрочнение (рис. 3, в, г), 

т.е. изменение предела текучести. 

Из моделей пластических сред в последнее время получила значи-

тельное развитие схема жестко–пластической среды; в этой схеме полно-

стью пренебрегают упругими деформациями. 

Иными словами, для модуля упругости принимается бесконечное зна-

чение (Е → 0), что соответствует переходу от кривой деформации с упру-

гим участком (рис. 3, а) к кривой деформации с одной лишь площадкой 

текучести (рис. 3, б). Пунктирные линии со стрелкой обозначают разгруз-

ку. Для простоты рассматривают одноосное напряженное состояние (рас-
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тяжение стержня); соответствующее напряжение обозначим через σ11, 

относительное удлинение – через ε11, скорость относительного удлинения 

– через ξ11. 

 

 
Рис.3. Диаграммы 

растяжения для иде-

альных упруго–

пластических (а), 

жестко–

пластических (б) и 

упрочняющихся (в, 

г) сплошных сред 

 

 

В жестко–

пластической сре-

де течение разви-

вается лишь при 

напряжениях, удовлетворяющих условию текучести σ11 = σS , где σS – пре-

дел текучести при растяжении. Схема жестко–пластической среды при-

годна в тех случаях, когда пластические деформации значительно превос-

ходят упругие. Если же пластическая область заключена внутри упругой 

области или же пластическое течение затруднено вследствие особенно-

стей геометрической формы тела или специального характера граничных 

условий, то схема жесткопластической среды может привести к значи-

тельным погрешностям. Отметим, что решение, построенное для схемы 

жестко–пластической среды, может не совпадать с решением такой же 

упруго–пластической задачи при Е → ∞. 

Подобно схеме жестко–пластической среды (характеризуемой пло-

щадкой текучести) иногда вводят схему жестко–упрочняющейся среды 

для случая линейного (рис. 3, в) и нелинейного (рис. 3, г) упрочнения. 

Жестко–упрочняющаяся среда (как и идеально–пластическая) является 

уже сложной средой. Из выше сказанного следует, что для моделирования 

процессов прокатки, прокатки–волочения (волочения в роликовых воло-

ках) круглой заготовки на гладких валках наиболее подходит жестко–

пластическая среда. 

В рассмотренных работах задачи по определению энергосиловых па-

раметров и параметров формоизменения решаются для случая плющения 

круглой заготовки в приводных гладких валках. По опубликованным ма-

териалам не представляется возможным сделать вывод о возможности 

использования такой модели для случая волочения в роликовых волоках. 

Однако однозначно можно утверждать, что для моделирования процесса 
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волочения в роликовых волоках наиболее целесообразно использование 

математических моделей, основанных на методе конечных элементов. 

При решении задач ОМД с помощью метода конечных элементов 

наибольшее распространение получили два алгоритма, различающиеся по 

способу удовлетворения условию несжимаемости металла [16]. В одном 

случае решение определяется из условия минимума функционала Ла-

гранжа в сочетании с методом штрафных функций, в другом – из условия 

стационарности функционала Маркова на полях скоростей течения и 

среднего гидростатического напряжения. В решениях, двухмерных задач 

оба метода используются довольно часто и дают, как правило, сходные 

результаты. 

Известны работы, в которых эти подходы сравнивались на примере 

задачи осесимметричной осадки. Существенных различий в расчетных 

координатных сетках на сечении образцов не наблюдалось. Однако при 

расчетах трехмерных процессов отмечаются значительные различия в 

расчетах по обоим методам. Это обусловливается тем, что при решении 

трехмерных задач к оптимальности алгоритма предъявляются более жест-

кие требования, чем при решении двумерных задач. Это связано со значи-

тельно большим числом переменных в трехмерных задачах, а также с не-

обходимостью пошагового решения даже физически стационарных задач 

с целью определения положения свободных поверхностей и учета дефор-

мационного упрочнения. Поскольку подход на основе минимизации 

функционала Лагранжа в сочетании с методом штрафных функций при-

водит к меньшему числу переменных, этому алгоритму, на первый взгляд, 

необходимо отдать предпочтение. 

В соответствии с подходом, основанным на методе штрафных функ-

ций, решение определяется из условия минимума на полях скоростей те-

чения следующего функционала: 

∫ ∫ ∫−+=
v v S

dSdVtdVH ττυσξµ 22

2

1
I , 

где µ – условная вязкость металла, определяемая по формуле µ = Т(Н, Λ, 

θ)/Н ; 

Т(Н, Λ, θ) – зависимость интенсивности касательных напряжений Т от 

интенсивности скоростей сдвиговой деформации Н, деформации сдвига Λ 

и температуры θ (реологическая кривая материала); 

V – объем деформируемого тела; 

Н –– интенсивность скоростей деформаций сдвига; 

ξ – скорость относительного изменения объема; 

στ и υτ – полное напряжение трения и скорость скольжения металла 

по инструменту; 

t – штрафной коэффициент на невыполнение условия несжимаемости. 
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Среднее гидростатическое напряжение σ рассчитывается по асимпто-

тической формуле: ξσ  tlim
t ∞→

= . 

Альтернативным алгоритмом получения решения является использо-

вание условия стационарности функционала Маркова на полях скоростей 

течения металла и среднего гидростатического напряжения, который вы-

глядит следующим образом: 

∫ ∫+=
v v

dVdVH ξσµ
0

2

1

2

1
I

. 

Для учета мощностей сил трения к функционалу Маркова необходимо 

добавить интеграл по поверхности контакта металла с инструментом: 

∫−=
S

dSττυσ
2
I

, 

где στ и υτ – полное напряжение трения и скорость скольжения метал-

ла по инструменту; 

S – площадь поверхности контакта металла с инструментом. Инте-

грал, выражающий мощность сил трения, преобразуется к виду 

( )∫ ∫ ∆+∆= −
S

2

2

2

11

S

p dSVVfdSττυσ , 

где 
1−pf  – величина, равная отношению полного напряжения трения 

к полной скорости скольжения на предыдущей итерации; 

∆V1 и ∆V2 – скорости скольжения металла по инструменту в на-

правлении осей 1 и 2 (х и у), касательным к поверхности контакта в дан-

ной точке (ось 3 (z) направлена по нормали к поверхности). 

Для выполнения условия непроницаемости инструмента применяется 

метод штрафных функций, в соответствии с которым к функционалу 

Маркова добавляется следующий интеграл: 

( ) dSWVUt

S

nzyx

2

3
I ∫ −++= ωααα , 

где U, V, W – скорости течения металла в данной точке контактной 

поверхности в направлении осей X, У, Z; 

αx, αy, αz – направляющие косинусы, характеризующие направление 

нормали в данной точке поверхности контакта по отношению к осям X, У, 

Z; 

ωn – проекция скорости движения инструмента на нормаль к поверх-

ности контакта в данной точке. 

Результирующее вариационное уравнение для линейно–вязкой не-

сжимаемой среды выглядит следующим образом: 

321
IIII ++= , или 

( )∫ ∫ ∫ ∫ −+++−+=
v v S S

nzyx dSWVUtdSdVdVHI
2

0

2

2

1 ωαααυσξσµ ττ
. 
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Минимизация величины данного функционала приводит к решению 

задачи по определению напряженно–деформированного состояния метал-

ла. 

Результаты исследования. 

Исследования показывают, что при решении задачи Пуазейля мето-

дом конечных элементов (для которой существует аналитическое реше-

ние) лучшее совпадение с аналитическим решением дает решение, полу-

ченное с помощью вариационного принципа Маркова. Худшие результа-

ты показало применение функционала на основе метода штрафных функ-

ций. Решения, полученные методом штрафных функций, зависят от вы-

бранной величины штрафного множителя. При малых величинах t плохо 

выполняется условие несжимаемости, а при значительных t выполняется 

условие несжимаемости, но эпюры скоростей начинают резко отличаться 

от эпюр, полученных аналитическим путем. 

Таким образом, по результатам данного теста лучшее качество реше-

ния обеспечивает подход на основе вариационного функционала Маркова, 

однако время решения в 2 раза превышает время решения по методу 

штрафных функций. 

Дальнейшее тестирование было проведено путем сравнения решения 

задач трехмерной осадки и прокатки. При сравнении координатных сеток, 

рассчитанных обоими методами с координатными сетками, полученными 

экспериментально для тех же условий деформирования было установлено, 

что решение, полученное при помощи функционала Маркова точнее опи-

сывает течение пластической деформируемой среды. Отмечается, что 

аналогичная двухмерная задача с помощью метода штрафных функций 

решается достаточно точно. Степень относительного изменения объема 

образца в данной задаче для метода штрафных функций составила 1,14%, 

а для модели на основе вариационного принципа Маркова – 0,61%. Похо-

жие выводы были сделаны и при тестировании алгоритмов на процессах 

прокатки круглой заготовки на гладкой бочке. 

Дальнейшее тестирование алгоритма на основе функционала Маркова 

на более сложных случаях обработки металлов давлением, таких как экс-

трузия, показало, что при решении задачи невыполнение условия несжи-

маемости в целом для всей обрабатываемой среды незначительно. Однако 

существуют точки внутри сплошной среды, для которых условие несжи-

маемости не выполняется вообще. Ясно, что невыполнении физических 

граничных условий приводит к нарушению основных концепций, зало-

женных в вариационное уравнение, а именно – среда предполагается не-

сжимаемая, линейно–вязкая. В этих случаях возможны значительные от-

клонения решения от реального процесса, что для технолога является не-

приемлемым. 

Решение данной проблемы возможно с использованием для решения 

хорошо известного вариационного уравнения Лагранжа для несжимаемой 

линейно–вязкой среды 



 127

∫ ∫−=
v S

dSdVH ττυσµ 2

2

1
I

, 

а выполнение условия несжимаемости обеспечить применением ме-

тода конечных элементов, пробные функции которых получены совмест-

ным пользованием лагранжевой и эрмитовой интерполяции. В данном 

случае сама внутренняя структура конечных элементов обеспечивает вы-

полнение условия несжимаемости и выполнение одного из важнейших 

ограничений. Кроме этого отпадает необходимость, как в подходе на ос-

нове функционала Маркова определения среднего гидростатического на-

пряжения в каждом узле сетки. Это снижает размерность задачи и умень-

шает время вычислений.  

На базе изложенных представлений автором работы [17] разработана 

объемная математическая модель напряженно–деформированного состоя-

ния металла в очаге деформации при естественном процессе горячей про-

катки узкой полосы на гладкой бочке (сортовая прокатка). Принципиаль-

ная схема такого процесса представлена на рисунке 4,а. 

Указанную модель планируется адаптировать к условиям задачи, ре-

шаемой в рамках выполняемой в настоящее время фундаментальной ра-

боты «Исследование влияния технологических параметров процесса про-

катки–волочения на изменение напряженно–деформированного состояния 

металла при производстве профилей ленточного типа широкого размер-

ного сортамента». 

Для перехода к моделированию состояния металла в очаге деформа-

ции при волочении в роликовых волоках необходимо осуществить после-

довательный переход к схеме 5,б –дополнить модель учетом влияния 

внешних воздействий на концы прокатываемой полосы, а затем приравняв 

нулю момент прокатки (Мв= 0) и величину заднего подпора (σ0= 0), пе-

рейти к схеме 5,в – волочению в роликовых волоках. 

 

Рис.4. Принципиальные схемы 

прокатки (а,б) и прокатки–

волочения (волочения в ролико-

вой волоке) (в).  а – естественный 

процесс прокатки: σ1 = σ0 = 0, 0 < 

γ = γe < α0/2; б – прокатка с актив-

ной продольной силой: σ1 – σ0 > 0; 

γе< γ <α0/2; 0 <Мв< Мве; в –

волочение в роликовой волоке: σ0 

= 0, σ1 – σ0 > 0; γпв ≤ α0; Мв < 0. 
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Дополнительно потребуется изменить описание законов поведения 

деформируемой среды и контактного трения на границе среды и инстру-

мента. 

Следует отметить, что в условиях реального процесса прокатки–

волочения (волочения в роликовых волоках) рабочие валки (ролики) вра-

щаются за счет сил трения на контактной поверхности металла и валков. 

В этом случае Мв< 0 (за счет сил трения в опорах рабочих валков) и γпв< 

α0. Однако для упрощения модели эти обстоятельства можно не учиты-

вать. 

Выводы.  

Проанализированы различные методы определения напряженно–

деформированного состояния металла при реализации процесса плюще-

ния круглой заготовки в плоскую ленту. Показано, что для моделирования 

процесса плющения круглой заготовки в плоскую ленту наиболее целесо-

образно использование математических моделей, основанных на методе 

конечных элементов. 
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