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О ПРИЛОЖЕНИИ СВОЙСТВ СУММИРУЕМОСТИ РЕШЕНИЙ
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С
УСИЛЕННОЙ ЭЛЛИПТИЧНОСТЬЮ К ЗАДАЧАМ УСРЕДНЕНИЯ

В настоящей заметке дается приложение полученных ранее результатов о повышении суммируе-
мости решений нелинейных уравнений четвертого порядка с усиленной эллиптичностью к иссле-
дованию характера сходимости последовательностей таких решений.

Введение. В настоящей заметке дается приложение полученных в [1] резуль-
татов о повышении суммируемости решений нелинейных уравнений четвертого по-
рядка с усиленной эллиптичностью к исследованию характера сходимости последо-
вательностей таких решений. Это приложение и его аналоги для уравнений высших
порядков в фиксированной области или переменных областях могут быть полезны
для уточнения характера сходимости решений в задачах усреднения для рассматри-
ваемых уравнений, например, в случае быстро осциллирующих коэффициентов или
перфорированных областей. В связи с этим отметим, что вопросы усреднения задач
Дирихле для нелинейных уравнений высокого порядка с усиленной эллиптичностью
изучались в [2] в случае перфорированных областей и [3] в случае фиксированной
области и коэффициентов, зависящих от параметра.

1. О суммируемости решений нелинейных уравнений четвертого по-
рядка с усиленной эллиптичностью. В этом пункте приведем установленную в
[1] теорему о повышении суммируемости обобщенных решений нелинейных уравне-
ний четвертого порядка с усиленной эллиптичностью. Эта теорема будет использо-
вана при выводе основных результатов данной заметки.

Пусть n ∈ N, n > 2, Ω – ограниченное открытое множество в Rn.
Через Λ обозначим множество всех n-мерных мультииндексов α таких, что |α| =

1 или |α| = 2. Будем использовать еще такие обозначения: Rn,2 – пространство всех
отображений ξ : Λ → R; если u ∈ W 2,1(Ω), то ∇2u : Ω → Rn,2, причем для любых
x ∈ Ω и α ∈ Λ имеем (∇2u(x))α = Dαu(x).

Пусть p ∈ (1, n/2) и q ∈ (2p, n). Через W 1,q
2,p (Ω) обозначим множество всех функ-

ций u ∈ W 1,q(Ω), имеющих обобщенные производные второго порядка из Lp(Ω).
Множество W 1,q

2,p (Ω) есть банахово пространство с нормой

‖u‖ = ‖u‖W 1,q(Ω) +
( ∑

|α|=2

∫

Ω

|Dαu|pdx

)1/p

.

Через
◦

W 1,q
2,p(Ω) обозначим замыкание в W 1,q

2,p (Ω) множества C∞
0 (Ω) .
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Положим q∗ = nq/(n− q) . Как известно (см., например, [4, гл.7]),

◦
W 1,q(Ω) ⊂ Lq∗(Ω), (1)

и существует положительная постоянная c, зависящая только от n и q, такая, что

для любой функции u ∈
◦

W 1,q(Ω)

( ∫

Ω

|u|q∗dx

)1/q∗

6 c

( ∑

|α|=1

∫

Ω

|Dαu|qdx

)1/q

. (2)

Далее, пусть c1, c2, c3 > 0, g1, g2, g3 – неотрицательные суммируемые функции
на Ω, и пусть для любого α ∈ Λ Aα : Ω×Rn,2 → R – функция Каратеодори. Будем
предполагать, что для почти всех x ∈ Ω и любых ξ ∈ Rn,2 справедливы неравенства

∑

|α|=1

|Aα(x, ξ)|q/(q−1) 6 c1

{ ∑

|α|=1

|ξα|q +
∑

|α|=2

|ξα|p
}

+ g1(x), (3)

∑

|α|=2

|Aα(x, ξ)|p/(p−1) 6 c2

{ ∑

|α|=1

|ξα|q +
∑

|α|=2

|ξα|p
}

+ g2(x), (4)

∑

α∈Λ

Aα(x, ξ)ξα > c3

{ ∑

|α|=1

|ξα|q +
∑

|α|=2

|ξα|p
}
− g3(x). (5)

Пусть
f ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω). (6)

Рассмотрим следующую задачу Дирихле:
∑

α∈Λ

(−1)|α|DαAα(x,∇2u) = f в Ω, (7)

Dαu = 0, |α| = 0, 1, на ∂Ω. (8)

Заметим, что в силу неравенств (3) и (4) для любых функций u, v ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) и

α ∈ Λ функция Aα(x,∇2u)Dαv суммируема на Ω. Кроме того, из (1) и (6) вытекает,

что для любой функции v ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) функция fv суммируема на Ω.

Определение 1. Обобщенным решением задачи (7), (8) будем называть функцию

u ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) такую, что для любой функции v ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω)

∫

Ω

{ ∑

α∈Λ

Aα(x,∇2u) Dαv

}
dx =

∫

Ω

f v dx. (9)
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Заметим, что если дополнительно к сделанным предположениям относительно
коэффициентов и правой части уравнения (7) для почти всех x ∈ Ω и любых ξ, ξ′ ∈
Rn,2 имеет место неравенство

∑

α∈Λ

[Aα(x, ξ)−Aα(x, ξ′)] (ξα − ξ′α) > 0,

то обобщенное решение задачи (7), (8) существует. Это вытекает из известных ре-
зультатов теории монотонных операторов (см., например, [5, гл.2]).

В силу (1) любое обобщенное решение задачи (7), (8) принадлежит пространству
Lq∗(Ω). Однако, если функции g2, g3 и f обладают повышенной суммируемостью,
то обобщенные решения рассматриваемой задачи имеют более высокую суммируе-
мость, чем та, которая характеризуется показателем q∗. Соответствующую зависи-
мость выражает следующий результат [1].

Теорема 1. Пусть m > q∗/(q∗ − 1), функции g2, g3, f принадлежат Lm(Ω)
и M – мажоранта для ‖g2‖Lm(Ω), ‖g3‖Lm(Ω) и ‖f‖Lm(Ω). Пусть u – обобщенное
решение задачи (7), (8). Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) если m < n/q и q∗ < λ < nm(q − 1)/(n− qm), то u ∈ Lλ(Ω) и ‖u‖Lλ(Ω) 6 C1,
где C1 – положительное число, зависящее только от n, p, q, meas Ω, c, c2, c3, m,
M и λ;

(ii) если m = n/q, то
∫
Ω

exp (b |u|1/σ) dx 6 C2, где σ = 2+2np/(q−2p), а b и C2 –

положительные числа, зависящие только от n, p, q, measΩ, c, c2, c3 и M ;

(iii) если m > n/q, то u ∈ L∞(Ω) и vrai max
Ω

|u| 6 C3, где C3 – положительное
число, зависящее только от n, p, q, measΩ, c, c2, c3, m и M .

Замечание 1. Из утверждения (ii) теоремы 1 следует, что если выполняются
условия этой теоремы, m = n/q и λ > q∗, то u ∈ Lλ(Ω) и ‖u‖Lλ(Ω) 6 C ′

2, где C ′
2 –

положительное число, зависящее только от n, p, q, measΩ, c, c2, c3, M и λ.
2. О сильной сходимости в пространствах Лебега последовательности

решений задач Дирихле в фиксированной области. Рассмотрим последова-
тельность задач Дирихле





∑
α∈Λ

(−1)|α|DαA
(s)
α (x,∇2u) = f в Ω,

Dαu = 0, |α| = 0, 1, на ∂Ω,
(Ds)

где для любого s ∈ N {A(s)
α }α∈Λ – набор функций Каратеодори, удовлетворяющих

неравенствам (3)–(5) с теми же фиксированными константами c1, c2, c3 и функциями
g1, g2, g3.

Теорема 2. Пусть m > q∗/(q∗ − 1) и функции g2, g3, f принадлежат Lm(Ω).
Пусть для любого s ∈ N us – обобщенное решение задачи (Ds) и последователь-

ность {us} сходится слабо к некоторой функции u в
◦

W 1,q
2,p(Ω). Тогда справедливы

следующие утверждения:
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(i) если m < n/q и q∗ < λ < nm(q − 1)/(n− qm), то {us} ⊂ Lλ(Ω), u ∈ Lλ(Ω) и
последовательность {us} сходится сильно к u в Lλ(Ω);

(ii) если m = n/q и λ > q∗, то {us} ⊂ Lλ(Ω), u ∈ Lλ(Ω) и последовательность
{us} сходится сильно к u в Lλ(Ω);

(iii) если m > n/q и λ > q∗, то {us} ⊂ L∞(Ω), u ∈ L∞(Ω) и последовательность
{us} сходится сильно к u в Lλ(Ω).

Доказательство. Докажем утверждение (i). Пусть m < n/q и q∗ < λ <
< nm(q − 1)/(n− qm). Зафиксируем число λ1 такое, что

λ < λ1 < nm(q − 1)/(n− qm). (10)

Из утверждения (i) теоремы 1 следует, что {us} ⊂ Lλ1(Ω) и

∀ s ∈ N ‖us‖Lλ1 (Ω) 6 C1 . (11)

Хорошо известно (см., например [4, гл.7]), что пространство
◦

W 1,q(Ω) компактно

вложено в L1(Ω). Отсюда и из слабой сходимости {us} к u в
◦

W 1,q
2,p(Ω) следует, что

us → u сильно в L1(Ω), (12)

us → u по мере в Ω. (13)

Из (13) с помощью теоремы Рисса получаем, что существует возрастающая после-
довательность {sk} ⊂ N такая, что

usk
→ u почти всюду в Ω. (14)

Это вместе с (11) и леммой Фату позволяет заключить, что u ∈ Lλ1(Ω) и

‖u‖Lλ1 (Ω) 6 C1 . (15)

Для любого s ∈ N положим

Es = {x ∈ Ω : |us − u| > 1}.
В силу (12) имеем

lim
s→∞ measEs = 0. (16)

Пусть s ∈ N. Ясно, что
∫

Ω

|us − u|λ dx =
∫

Ω\Es

|us − u|λ dx +
∫

Es

|us − u|λ dx. (17)

Учитывая определение множества Es и то, что λ > 1, получаем
∫

Ω\Es

|us − u|λ dx 6
∫

Ω

|us − u| dx. (18)
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Кроме того, используя неравенства Гельдера и Минковского, (11) и (15) устанавли-
ваем, что

∫

Es

|us − u|λ dx 6 (measEs)(λ1−λ)/λ1

(∫

Es

|us − u|λ1 dx

)λ/λ1

6

6 (2C1)λ(measEs)(λ1−λ)/λ1 . (19)

Теперь из (17)–(19) вытекает, что
∫

Ω

|us − u|λ dx 6
∫

Ω

|us − u| dx + (2C1)λ(measEs)(λ1−λ)/λ1 .

Отсюда и из (12), (16) следует сильная сходимость {us} к u в Lλ(Ω). Тем самым
утверждение (i) доказано.

Далее, пусть m = n/q и λ > q∗. Фиксируем λ1 такое, что q∗ < λ < λ1. Из
замечания 1 следует, что {us} ⊂ Lλ1(Ω) и

∀ s ∈ N ‖us‖Lλ1 (Ω) 6 C ′
2 . (20)

Теперь включение u ∈ Lλ(Ω) и сильная сходимость {us} к u в Lλ(Ω) устанавлива-
ются таким же образом, как и выше, только вместо (11) используем (20). Значит,
утверждение (ii) справедливо.

Пусть, наконец, m > n/q и λ > q∗. Из утверждения (iii) теоремы 1 следует, что
{us} ⊂ L∞(Ω) и

∀ s ∈ N vrai max
Ω

|us| 6 C3. (21)

Отсюда и из (14) следует, что u ∈ L∞(Ω). Сильную сходимость {us} к u в Lλ(Ω)
устанавливаем таким же образом, как и в утверждении (i), только вместо (11) ис-
пользуем (21). Значит, утверждение (iii) справедливо. Теорема доказана. ¤

Замечание 2. Заметим, что в силу (2), (5) и (6) последовательность {us} огра-

ничена в
◦

W 1,q
2,p(Ω). Поэтому из нее можно выделить подпоследовательность, слабо

сходящуюся в
◦

W 1,q
2,p(Ω).

3. О сильной сходимости в пространствах Лебега решений задач Ди-
рихле в переменных областях. Пусть {Ωs} – последовательность областей в Rn,
содержащихся в Ω.

Рассмотрим последовательность задач Дирихле




∑
α∈Λ

(−1)|α|DαAα(x,∇2u) = f в Ωs,

Dαu = 0, |α| = 0, 1, на ∂Ωs,

(Ps)

где Aα, α ∈ Λ, – те же функции, что и в п. 1.
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Пусть для любого s ∈ N, us ∈
◦

W 1,q
2,p(Ωs) – обобщенное решение задачи (Ps), а

ũs – его продолжение на Ω такое, что ũs = 0 на Ω \ Ωs. Ясно, что ũs ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω).

Теорема 3. Пусть m > q∗/(q∗ − 1) и функции g2, g3, f принадлежат Lm(Ω).

Пусть последовательность {ũs} сходится слабо к функции u в
◦

W 1,q
2,p(Ω). Тогда спра-

ведливы следующие утверждения:

(i) если m < n/q и q∗ < λ < nm(q − 1)/(n− qm), то {ũs} ⊂ Lλ(Ω), u ∈ Lλ(Ω) и
последовательность {ũs} сходится сильно к u в Lλ(Ω);

(ii) если m = n/q и λ > q∗, то {ũs} ⊂ Lλ(Ω), u ∈ Lλ(Ω) и последовательность
{ũs} сходится сильно к u в Lλ(Ω);

(iii) если m > n/q и λ > q∗, то {ũs} ⊂ L∞(Ω), u ∈ L∞(Ω) и последовательность
{ũs} сходится сильно к u в Lλ(Ω).

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 2.
В заключение отметим, что результаты, аналогичные изложенным выше, мо-

гут быть получены для нелинейных уравнений произвольного четного порядка с
усиленной эллиптичностью. Это можно сделать с помощью основной теоремы, уста-
новленной в [6].
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