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Вільні коливання п’ятикутних пластин з отвором
Представлено членом-кореспондентом НАН України О.Я Григоренком

Розглянуто вільні коливання ізотропних п’ятикутних пластин з отвором у центрі з різними варіаціями жор-
сткого закріплення на краях та отворі на основі двох різних підходів. Поширено метод скінченних елементів 
до розрахунку частоти та форми вільних коливань пластин вказаного класу. Експериментально визначені 
частоти і форми вільних коливань п’ятикутної пластини з жорстко закріпленим отвором у центрі. Про-
ведене порівняння результатів двома методами показало хорошу збіжність отриманих частот. Реалізовані 
підходи дають можливість досліджувати динамічні характеристики пластин інших конфігурацій і можуть 
бути використані для оцінки точності інших підходів.

Ключеві слова: п’ятикутна пластина з отвором, частота вільних коливань, метод скінченних елементів, 
FEMAP, експеримент.

Пластини різної форми широко використовують в інженерних спорудах, будівлях та інших 
конструкціях, що виготовляються із застосуванням сучасних технологій. Часто пластини 
мають різні геометричні неоднорідності, такі як технологічні отвори, скошені кути тощо. 
При проектуванні пластинчастих конструкцій потрібен розрахунок частот і форм вільних 
коливань на випадок дії раптових динамічних навантажень різної природи. Ця задача є ак-
туальною проблемою прикладної математики та механіки.

В рамках класичної теорії коливань пластин питання про вільні коливання розв’язують 
різними методами [1—5]. Теоретичні дослідження вільних коливань ускладнені значними 
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труднощами реалізації математичної моделі та необхідністю розв’язання складної системи 
диференціальних рівнянь в частинних похідних із змінними коефіцієнтами. Визначення 
частот вільних коливань п’ятикутних пластин пов’язане з проблемами обчислювального ха-
рактеру та необхідністю переходу до неортогональної системи координат. Тому тут доречно 
застосовувати чисельні методи.

Одним із сучасних чисельних методів дослідження частот і форм вільних коливань плас-
тин є метод скінченних елементів (МСЕ). На основі даного методу побудовано роботу ба-
гатьох програм для інженерного розрахунку, наприклад, програми FEMAP з розв’язувачем 
NX Nastran. За допомогою цього програмного комплексу проведено ряд досліджень пластин: 
визначено частоти і форми вільних коливань ізотропних рівнобедрених трикутних пластин 
з вільними краями [6], визначено частоти та форми вільних коливань тонкої жорстко за-
кріпленої квадратної пластини [7], досліджено тонку трикутну, чотирикутну і п’ятикутну 
пластини з різними фізико-механічними характеристиками з вільними краями [8].

Основною перевіркою будь-якого з результатів розрахунків є фізичний експеримент. 
Існують різні експериментальні методи дослідження частот та форм вільних коливань плас-
тин [9—14].

Метою даної роботи є поширення МСЕ на розрахунок частот вільних коливань ізотроп-
ної п’ятикутної пластини з отвором та поширення експерименту Хладні до визначення час-
тот та форм вільних коливань пластин вказаного класу.

Основні співвідношення. При розрахунку МСЕ динамічних процесів рівняння руху 
механічної системи зі скінченною кількістю ступенів вільності за відсутності зовнішніх сил 
описується системою рівнянь Лагранжа ІІ роду:
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де iK  та iM  — матриця жорсткості та матриця мас і-го скінченного елемента відповідно; 

iФ


 — вектор вузлових переміщень і-го елемента, з рівняння Лагранжа (1) отримаємо на-
ступні рівняння руху за відсутності демпфування

0j jФ Ф+ =K M
  , (2)

де K  та M  — матриця жорсткості та матриця мас механічної системи відповідно; jФ


 — век-
тор переміщень вузлів системи, що відповідає j-му ступеню вільності і відтворює j-ту форму 
коливань.

При вільних коливаннях механічної системи всі вузлові точки здійснюють гармонічні 
коливання як функції часу

( ) sinj j jФ t Ф t= ω
 

. (3)
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Після підстановки функцій (3) в рівняння руху (2) визначення власних частот і форм 
коливань зводиться до розв’язання системи алгебраїчних рівнянь

2 0, 1, 2, ...,j j jФ Ф j s−ω = =K M
 

,    (4)

де jω  — пульсація або частота гармонічних коливань.
NX Nastran для визначення власних форм і частот коливань у випадку, коли дисипа-

ція енергії і демпфування не враховується, використовує, як основний, метод Ланцоша, 
що вимагає менших ресурсів у порівнянні з іншими методами. Метод Ланцоша дозволяє 
визначати n -ну кількість необхідних власних значень і форм, при цьому результати мож-
на вважати практично точними для даної дискретної моделі, оскільки похибка складає 

2 –1 –7/ 10j j j jФ Ф Ф−ω K M
  

 .
Результати чисельних розрахунків. В середовищі програми FEMAP побудована гео-

метрична модель пластини у вигляді правильного п’ятикутника зі стороною мa = 87,19 мм, 
товщиною h = 2 мм та отвором у центрі з радіусом r = 6 мм. Як матеріал пластини був ви-
браний алюміній з наступними параметрами: модуль Юнга E = 71 ГПа, коефіцієнт Пуас-
сона 0,33ν = , густина ρ = 27,10 кг/м3. Пластину досліджували при різних варіантах закрі-
плення (рис. 1):

• вільні краї пластини та кромки отвору (FaFh);
• вільно закріплені краї пластини та жорстко закріплені кромки отвору (FaCh);
• жорстко закріплені краї пластини та вільні кромки отвору (CaFh);
• жорстко закріплені краї пластини та кромки отвору (CaCh).
Для порівняння побудована геометрична модель пластини без отвору, яку досліджува-

ли при вільних (Fa) та жорстко закріплених (Сa) краях (рис. 1). Розрахунок проводили на 
визначення частот і форм вільних коливань.

В результаті розрахунків отримано частоти та форми вільних коливань п’ятикутних 
пластин з отвором із чотирма різними варіантами вільного та жорсткого закріплення, а та-
кож п’ятикутних пластин без отвору з вільними та жорстко закріпленими краями.

Перші десять форм коливань п’ятикутних пластин із отворами та без них з вільними 
краями представлені на рис. 2, а.

Відмітимо, що форми коливань для пластинки FaCh, а саме Form 1, Form 2 та Form 8 це 
форми коливань, що відповідають поворотним коливанням відносно вісей системи коорди-
нат, одна з яких перпендикулярна площині пластинки (рис. 2, б), що пояснюється наявністю 
ступенів вільності за рахунок вільних країв. Якщо не враховувати ці форми коливань при 
порівнянні, то отримаємо набір однакових форм коливань для розглянутих пластин, при 
цьому для пла стини з жорстко закріпленим отвором спостерігається зміна порядку формо-
утворення, а також зміщення вузлових ліній до центра, наприклад, Form 3, Form 9 та Form 10.

Частоти вільних коливань п’ятикутних пластин з отворами та без них з вільними кра-
ями та різним закріпленням отвору представлені в табл. 1, де FaCh — перші десять частот, 
FaCh

* — десять частот, що відповідають однаковим формам коливань. Як можна бачити, час-
тоти для однакових форм коливань майже однакові, окрім деяких, що пояснюється зміною 
порядку формоутворення. Наявність незакріпленого отвору трохи зменшує власні частоти 
пластини і не впливає на формоутворення.
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Рис. 1. Геометричні моделі досліджуваних п’ятикутних пластин

Рис. 2. Перші десять форм коливань п’ятикутних пластин з вільними краями
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Перші десять форм коливань п’ятикутних пластин з отворами та без них з жорстко за-
кріпленими краями представлені на рис. 3. Відмітимо, що форми коливань для пластинки 
CaCh порушують порядок формоутворення починаючи з шостої, а форми, у яких всі вузлові 
лінії не проходять через отвір, є видозміненими: Form 8, Form 9, та Form 10.

Частоти вільних коливань п’ятикутних пластин з отворами та без них з жорстко закрі-
пленими краями та різним закріпленням отвору представлені в табл. 2. Як можна бачити з 
таблиці, при жорсткому закріпленні отвору всі частоти більші, що пояснюється накладанням 
додаткових обмежень на ступені вільності гнучкої пластини, в свою чергу наявність неза-
кріпленого отвору трохи зменшує власні частоти пластини і не впливає на формоутворення.

Експериментальний метод. Для оцінки достовірності розрахованих частот і форм віль-
них коливань п’ятикутної пластини з отвором розроблена експериментальна установка з 
механічним збудженням коливання пластини. Форми вільних коливань спостерігаються 
на фіксованій частоті в реальному часі з можливістю реєстрації на фотокамеру. Установка 

Ca

Form 1 Form 2 Form 4Form 3 Form 5

Form 6 Form 7 Form 9Form 8 Form 10

CaFh

CaCh

Ca

CaFh

CaCh

Рис. 3. Перші десять форм коливань п’ятикутних пластин з жорстко закріпленими краями
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Form 26 Form 31

MCEЕксп.

Рис. 4. Деякі форми коливань п’ятикутних пластин, отриманих МСЕ та експеримен-
тально

Таблиця 1. Частоти п’ятикутних пластин з вільними краями

Form
f, Гц

Fa FaFh FaCh FaCh
*

1 605,93 600,48 397,55 629,99
2 605,96 600,50 397,67 630,03
3 1033,47 1009,42 494,43 494,43
4 1434,64 1433,68 629,99 1438,22
5 1434,65 1433,72 630,03 1438,23
6 2072,91 2069,72 1438,22 2314,52
7 2073,00 2069,84 1438,23 2314,68
8 2818,53 2813,64 2024,76 2551,79
9 2818,56 2813,66 2314,52 3299,19

10 3336,49 3320,71 2314,68 3299,59
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представляє собою п’єзокерамічний вібратор [9], який складається зі суцільного стакану з 
набором п’єзокерамічних круглих шайб із титанату барію з контактними пластинками із 
мідної тонкої фольги, через які забезпечується подача змінної напруги на шайби. Стовпчик 
шайб притискується інерційним елементом за допомогою різьбового з’єднання. Сама плас-
тинка горизонтально закріплюється жорстко в центрі за допомогою болтового з’єднання. 
Віброприскорення такого віброзбудження досягають великих значень, які недосяжні інши-
ми типами вібраторів.

Результати експериментальних досліджень. За допомогою віброустановки отримані 
частоти вільних коливань алюмінієвої п’ятикутної пластини з жорстко закріпленим отво-
ром у центрі (FaCh). Результати представлені у табл. 3, де ε  — відхилення між експеримен-
тально отриманими та розрахованими частотами. Нумерація форм коливань здійснювалась 
згідно з нумерацією форм коливань в FEMAP.

Для ілюстрації наведемо деякі форми коливань на відповідних частотах, які отримані 
експериментальним і чисельним методами (рис. 4).

Таблиця 2. Частоти п’ятикутних пластин з жорстко закріпленими краями

Form
f, Гц

Ca CaFh CaCh

1 1299,04 1289,93 3383,81
2 2676,38 2666,95 3571,00
3 2676,54 2667,19 3571,69
4 4314,60 4278,06 4484,57
5 4314,91 4278,24 4484,94
6 4934,76 4884,13 6381,69
7 6350,29 6341,27 6382,00
8 6350,75 6341,53 8261,25
9 7267,92 7186,38 8261,99

10 7268,76 7186,65 8704,35

Таблиця 3. Частоти п’ятикутних пластин (FaCh), з отриманих МСЕ та експериментально

Form
f, Гц

, %ε
Експеримент МСЕ

11 2391 2552 6,31 %
12 3104 3299 5,91 %
17 4146 4180 0,81 %
18 5426 5459 0,60 %
19 5449 5460 0,20 %
25 7277 7552 3,64 %
26 7501 7864 4,62 %
37 11008 11634 5,38 %
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Висновки. У роботі поширено метод скінченних елементів до визначення частоти і 
форми вільних коливань тонких ізотропних п’ятикутних пластин з отвором у центрі при 
різних варіаціях жорсткого закріплення на краях та отворі. 

Для підтвердження чисельно розрахованих частот і форм вільних коливань п’ятикутної 
пластини з жорстко закріпленим отвором у центрі запропоновано експериментальний метод, 
який показав хорошу збіжність отриманих результатів з похибкою, що не перевищує 6,5 %.
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FREE VIBRATIONS OF PENTAGONAL PLATES WITH A HOLE

Free vibrations of isotropic pentagonal plates with a hole in the centre with different variations of rigid fastening 
at the edges and the hole based on two different approaches are considered in the paper. The finite element 
method is widespread for calculating the frequency and form of free vibrations of plates of the specified class. 
Frequencies and forms of free vibrations of a pentagonal plate with a rigidly fixed hole in the centre are determined 
experimentally. A comparison of the results obtained by the two methods was carried out, which showed a good 
convergence of the obtained frequencies. The approaches implemented in the work make it possible to study the 
dynamic characteristics of plates of other configurations and can be used to evaluate the accuracy of other 
approaches.

Keywords: pentagonal plate with a hole, frequency of free vibrations, finite element method, FEMAP, experiment.


