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Àííîòàöèÿ. Äàí àíàëèç ñîñòîÿòåëüíîñòè óñòîé÷èâûõ îöåíîê êîððåëÿöèîí-
íîé ìàòðèöû íàáëþäåíèé ïðè èõ ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçà-
öèè. Äîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè ñ îïòè-
ìàëüíûì ïàðàìåòðîì â êîíòåêñòå ðàçðåøåíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ «âû÷èñëèòåëü-
íàÿ óñòîé÷èâîñòü – ñîñòîÿòåëüíîñòü» âûáîðî÷íûõ îöåíîê êîððåëÿöèîííîé
ìàòðèöû íàáëþäåíèé. Ïîëó÷åí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûé íå èñïîëüçóåò äàííûõ ïðîãíî-
çèðîâàíèÿ è íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãóëÿðèçàöèÿ, ñîñòîÿòåëüíîñòü, óñòîé÷èâîñòü, ñõîäè-
ìîñòü, îöåíêà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîöåäóðà èíâåðñèè êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû íàáëþäåíèé ïðåäñòàâëÿåò îñíî-

âó äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ â ïðèëîæåíèÿõ ñïåêòðàëüíîãî

àíàëèçà, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, òåîðèè óïðàâëåíèÿ,

èäåíòèôèêàöèè è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé [1–3]. Ïðàêòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ äàí-

íîãî êëàññà ïðåäïîëàãàåò çàìåíó àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìû N -ìåðíîé êîððåëÿ-

öèîííîé ìàòðèöû åå âûáîðî÷íîé îöåíêîé, ôîðìèðóåìîé íà êîíå÷íîì âðåìåí-

íîì èíòåðâàëå [ , ]0 T çà L èòåðàöèé ïî èçâåñòíûì âû÷èñëèòåëüíûì àëãîðèò-

ìàì [3–5]. Ýòèì àëãîðèòìàì ñâîéñòâåííî ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ðàíãà

îöåíî÷íîé ìàòðèöû äî ïîëíîãî çíà÷åíèÿ, êîãäà L N� . Â ñâÿçè ñ ñèòóàöèåé,

êîãäà L N� , äàííûé ïðîöåññ â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè ïîðîæäàåò ïðîá-

ëåìó âûðîæäåíèÿ îöåíî÷íîé ìàòðèöû. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê ïîòåðå âû÷èñëè-

òåëüíîé óñòîé÷èâîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ íà íåîïðåäåëåííîì èíòåðâàëå èòåðàöèé

L N� �[ , ]1 1 , êîãäà ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû N èìååò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå.

Ïðåîäîëåíèå äàííîé ïðîáëåìû ñâÿçàíî ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçà-

öèè [3, 5]. Îñíîâó åå ñîñòàâëÿåò ñèíòåç ðåãóëÿðèçèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, â êîòîðîì

ïðèîðèòåòíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò çàäà÷à ïîèñêà, âûáîðà è îïòèìèçàöèè ñòàòè÷åñ-

êîãî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè �. Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ðåøåíèå çàäà÷è âîñõî-

äèò ê ðàáîòàì Òèõîíîâà À.Í. [6, 7]. Â ïóáëèêàöèÿõ [3–5] èçëîæåíû ðåøåíèÿ îáðàò-

íûõ çàäà÷ ñ ðåãóëÿðèçàöèåé ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè êîððåëÿöèîííîé

ìàòðèöû íàáëþäåíèé ñòàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè ýòèì

ìåòîäàì ïðèñóùè ðåñóðñíûå îãðàíè÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîãî è âû÷èñëèòåëüíîãî õà-

ðàêòåðà. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïîðîæäàþò äèàëåêòè÷åñêîå ïðîòèâîðå÷èå ïî êðèòåðèþ

«âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü – ñîñòîÿòåëüíîñòü» âûáîðî÷íîé îöåíêè êîððåëÿöè-

îííîé ìàòðèöû íàáëþäåíèé [3, 4]. Ïðåîäîëåíèå äàííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñâÿçàíî

ñ äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé òàêèõ îöåíîê [8], ñîãëàñíî êîòîðîé ðåãóëÿðèçèðóþ-

ùèé ïàðàìåòð � îáðàòíîé çàäà÷è äîëæåí îáíîâëÿòüñÿ â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìå-

íè. Äàííîå ñóæäåíèå ïîëó÷èëî ñâîå ðàçâèòèå â øèðîêîì ñïåêòðå ïðèëîæåíèé [2–4],

ãäå âîñòðåáîâàííûì îêàçàëîñü ïðàâèëî îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè äèíàìè-

÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè îöåíîê êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû, äåòåðìèíèðóþùåå çàâèñè-

ìîñòü êîíñòàíòû ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ïàðàìåòðà îò îáúåìà îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Íåãåíòðîïèéíîñòü èññëåäîâàíèé îáåñïå÷èâàåò âû÷èñëåíèå óñòîé÷èâûõ è ñîñòîÿ-

òåëüíûõ îöåíîê êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû íàáëþäåíèé.
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Öåëü ðàáîòû — óäîâëåòâîðåíèå êðèòåðèÿ «âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü —

ñîñòîÿòåëüíîñòü» âûáîðî÷íûõ îöåíîê êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû íàáëþäåíèé ìå-

òîäîì äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ È ÑÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÑÒÈ
ÎÖÅÍÎÊ ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ

Èçëîæåííàÿ âûøå ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ íà ìíîãîìåðíîì êîìïëåêñíîì ãàóññîâ-

ñêîì ðàñïðåäåëåíèè p( )U , ãäå U U U U� [ , , , , ]1 � �k L — ñîâîêóïíîñòü L êîì-

ïëåêñíûõ N -ìåðíûõ âåêòîðîâ. Èçâåñòíûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò

àíàëèçèðîâàòü ïðîöåññû ñõîäèìîñòè îöåíîê ìàòðèö
~
A è

~
A �1 îòíîñèòåëüíî èõ

âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè ïðè ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè-

÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè.

Ïóñòü â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ãèëüáåðòà íàáëþäàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé-

íûé âåêòîðíûé ïðîöåññ U S n( ) ( ) ( )t t t� � , ïðåäñòàâëÿþùèé àääèòèâíóþ ñìåñü

îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ïîëåçíîãî ñèãíàëà S( )t è øóìà n ( )t , íîðìû êîòîðûõ óäîâ-

ëåòâîðÿþò óñëîâèþ || ( ) | |S t � � , | | ( ) | |n t � � . Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû âòîðîãî ïî-

ðÿäêà âåêòîðîâ S( )t è n ( )t ïðè �-êîððåëÿöèè øóìà îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè [1]

A S SS
T

T
H

T
t t dt�

�

	






�

�




�� �lim ( ) ( )

1

0

,

A n n In
T

T
H

n
T

t t dt P�
�

	






�

�





�

�� �lim ( ) ( )
1

0

,

lim ( ) ( )
T

T
H

T
t t dt

�� �
�

	






�

�





�

1

0

S n 0 ,

ãäå Pn — ìîùíîñòü øóìà; { }� H — êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ òðàíñïîçèöèÿ

(îïåðàöèÿ íàä ýðìèòîâîé ìàòðèöåé); 0 è I — íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ N -ìåðíûå
ìàòðèöû.

Èñõîäÿ èç ïðèíÿòîé ìîäåëè, àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìû ïðÿìîé A è îáðàòíîé

A �1 êîððåëÿöèîííûõ ìàòðèö âåêòîðà íàáëþäåíèÿ U( )t îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäåëàìè
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Ïîëíûé ðàíã ìàòðèöû A : rank ( )A � N âñåãäà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå

îáðàòíîé ìàòðèöû A �1. Ïðè êîíå÷íîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèé [ , ]0 T àñèìïòîòè-

÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö A è A �1 çàìåíÿþòñÿ èõ îöåíêàìè
~
A è

~
A �1, êîòî-

ðûå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íå îòëè÷àþòñÿ ïîëíîòîé ðàíãà [2, 3, 5].

Ñïðîåöèðóåì çàäà÷ó ôîðìèðîâàíèÿ îöåíîê ìàòðèö A è A �1 íà ñåòêó âðå-

ìåííûõ îòñ÷åòîâ, êîãäà ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà ìàòðèöû A èìååò

âèä [2]
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Àëãîðèòì (1) îòðàæàåò ïðîöåññ ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ ìàòðèö åäèíè÷íîãî

ðàíãà U Uk k
H k L� �[ , ]1 â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè. Ïðè âîçðàñòàíèè îáúåìà

âûáîðêè L äî ïîðÿäêà N êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû, ò.å. L N� , îöåíêà
~

( )A L äîñ-

òèãàåò ïîëíîãî ðàíãà: rank [
~

( )]A L N� . Äàëüíåéøåå âîçðàñòàíèå îáúåìà âûáîðêè

L L N: � â ïðèñóòñòâèè âíóòðåííåãî øóìà ñîïðîâîæäàåòñÿ åñòåñòâåííîé ðåãóëÿ-

ðèçàöèåé (ñàìîðåãóëÿðèçàöèåé) ìàòðèöû
~

( )A L . Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ìàòðèöû
~

( )A L è åå èíâåðñèÿ
~

( )A �1 L ñòðåìÿòñÿ ê ñâîèì àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìàì [9]:
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Â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå êðèòåðèåì óñòîé÷èâîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè

îöåíîê (1)–(5) ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ íîðì [6, 7]:
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Îöåíêà ñ÷èòàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Àäàìàðó, åñëè � �( )L � � � , ãäå � — íåêî-

òîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îöåíêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè, åñëè âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå èõ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ê ñîîòâåòñòâóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ôîð-
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Ñëîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòåé �( )L è �( )L âûçâàíà íåîïðåäåëåííîñòüþ ðå-

çóëüòàòîâ ââèäó âûðîæäåíèÿ îöåíêè N -ìåðíîé ýðìèòîâîé ìàòðèöû íåïîëíîãî ðàíãà
~

( )A L â îáëàñòè ïîòåðè âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè G G L L N L L: , ( ): ( ){ : }� � �� � .

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîâåäåíèå èìèòàöè-

îííûõ èññëåäîâàíèé, êîòîðûå äîñòîâåðíû îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè îöåíîê
~

( )A L ,
~

( )A �1 L ê èõ àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìàì. Ñõîäèìîñòü îöåíîê (1)–(5) äåìîí-

ñòðèðóþò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1–3 â âèäå óñðåä-

íåííûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàâèñèìîñòåé �( )L è �( )L ïðè ïîðÿäêå ìàòðèöû N �10.

Íà ðèñ. 1 çàâèñèìîñòè �( )L è �( )L îòðàæàþò ñõîäèìîñòü îöåíîê (1) è (3).

Êðèâûå ñõîäèìîñòè �( )L è �( )L , ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 2, ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåäó-
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ðå âû÷èñëåíèÿ îöåíêè
~

( )A L ïî àëãî-

ðèòìó (2) ñ äàëüíåéøèì îáðàùåíèåì

ðåçóëüòàòà ïî àëãîðèòìó (4).

Çàâèñèìîñòü �( )L íà ðèñ. 3 èë-

ëþñòðèðóåò ñõîäèìîñòü îöåíêè
~

( )A �1 L ,

ïîëó÷åííîé ïî ðåêóððåíòíîìó àëãî-

ðèòìó (5) äëÿ óñëîâèé
~
A U U1 1 1

� H

(êðèâàÿ 1) è
~
A I1 � (êðèâàÿ 2).

Òåíäåíöèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé

�( )L è �( )L óêàçûâàåò íà ðÿä èõ îñîáåí-

íîñòåé:

— îöåíêè (1)–(5) îòíîñÿòñÿ ê êëàñ-

ñó ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê;

— àëãîðèòìû (2), (4) è (5) ââèäó èõ ðåêóððåíòíîé ôîðìû îáëàäàþò ñâîéñòâîì

ñãëàæèâàíèÿ îöåíîê
~

( )A L è
~

( )A �1 L , ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá èõ ýôôåêòèâíîñòè ïî

îòíîøåíèþ ê àëãîðèòìàì ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ (1) è (3);

— àëãîðèòìû (3)–(5) äëÿ óñëîâèÿ
~
A U U1 1 1

� H èìåþò îáëàñòè ïîòåðè âû÷èñ-

ëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè G îöåíêè
~

( )A �1 L , çäåñü L N� �10. Îäíàêî â ñëó÷àå
~
A I1 � îöåíêà (5) óñòîé÷èâà â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè, íî ïðè ýòîì îíà íå

óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ �( )L � 1 íà âñåì èíòåðâàëå çíà÷åíèé L (ñì. ðèñ. 3, êðè-

âàÿ 2).

Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè (3)–(5) ìàòðèöû
~

( )A �1 L íå âñåãäà

óñòîé÷èâû â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè. Óñòîé÷èâîñòü ýòèõ îöåíîê îáåñïå÷è-

âàåòñÿ ìåòîäîì ñòàòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè [2, 5–7]. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èññëåäîâàíèå ñîñòîÿòåëüíîñòè ðåãóëÿðèçèðîâàííûõ îöå-

íîê (3)–(5).

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÎÖÅÍÎÊ ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ
ÏÐÈ ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ

Ñòàòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðåäïîëàãàåò «ïðèíóäèòåëüíûé» ñäâèã ñïåêòðà èñ-

õîäíîé îöåíêè ìàòðèöû
~

( )A L âïðàâî íà ôèêñèðîâàííóþ âåëè÷èíó ðåãóëÿðèçè-

ðóþùåãî ïàðàìåòðà � �� �f ( ) 0, êîòîðûé ñîãëàñîâàí ñ óðîâíåì îøèáêè �:
~

( )
~

( )A A I� �L L� � [7, 8]. Ýòî ãàðàíòèðóåò âû÷èñëèòåëüíóþ óñòîé÷èâîñòü îöåí-
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Ðèñ. 3

lg[ ( )]� L

lg( )L

1

2

Ðèñ. 2

lg[ ( )], lg[ ( )]� �L L

�( )L

�( )L

lg( )L

Ðèñ. 1

lg[ ( )], lg[ ( )]� �L L

lg( )L

�( )L

�( )L



êè
~

( ) [
~

( ) ]A A I� �� �� �1 1L L íåçàâèñèìî îò îáúåìà âûáîðêè L : | |
~

( ) | |A �
� � �1 k

� �k L[ , ]1 , íî íàðóøàåò åå ñîñòîÿòåëüíîñòü.

Ïî àíàëîãèè ñ (6) è (7) ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ïðÿìîé
~

( )A � L è îáðàòíîé

~
( )A �

�1 L ìàòðèö èññëåäóåì ïî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçèðîâàííûõ ìàò-

ðè÷íûõ íîðì:

� �
�

( )
| |

~
( ) | |

| | | |
L

L
�

�A A

A

2

2
, (8)

� �
�

( )
| |

~
( ) | |

| | | |
L

L
�

�� �

�

A A

A

1 1 2

1 2
. (9)

Â ñâîåì ïðåäåëå, íåñìîòðÿ íà ñîñòîÿòåëüíîñòü èñõîäíîé îöåíêè
~

( )A L , ìàò-

ðè÷íàÿ íîðìà � � ( )L íå äîñòèãàåò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ è îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé

ôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè � : lim ( ) | | | |
L

L N
��

�� � �� ��
2 2 0A .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè � îöåíêà
~

( )A � L íå óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ ñîñòîÿòåëüíîñòè P L
L
lim ( )
��

��
�
�

�
�
�

�� � 0 1.

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íîé íîðìû � � ( )L âûïîëíèì, èñ-

ïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A è åå îöåíêè
~

( )A L [7]:

A Ï�
�
� � i

i

N

i

1

, (10)

~
( )

~
( )

~
( )A ÏL L Li

i

N

i�
�
� �

1

, (11)

ãäå � �i i� ( )A è
~

( )
~

[
~

( )]� �i iL L� A — ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A è îöåíêè
~

( )A L ñîîòâåòñòâåííî; Ï e ei i i
H� è

~
( ) ~ ( )~ ( )Ï e ei i i

HL L L� — ïðîåêòîðû íà ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû e e Ai i� ( ) è ~ ( ) ~ [
~

( )]e e Ai iL L� ìàòðèöû A è îöåíêè
~

( )A L ñîîò-

âåòñòâåííî.

Âûðàæåíèå (11) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìó ïðÿìîé ìàò-

ðèöû A êàê ïðåäåë: A Ï Ï� �
� �� �
� �� �i

i

N

i
L

i

i

N

iL L

1 1

lim
~

( )
~

( ). Òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðå-

õîä â ñèëó èçâåñòíûõ ëåìì òåîðèè ïðåäåëîâ î ñóììèðîâàíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ è

ïðîèçâåäåíèè îãðàíè÷åííîé ïåðåìåííîé íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó ãàðàíòè-

ðóåò ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùèõ ïðåäåëîâ: � �i
L

i L�
��
lim

~
( ) è Ï Ïi

L
i L�

��
lim

~
( )

� �i N[ , ]1 (ñì. [7]).

Â ýòîì êîíòåêñòå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû A �1 è åå ðå-

ãóëÿðèçèðîâàííîé îöåíêè
~

( )A �
�1 L èìååò âèä:

A Ï�

�

� �1

1

1

� ii

N

i , (12)

~
( ) ~

( )

~
( )A Ï�

� �

�

�

�
�

�1

1

1
L

L
L

ii

N

i . (13)
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Èñõîäÿ èç (12) è (13) èìååì çíà÷åíèå ìàòðè÷íîé íîðìû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

îáúåìà âûáîðêè L :

�
� � � �

� ( ) ~
( )

~
( )L

L
L

ii

N

i
i

i

i�
�

�

�
�

 

!

"
"

� �
�

�

�

�

�
1 1 1

2
1

1

tr Ï Ï
	





�

�





�
�
�

��

�
�
�

���
�
i

N

1

2

.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëîâ äëÿ � i è Ï i i N� �[ , ]1 ,

à òàêæå óñëîâèÿ tr Ï i �1 èìååì ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ìàòðè÷íîé íîðìû � � ( )L :

lim ( )
( )L

ii

N

i ii

L
�� �

�

�

�
�

�

�
�

 

!

"
" �

�

	



�

�

��

�

�

� � �
�

1

2
1

1 2

1

N

� � 0 . (14)

Âûðàæåíèå (14) äåìîíñòðèðóåò íåñîñòîÿòåëüíîñòü ðåãóëÿðèçèðîâàííîé

îöåíêè
~

( )A �
�1 L ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå �� 0 : P L

L
lim ( )
��

��
�
�

�
�
�

#� � 0 1.

Êîíêðåòíûå ñâîéñòâà êàæäîé ðåãóëÿðèçèðîâàííîé îöåíêè (3)–(5) îòðàæàþò

ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâèñèìîñòè � � ( )L , ïðåäñòàâëåííûå ñîîòâåòñòâåííî íà

ðèñ. 4–6 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé �: {0.1; 0.3; 0.7}

è ìàòðèöû ïîðÿäêà N �10. Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû òåîðåòè÷åñêèå

ïðåäåëû (14).

Àíàëèç ñõîäèìîñòè òðàåêòîðèé � � ( )L êàæäîé ðåãóëÿðèçèðîâàííîé îöåíêè
~

( )A �
�1 L (3)–(5) ê èõ òåîðåòè÷åñêîìó ïðåäåëó (10) çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé L ïî-

êàçûâàåò, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè âñå îíè óñòîé÷èâû, íî íåñîñòîÿòåëüíû:

~
( ) : ( ) [ , ]; lim ( )A � � �� ��

��
� � � � ��

�
�

�
�
�

#
�
�
�

1 1 0 1L k k L P L
L

�
�
�

.

Âûáîð âåëè÷èíû ñòàòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè � îïðåäåëÿåòñÿ òðå-

áóåìîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ � � ( )L äëÿ çàäàííîãî îáúåìà âûáîðêè L. Ïðàâèëî

âûáîðà � � � �� [ ( )]L ïðåäóñìàòðèâàåò êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ ïðèáëèæå-

íèÿ � � ( )L è îáúåìîì âûáîðêè L. Äîñòèæåíèå òàêîãî êîìïðîìèññà â óñëîâèÿõ àï-

ðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû ñïåêòðà êîððåëÿöèîííîé ìàò-

ðèöû
~

( )A �
�1 L âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òàêîé íåîïðåäåëåííîñòè

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà �. Îäíàêî íåîïðàâäàííîå

óâåëè÷åíèå ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ïàðàìåòðà óõóäøàåò ñîîòâåòñòâèå îöåíîê (3)–(5)

èñõîäíûì äàííûì, íàðóøàÿ òåì ñàìûì èõ ñîñòîÿòåëüíîñòü, à çíà÷èò, è âîçìîæ-

íîñòü ñàìîðåãóëÿðèçàöèè (ñì. ðèñ. 4–6).

Êàê èçâåñòíî [7], óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä ê ïîèñêó ñòàòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ðåãó-

ëÿðèçàöèè, îïòèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ «âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü – ñîñòîÿòåëü-
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Ðèñ. 4

lg[ ( )]�� L

lg( )L

� � 0.1

0.3

0.7

Ðèñ. 5

lg( )L

lg[ ( )]�� L

0.7

0.3

� � 0.1



íîñòü», â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóåò.

Ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíûì ïîäõîä, ïðè êîòî-

ðîì èñïîëüçóåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñïîñîá-

íîñòü îöåíîê
~

( )A L è
~

( )A �1 L ê ñàìîðå-

ãóëÿðèçàöèè. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî îöå-

íîê óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü

ïåðåõîäà îò ñòàòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè

(� � const) ê ìîíîòîííîìó óáûâàíèþ âå-

ëè÷èíû ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ïàðàìåòðà

ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ îáúåìà âûáîðêè:

lim ( ) ,
L

L
��

�� 0 ò.å. ê äèíàìè÷åñêîé ðåãó-

ëÿðèçàöèè âûáîðî÷íûõ îöåíîê êîððåëÿ-

öèîííûõ ìàòðèö
~

( )A L è
~

( )A �1 L .

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß ÂÛÁÎÐÎ×ÍÛÕ ÎÖÅÍÎÊ
ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ

Äèíàìè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ âûáîðî÷íîé îöåíêè êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû

íàáëþäåíèé îñíîâàíà íà òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

ñ âîçìóùåííûìè èñõîäíûìè äàííûìè [7, 8]. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè �( )L óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ lim ( )
L

L
��

�� 0 ïðè �( )1 � 0, òî äëÿ ðåãóëÿðèçèðîâàííûõ îöåíîê

~
( )

~
( ) ( )A A I� �L L L� � è

~
( ) [

~
( ) ( ) ]A A I� �� �� �1 1L L L èìååò ìåñòî èõ ñõîäèìîñòü

ê àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìàì: A A�
��
lim

~
( )

L
L� , A A�

��

��1 1lim
~

( )
L

L� . Ñëåäîâàòåëü-

íî, â îòëè÷èå îò (10) ìàòðè÷íàÿ íîðìà � � ( )L èìååò íóëåâîé ïðåäåë

lim ( )
L

L
��

�� � 0 è äëÿ ëþáîãî L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � � ( )L � � . Ýòî ñâèäå-

òåëüñòâóåò î âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè
~

( )A �
� �1 L

� � �[
~

( ) ( ) ]A IL L� 1 ñ ïàðàìåòðîì �( )L .

Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè àëãî-

ðèòìû (3)–(5) âû÷èñëåíèÿ èíâåðñèè îöåíêè ìàòðèöû
~

( )A �
�1 L òðàíñôîðìèðóþòñÿ

ê ñëåäóþùåìó âèäó [9, 10]:

~
( ) ( )A U U I� ��

�

�

� �
�

	





�

�





�1

1

1

L L Lk k
H

k

L

, (15)

~
( )

~
[( )

~
( ) ]

( ) ( )A A A U U I� � � �� �
�

�� � � � �1 1
1

11L L L L
L L L L

H , (16)

~
( )

~

( )

~
( ( ) )

( )

( )
A A I

A U U I
� �

�
�

� � �
�

� �
�

�
�

1 1 1
1

1
L

L

L

L

L
L

L L L
H

� � �

�

�
�

��

�

�
�

��
�

�
� �

�

1
1

1 1
tr [

~
( ( ) )]

~

( )

( )
A U U I

A

�

�
�

L L L
H L

L

1 . (17)

Òåíäåíöèÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñõîäèìîñòè � � ( )L îöåíîê (3)–(5) ê àñèìïòî-

òè÷åñêîé ôîðìå A �1 (ñì. ðèñ. 1–3) ïîçâîëÿåò, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé

îòíîñèòåëüíî îöåíîê (15)–(17), îãðàíè÷èòüñÿ èññëåäîâàíèåì òîëüêî àëãîðèò-

ìà (17). Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè
~

( )A L è ðåçóëüòàòû

÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà (ñì. ðèñ. 1–3) óêàçûâàþò íà öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëü-

çîâàíèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ìîíîòîííîãî çàêîíà óáûâàíèÿ ïàðàìåòðà

äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè �( )L ïðè âîçðàñòàíèè îáúåìà âûáîðêè L , ò.å. ñëå-
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äóþùåãî àëãîðèòìà [10]:

�( )L g L L� �( ) 1, (18)

ãäå g L( ) — íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ.

Òðàåêòîðèè ñõîäèìîñòè � � ( )L îöåíêè ìàòðèöû
~

( )A �
�1 L äëÿ àëãîðèòìà äèíà-

ìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè (18) ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ g � 0 âåñîâîé ôóíêöèè

g L( ) îáîáùàåò íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü

� �
�

( , )
| |

~
( , ) | |

| | | |
L g

L g
�

�� �

�

A A

A

1 1 2

1 2
.

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíî òðåõìåðíîå èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè � � ( , )L g äëÿ

ñèòóàöèè N � 20. Ââèäó êâàäðàòè÷íîãî õàðàêòåðà ôóíêöèè � � ( )L ïîâåðõíîñòü

� � ( , )L g èìååò òàê íàçûâàåìûé «îâðàã», êîîðäèíàòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò

÷èñëåííîìó ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è � �� �( ) min ( , )L L g
g g

opt �
�$

ïî

ïàðàìåòðó g , ãäå $ g — ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé g � 0 âåñîâîé ôóíê-

öèè g L( ) [9, 10].

Â àíàëîãîâîì ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû òðàåêòîðèè ýòîãî îâðàãà ñîîòâåò-

ñòâóþò ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ dg t dt N g t g( ) / ( ) , ( )� � ��1 1 0 1,

â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîòîðîãî íà ñåòêå èç L âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ èìååì

g L N N
L

N
g( ) ( )exp , ( )� � � �

��

�
�

 

!
" �1

1
1 1.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòðàæàåò ïðîöåññ ñõîäèìîñòè âåñîâîé ôóíêöèè g L( ) ê

åå îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ g g L N
L

opt � �
��
lim ( ) . Òîãäà àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ïàðàìåòðà �( )L opt îöåíêè ìàòðèöû
~

( )A L

èìååò âèä

�( )L g L NLopt opt� �� �1 1. (19)

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè (19) îáëàäàåò ñëåäóþ-

ùèìè ïðåèìóùåñòâàìè â ñðàâíåíèè ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [2–5, 7, 9, 10]:

— îäíîçíà÷íî ñâÿçûâàåò îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçà-

öèè �( )L opt ñ ðàçìåðîì N N� êîððå-

ëÿöèîííîé ìàòðèöû A è îáúåìîì âû-

áîðêè L;

— îòëè÷àåòñÿ ïðîñòîòîé âû÷èñëè-

òåëüíûõ îïåðàöèé â ðåàëüíîì ìàñøòà-

áå âðåìåíè è èñêëþ÷àåò ïðîáëåìó âû-

áîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè â óñëî-

âèÿõ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè

îòíîñèòåëüíî èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ

èíôîðìàöèîííîé çàäà÷è.

Îïðåäåëÿþùèì ïðåèìóùåñòâîì

äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè �( )L opt

ïî àëãîðèòìó (19) ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâî-

ðåíèå îöåíîê (15)–(17) êîððåëÿöèîííîé

ìàòðèöû A �1 êðèòåðèþ «âû÷èñëèòåëü-

íàÿ óñòîé÷èâîñòü – ñîñòîÿòåëüíîñòü».
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Ñïðàâåäëèâîñòü òàêîãî óòâåðæäåíèÿ îòðà-

æàåò ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé ñõîäèìîñòè

� � ( )L îöåíêè (17) íà ðèñ. 8. Êðèâûå ãðà-

ôèêîâ, îòìå÷åííûå ñïëîøíûìè ëèíèÿìè,

ïðåäñòàâëÿþò ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé ñõî-

äèìîñòè � � ( )L äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé

N �10, N � 30 è N � 50 ïðè îïòèìàëüíîé

ðåãóëÿðèçàöèè (19). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïóíê-

òèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû òðàåêòîðèè

ñõîäèìîñòè �( )L íåðåãóëÿðèçèðîâàííîé

ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè (5), êîòîðûå èë-

ëþñòðèðóþò ïîòåðþ åå âû÷èñëèòåëüíîé

óñòîé÷èâîñòè ïðè L N� , ÷òî íå ñâîé-

ñòâåííî îöåíêå (19) ïðè äèíàìè÷åñêîé ðå-

ãóëÿðèçàöèè ñ ïàðàìåòðîì �( )L opt .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåí îäèí èç ïðîáëåìíûõ âîïðîñîâ ïîèñêà îïòèìàëü-

íûõ ðåøåíèé îáðàòíûõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè. Â ðåçóëü-

òàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ðàçðàáîòàí îïòèìàëüíûé ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñ-

êîìó ïðèáëèæåíèþ àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè îöåíîê êîððåëÿöèîí-

íîé ìàòðèöû íàáëþäåíèé; äîêàçàíî ðàâåíñòâî ìåæäó îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì

ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçèðóþùåé ôóíêöèè è ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû; ïîêàçàíî ïðå-

èìóùåñòâî îïòèìàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè îòíîñèòåëüíî âû÷èñëèòåëü-

íîé óñòîé÷èâîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè âûáîðî÷íûõ îöåíîê êîððåëÿöèîííîé ìàòðè-

öû íàáëþäåíèé.

Îáëàäàÿ ñâîéñòâîì ñàìîðåãóëÿðèçàöèè âûáîðî÷íûõ îöåíîê êîððåëÿöèîí-

íîé ìàòðèöû, ìåòîä äèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè ñ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì

ïðåäñòàâëÿåò àëüòåðíàòèâó ñòàòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò èñ-

êëþ÷èòü èç ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îáëàñòü âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè,

â êîòîðîé èíôîðìàöèîííûå ïîòåðè ìàêñèìàëüíû, à òàêæå ïîëó÷èòü ðåøåíèå îá-

ðàòíîé çàäà÷è â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè áåç ïðèâëå÷åíèÿ äàííûõ ïðîãíîçèðî-

âàíèÿ è äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà ïîèñê îïòèìàëüíîãî çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè.
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Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî àíàë³ç êîíçèñòåíòíîñò³ ñò³éêèõ îö³íîê êîðåëÿö³éíî¿
ìàòðèö³ ñïîñòåðåæåííÿ çà ¿õíüî¿ ñòàòè÷íî¿ òà äèíàì³÷íî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿. Äî-
âåäåíî ïåðåâàãó ìåòîäó äèíàì³÷íî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ ç îïòèìàëüíèì ïàðàìåò-
ðîì ó êîíòåêñò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ñóïåðå÷íîñò³ «îá÷èñëþâàëüíà ñò³éê³ñòü – êîí-
çèñòåíòí³ñòü» âèá³ðêîâèõ îö³íîê êîðåëÿö³éíî¿ ìàòðèö³ ñïîñòåðåæåíü. Îòðè-
ìàíî àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà äèíàì³÷íî¿
ðåãóëÿðèçàö³¿, ÿêèé íå âèêîðèñòîâóº äàíèõ ïðîãíîçóâàííÿ òà íå ïîòðåáóº
äîäàòêîâèõ îá÷èñëþâàëüíèõ âèòðàò.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ðåãóëÿðèçàö³ÿ, êîíçèñòåíòí³ñòü, ñò³éê³ñòü, çá³æí³ñòü, îö³íêà.

V.V. Skachkov, V.V. Chepkii, O.M. Yefymchykov,
O.Yu. Korkin, A.A. Goncharuk
SOLVING THE PROBLEM OF GENERATING STABLE AND CONSISTENTESTIMATES
OF THE CORRELATION MATRIX OF OBSERVATIONS BY THE DYNAMIC
REGULARIZATION METHOD

Abstract. The consistency of stable estimates of the correlation matrix of
observations with their static and dynamic regularization is analyzed. The
advantage of the dynamic regularization method with the optimal parameter in
the context of resolving the contradiction of computational stability and
consistency of sample estimates of the correlation matrix of observations is
proved. An algorithm is obtained for calculating the optimal dynamic
regularization parameter, which does not use forecasting data and does not
require additional computational costs.

Keywords: regularization, consistency, stability, convergence, evaluation.
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