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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ ð³âíîâàãè ò³ë ó ïåðåì³ùåííÿõ ³ç çà-
äàíèìè íà ïîâåðõí³ ò³ëà íàïðóãàìè. Çàçíà÷åíà çàäà÷à íå ìàº ºäèíîãî ðîç-
â’ÿçêó íà âñüîìó ïðîñòîð³ âåêòîð-ôóíêö³é, äå â³í ³ñíóº. Â ðîáîò³ çàïðîïî-
íîâàíî ³ äîñë³äæåíî äâ³ âàð³àö³éí³ çàäà÷³ äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ç ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì íà âñüîìó ïðîñòîð³. Ìàòåìàòè÷íèì
àïàðàòîì äîñë³äæåííÿ ñëóãóº îäèí ³ç âàð³àíò³â íåð³âíîñò³ Êîðíà, äîâåäåíî¿
ó ñòàòò³. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ äèñêðåòèçàö³¿ öèõ âàð³àö³éíèõ çàäà÷ ìåòîäîì
ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ³ çá³æíîñò³ äèñêðåòíèõ ðîçâ’ÿçê³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çàäà÷à òåîð³¿ ïðóæíîñò³, âàð³àö³éí³ ïîñòàíîâêè, ³ñíóâàííÿ
ºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó ó ôóíêö³îíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, äèñêðåòí³ çàäà÷³, ìåòîäè
ðîçâ’ÿçóâàííÿ äèñêðåòíèõ çàäà÷.

ÂÑÒÓÏ

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ áàãàòüîõ óñòàëåíèõ ïðîöåñ³â ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðî-

äè ÷àñòî ïðèçâîäèòü äî êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ÷àñ-

òèííèõ ïîõ³äíèõ åë³ïòè÷íîãî òèïó, ÿê³ ìàþòü ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê íà ï³äïðîñòîð³

ôóíêö³é ³ç ôóíêö³îíàëüíîãî ïðîñòîðó, äå â³í ³ñíóº. Öå ñòàö³îíàðí³ çàäà÷³ òåïëî-

ïðîâ³äíîñò³, ô³ëüòðàö³¿, äèôóç³¿, åëåêòðîñòàòèêè, ìàãí³òîñòàòèêè, çàäà÷³ ïðóæ-

íî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ð³çíèõ îá’ºêò³â ³ êîíñòðóêö³é. Çàçâè÷àé ö³ çàäà÷³ ðîç-

â’ÿçóþòü ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü (ÌÑÐ) ³ ìåòîäó ñê³í÷åí-

íèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ), ÿê³ ðîçãëÿíóòî ó ÷èñëåííèõ ñòàòòÿõ ³ ìîíîãðàô³ÿõ.

Öþ ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâ³ ³ äîñë³äæåííþ íîâèõ âàð³àö³éíèõ ³ äèñêðåò-

íèõ çàäà÷ äëÿ ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ³ç çàäàíèìè íà ãðàíèö³ îáëàñò³

íàïðóãàìè. Ó ðåçóëüòàò³ äèñêðåòèçàö³¿ ö³º¿ çàäà÷³ çà äîïîìîãîþ ÌÑÐ ÷è ÌÑÅ áåç

óðàõóâàííÿ óìîâ, ùî âèçíà÷àþòü ºäèíèé ¿¿ ðîçâ’ÿçîê, îòðèìóþòü ñèñòåìè

ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (ÑËÀÐ) ³ç ñèìåòðè÷íèìè, äîäàòíî-íàï³ââèçíà÷å-

íèìè ìàòðèöÿìè ³ ïðàâèìè ÷àñòèíàìè, ÿê³ ìîæóòü çàäîâîëüíÿòè àáî íå çàäîâîëü-

íÿòè óìîâè ðîçâ’ÿçíîñò³. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïîñòàº ïèòàííÿ ïðî çíàõîäæåííÿ

îäíîãî ³ç ðîçâ’ÿçê³â ÑËÀÐ, à â äðóãîìó — ïðî îá÷èñëåííÿ íîðìàëüíîãî ïñåâäî-

ðîçâ’ÿçêó. Çâè÷àéíî, çíàõîäèòè îäèí ³ç ðîçâ’ÿçê³â àáî ïñåâäîðîçâ’ÿçê³â öèõ

ÑËÀÐ ìîæíà çà äîïîìîãîþ ïðÿìèõ àáî ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â, ðîçðîáëåíèõ äëÿ

ñèñòåì ç äîâ³ëüíèìè ìàòðèöÿìè (äèâ., íàïðèêëàä, [1–3] òà çàçíà÷åí³ ó öèõ ðîáî-

òàõ ïîñèëàííÿ). Ïðîòå ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ìàòðèöü äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ òà-

êèõ ñèñòåì áóäóþòü á³ëüø åêîíîì³÷í³ ìåòîäè. Ïîÿâà öèõ çàäà÷ ñòàëà ïîøòîâõîì

äî ðîçðîáëåííÿ ³òåðàö³éíèõ ïðîöåñ³â, ÿê³ çá³ãàþòüñÿ íà ï³äïðîñòîð³. ²òåðàö³éíèì
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ìåòîäàì íà ï³äïðîñòîð³ ïðèñâÿ÷åíî çíà÷íó ê³ëüê³ñòü ðîá³ò (äèâ., íàïðèêëàä,

[4–11]). Ó íèõ çäåá³ëüøîãî ðîçâ’ÿçóâàëîñÿ ïèòàííÿ àäàïòàö³¿ ³òåðàö³éíèõ ïðî-

öåñ³â, ðîçðîáëåíèõ äëÿ ÑËÀÐ ç äîäàòíî-îçíà÷åíèìè ñèìåòðè÷íèìè ìàòðèöÿìè,

äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÀÐ ç ñèìåòðè÷íèìè äîäàòíî-íàï³ââèçíà÷åíèìè ìàòðèöÿìè.

Òàê, äëÿ äèñêðåòíî¿ çàäà÷³ Íåéìàíà äîñë³äæåíî â³äîì³ ³òåðàö³éí³ ìåòîäè: ìåòîä

çì³ííèõ íàïðÿìê³â [12], ìåòîä âåðõíüî¿ ðåëàêñàö³¿ [13, 14], ìåòîä ñïðÿæåíèõ

ãðàä³ºíò³â [15], äâîñòóïåíåâèé ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ [16]. Ö³ ìåòîäè äëÿ

ðîçâ’ÿçàííÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ çàäàíèõ

íà ãðàíèö³ îáëàñò³ íàïðóã ðîçãëÿíóòî â [17, 18].

²òåðàö³éí³ ìåòîäè íà ï³äïðîñòîð³ íàêëàäàþòü á³ëüø æîðñòê³ óìîâè íà îïåðà-

òîðè ó äâîøàðîâèõ ³òåðàö³éíèõ ñõåìàõ [19] äî òîãî æ ï³ä ÷àñ ¿õíüî¿ ðåàë³çàö³¿

ïîòð³áíî ðîçâ’ÿçóâàòè ïèòàííÿ ñò³éêîñò³ ³òåðàö³éíèõ ïðîöåñ³â [20]. Â³äì³òèìî,

ùî â [21, 22] äîñë³äæåíî ð³çíèöåâ³ ñõåìè çàäà÷³ Íåéìàíà äëÿ ð³âíÿííÿ Ïóàñîíà,

îòðèìàí³ øëÿõîì ô³êñàö³¿ ðîçâ’ÿçêó â îäíîìó ³ç âóçë³â ñ³òêè. Äåÿê³ ðåçóëüòàòè,

îòðèìàí³ â ö³é ðîáîò³ äëÿ äðóãî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ â àí³çîòðîïíî-

ìó âèïàäêó, áåç äîâåäåíü íàâåäåíî â ïîâ³äîìëåííÿõ [23, 24].

Ó ìîíîãðàô³ÿõ [25, 26], ïðèñâÿ÷åíèõ ÌÑÅ, ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ äèñêðåòè-

çàö³¿ ³ çá³æíîñò³ çàäà÷³ Ëÿìå ó äâîâèì³ðí³é îáëàñò³ äëÿ çàäàíèõ íà ãðàíèö³ îá-

ëàñò³ íàïðóã. Ó [25] ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â îòðèìàíî

äèñêðåòíó çàäà÷ó, ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ô³êñóºòüñÿ â³äïîâ³äíèìè óìîâàìè ºäè-

íîñò³, âèïèñàíèìè äëÿ êóñêîâî-ë³í³éíèõ ïîïîâíåíü ñ³òêîâèõ ôóíêö³é. Ðîçâ’ÿçàí-

íÿ îòðèìàíî¿ äèñêðåòíî¿ çàäà÷³ íå ðîçãëÿäàëîñÿ. Ó [26] äî îòðèìàíî¿ íà îñíîâ³

êóñêîâî-ë³í³éíîãî ïîïîâíåííÿ ÑËÀÐ ç ñèìåòðè÷íîþ äîäàòíî-îçíà÷åíîþ ìàòðè-

öåþ äîáàâëåíî ìàòðèö³, ÿê³ àïðîêñèìóþòü óìîâè, ùî çàáåçïå÷óþòü ºäèíèé ðîç-

â’ÿçîê äèôåðåíö³àëüíî¿ çàäà÷³, âñòàíîâëåíî âëàñòèâîñò³ îòðèìàíî¿ ìàòðèö³, à òà-

êîæ çàïðîïîíîâàíî ³òåðàö³éíèé ìåòîä äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îòðèìàíî¿ ÑËÀÐ. Ó [27]

íà îñíîâ³ êóñêîâî-ë³í³éíîãî ïîïîâíåííÿ äëÿ äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³

³ç çàäàíèìè íà ìåæ³ îáëàñò³ íàïðóãàìè îòðèìàíî ÑËÀÐ ³ç ñèìåòðè÷íîþ äîäàò-

íî-íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ òàêî¿ ñèñòåìè (çíàõîäæåííÿ

íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó) çàïðîïîíîâàíî çàñòîñóâàòè ìåòîä ñïðîùåíî¿ ðå-

ãóëÿðèçàö³¿ [28]. Â³äì³òèìî, ùî â [29] äëÿ îá÷èñëåííÿ íîðìàëüíèõ ïñåâäîðîç-

â’ÿçê³â ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷í³ñòþ ÑËÀÐ ç ñèìåòðè÷íèìè ðîçð³äæåíèìè

íàï³ââèçíà÷åíèìè ìàòðèöÿìè çàïðîïîíîâàíî ìåòîä òðüîõåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿.

Äîñë³äæåííÿ ïðîáëåìè ïîêàçàëî, ùî ñïðîùåíà ðåãóëÿðèçàö³ÿ äèñêðåòíèõ çàäà÷,

îòðèìàíèõ çà ÌÑÅ, íå íàäàº çìîãè ïîâíîþ ì³ðîþ çàñòîñóâàòè òåîð³þ ÌÑÅ äëÿ

îòðèìàííÿ ò³º¿ ñàìî¿ øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ (çà óìîâè óçãîäæåííÿ ïàðàìåòðà ðåãó-

ëÿðèçàö³¿ ç ïîðÿäêîì òî÷íîñò³), ùî ³ äëÿ äèñêðåòíèõ çàäà÷, ÿê³ àïðîêñèìóþòü

êðàéîâ³ çàäà÷³ ç ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì íà âñüîìó ïðîñòîð³.

Ìåòà ö³º¿ ñòàòò³ — çàïðîïîíóâàòè ³ äîñë³äèòè íîâ³ âàð³àö³éí³ ïîñòàíîâêè

ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ³ç çàäàíèìè íà ãðàíèö³ îáëàñò³ íàïðóãàìè ç

ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì íà âñüîìó ïðîñòîð³, à òàêîæ äîñë³äèòè â³äïîâ³äí³ äèñêðåòí³

çàäà÷³ äëÿ âèçíà÷åííÿ ìåòîä³â ¿õ ðîçâ’ÿçàííÿ.

Ðîáîòà ì³ñòèòü ï’ÿòü ðîçä³ë³â. Ó ðîçä. 1 íàâåäåíî ïîñòàíîâêó êðàéîâî¿ çàäà÷³

³ ïîçíà÷åííÿ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ñòàòò³. Â ðîçä. 2 ñôîðìóëüîâàíî ³ äîâåäåíî

îäèí ³ç âàð³àíò³â íåð³âíîñò³ Êîðíà, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ï³ä ÷àñ äîñë³äæåííÿ

âàð³àö³éíèõ çàäà÷. Ó ðîçä. 3 ñôîðìóëüîâàíî ³ äîñë³äæåíî äâ³ âàð³àö³éí³ çàäà÷³,

îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçí³ ó ïðîñòîð³ Ñîáîëºâà. Îäíà ³ç âàð³àö³éíèõ çàäà÷ ´ðóíòóºòüñÿ

íà ìåòîä³ øòðàôó — ó âèõ³äíèé ôóíêö³îíàë âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³, ÿêà ðîçâ’ÿçóºòüñÿ

â ºäèíèé ñïîñ³á íà ï³äïðîñòîð³, ââîäèòüñÿ øòðàôíà ôóíêö³ÿ ç ìàëèì ïàðàìåò-

ðîì, à ³íøà º åêâ³âàëåíòíîþ êëàñè÷í³é çàäà÷³, ÿêà ìàº ºäèíèé íà ï³äïðîñòîð³ ðîç-

â’ÿçîê, àëå ðîçâ’ÿçíà â ºäèíèé ñïîñ³á íà âñüîìó ïðîñòîð³ ôóíêö³é, äå ¿¿ ðîçâ’ÿçîê
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³ñíóº. Â ðîçä. 4 äîñë³äæåíî â³äïîâ³äí³ äèñêðåòí³ çàäà÷³ ÌÑÅ, ùî ´ðóíòóþòüñÿ íà

ïðîöåñ³ Ð³òöà. Â ðîçä. 5 äîñë³äæåíî ÑËÀÐ ÌÑÅ ³ äàíî ðåêîìåíäàö³¿ ùîäî

¿õíüîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÊÐÀÉÎÂÎ¯ ÇÀÄÀ×² ÒÀ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß

Íåõàé � ��3 — ñê³í÷åííà îáëàñòü ç äîñòàòíüî ãëàäêîþ ãðàíèöåþ �. Â îá-

ëàñò³ � � �� � ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [30]
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Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2)
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�
	 2

1

3
1 2

,
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äå || || ( ) , ,
,

| |

u D u dx mm k m

k
�

�

2 2 1 3� ��	
�

�

�

, D
x x x

�
�

� � �
�

�

� � �

| |

1 2 3
1 2 3

,

| |� � � �� 
 
1 2 3 , � i � 0 — ö³ë³ ÷èñëà, i �1 3, .

Âèçíà÷èìî á³ë³í³éí³ ôîðìè

a u
u

x x
dxi

ki k

i

k
0

1

3

( , )

,

�
�

�
�

�

�

��
	�

�

, a u c x u dxiklm ik lm

i k l m

1

1

3

( , ) ( ) ( ) ( )

, , ,

� � � ��
�

	�
�

,

a u a u u dx2 1( , ) ( , )� � �� 
 � ��
�

,

a u a u udx dx r u dx r dx3 1( , ) ( , )� � � �� 
 � 
 � � ��� ��
�� ��

,

E u u dxik ik

i k

( , ) ( ) ( )

,

� � � ��
�
	�

1

3

�

³ ë³í³éíó ôîðìó

b f dx g d( )� � � �� � 
 �� �2 2

� Ã

,

äå u �� — åâêë³ä³â ñêàëÿðíèé äîáóòîê òðèâèì³ðíèõ âåêòîð³â u ³ �, �� 0 —

ô³êñîâàíèé ÷èñëîâèé ïàðàìåòð.

Âèçíà÷èìî ë³í³éíó ìíîæèíó âåêòîð-ôóíêö³é ( ( )) ( ( ))V Wk k
2

3
2

3� ��

( ( )) | ( ( )) , ,V W dx r dxk k
2

3
2

3 0 0� �
� �

� � � � �
�
�
�

��

�
�
�

 
� �� � � �

�
.

2. ÎÄÈÍ ²Ç ÂÀÐ²ÀÍÒ²Â ÍÅÐ²ÂÍÎÑÒ² ÊÎÐÍÀ. ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍÀ ÇÀÄÀ×À ÍÀ Ï²ÄÏÐÎÑÒÎÐ²

Ó ðîáîòàõ [30, 31] ïîêàçàíî äîäàòíó âèçíà÷åí³ñòü êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè a1 ( , )� �

íà ë³íåàë³ âåêòîð-ôóíêö³é, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4) ó ðîçóì³íí³ íîðìè

ïðîñòîðó ( ( ))L2
3� , òîáòî ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

a M L1 0 2
3( , ) || || ( ( )),� � � �� ! �� �

³ç ñòàëîþ M , ùî íå çàëåæèòü â³ä �.

Ó ðîáîò³ [30] ñôîðìóëüîâàíî âàð³àö³éíó çàäà÷ó, ÿêà â³äïîâ³äàº êðàéîâ³é çà-

äà÷³ (1)–(4), ïðî ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà

J a b1 1( ) ( , ) ( )� � � �� � (6)

³ ïîêàçàíî ³ñíóâàííÿ ºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ çàäà÷³ â ( ( ))L2
3� ó âèïàäêó âèêî-

íàííÿ óìîâ (4). Äëÿ ïîäàëüøèõ âèêëàäîê íåîáõ³äíî ïîêàçàòè äîäàòíó âèçíà-

÷åí³ñòü êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè a1 ( , )� � â ( ( ))V
2
1 3� , òîáòî îòðèìàòè îö³íêó

a M V1 1 1 2
1 3( , ) || || ( ( )),� � � �� ! �� � ,

ï³ñëÿ ÷îãî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âàð³àö³éíà çàäà÷à (6) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ó

( ( ))V
2
1 3� . Äëÿ öüîãî äîâåäåìî íàâåäåíó íèæ÷å íåð³âí³ñòü, à ñàìå îäíó ³ç

íåð³âíîñòåé Êîðíà. Çàçíà÷èìî, ùî êëàñè÷íó íåð³âí³ñòü Êîðíà äîâåäåíî ó ðî-

áîò³ [31], à ó [32, 33] äîâåäåíî äðóãó íåð³âí³ñòü Êîðíà.
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Ëåìà 1. Äëÿ äîâ³ëüíî¿ âåêòîð-ôóíêö³¿ � �( ( ))W
2
1 3� ñïðàâäæóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü

E dx r dx C( , ) || ||
,

� � � � �

�

�






�

�

�
�


 �
�

�






�

�

�
�

�� �
� �

�

2 2

1
2 , (7)

äå C � �const 0 ³ íå çàëåæèòü â³ä �.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè ñêîðèñòàºìîñÿ âåêòîð-ôóíêö³ºþ u, ÿêó ââå-

äåìî â òàêèé ñïîñ³á:

u m� 

�
	� ��

�

�

( )

1

3

, (8)

äå � � � �� � � �( ) ( ) ( ) ( )( , , )�
1 2 3

T — âåêòîð-ôóíêö³¿ âèãëÿäó

� ( ) ( , , )1
3 3 2 20� � �x x x xC C

T , � ( ) ( , , )2
3 3 1 10� � �x x x xC C

T ,

� ( ) ( , , )3
2 2 1 1 0� � �x x x xC C

T , (9)

à x x xC C C1 2 3, , — êîîðäèíàòè öåíòðó âàãè îá’ºìó � .

Ñòàë³ m� âèáåðåìî ó òàêèé ñïîñ³á, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ð³âí³ñòü

rot udx r dx� ��� �

��

. (10)

Äëÿ âèêîíàííÿ (10) ïîòð³áíî ïîêëàñòè

m

dx r dx

�

� �� �rot

mes

� �

� �

�2
(11)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî

E u u E( , ) ( , )� � � , udx dx�� �
� �

� . (12)

Ç óðàõóâàííÿì (8), (10), (12), íåð³âíîñò³ Ïóàíêàðå ³ íåð³âíîñò³

C a E dx1 0

2

( , ) ( , )	 	 	 	 	� 

�

�






�

�

�
�� rot

�

! �	 ( ( ))W
2
1 3� ,

äîâåäåíî¿ â [31], îòðèìóºìî

E dx r dx C a u u u( , ) ( , )� � � �

�

�






�

�

�
�


 �
�

�






�

�

�
�

� 
� �
� �

2 2

1 0 dx C u

�
��

�

�






�

�

�
�

� �

2

2 0
2|| ||

,

� 
 
 �
�

�




� �
	 	�C m m dx2 0

2

1

3

0

2

1

3

2|| ||
,

( )

,

( )� � � ��
�

�
�

�

�
�

� �




�

�

�
��

. (13)

Áåðó÷è äî óâàãè âèãëÿä âåêòîð³â � �( ) ³ m, âèçíà÷åíèõ â³äïîâ³äíî â (9) ³ (11),

çà äîïîìîãîþ �-íåð³âíîñò³ îö³íèìî îñòàíí³é äîäàíîê â (13)
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2
1

4
1

1

3

3 1

2

1

� � � �
�

�
�

�

� �
�

�






�

�

�
�


 

�

�



�
	� �m dx C dx( )

� �

rot 

�

�
�� �
�

�






�

�

�
�



�

�






�

�

�
�



"

#

$
$
$

� �r dx dx� � �

� �

2

2

2

rot



�

�






�

�

�
�


 �
�

�






�

�

�
�



�

�
� � �

1

4

1

42

2

3

2

3�
� � �

�
�dx r dx dx

� � �






�

�

�
�

%

&

'
'
'

�

2

3C T� � �( , ) .

Äîäàìî äî ë³âî¿ ³ ïðàâî¿ ÷àñòèíè íåð³âíîñò³ (13) C E2 ( , )� � , âèêîðèñòàºìî

äðóãó íåð³âí³ñòü Êîðíà [32, 33]

E C W( , ) || || || || ( ( ))
, ,

	 	 	 	 	
 � ! �
0
2

4 1
2

2
1 3

� � � (14)

³ îñòàííþ íåð³âí³ñòü. Îòðèìàºìî

( ) ( , )1 2

2 2


 

�

�






�

�

�
�


 �
�

�






�

�

�
�

�� �C E dx r dx� � � �

� �
(15)

� 
 �"
#$

%
&'
� �C E T C C T2

0

2
2 4

1

2|| || ( , ) ( , ) || ||
, ,

� � � � � �� �� �
( , )� �"

#$
%
&'

.

Ó T� � �( , ) âèáåðåìî �1 ³ �2 òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü íåð³âí³ñòü

C dx C C3 1 2

2

2 4 1
2( ) || ||
,

� � � �

�

�






�

�

�
�

(� rot

�
� ,

òîä³ íà îñíîâ³ (15) îòðèìóºìî (7), òîáòî òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ëåìó 1 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 1. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà (6) ó ï³äïðîñòîð³

( ( ))V
2
1 3� ³ñíóº òà º ºäèíèì.

Äîâåäåííÿ. Ñèìåòðè÷íà á³ë³í³éíà ôîðìà a u1 ( , )� çà óìîâè îáìåæåíîñò³

êîåô³ö³ºíò³â c xiklm ( ) º íåïåðåðâíîþ ó ( ( ))V
2
1 3� , îñê³ëüêè

| ( , )| || || || ||, ,a C u1 5 1 1� � �� � � ! �u V, ( ( ))�
2
1 3� .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (5), (7), îòðèìàºìî

a C1 6 1
2( , ) || ||
,

� � �� � ! �� ( ( ))V
2
1 3� ,

òîáòî êâàäðàòè÷íà ôîðìà º äîäàòíî-îçíà÷åíîþ ó ( ( ))V
2
1 3� . Ç óðàõóâàííÿì

íåð³âíîñò³ Êîø³–Áóíÿêîâñüêîãî ³ Ôð³äð³õñà äëÿ ë³í³éíî¿ ôîðìè ìàºìî

| ( )| ( || || || || ) || ||, , ,b C f g� �� 
7 0 0 1� � � .

Îñê³ëüêè êâàäðàòè÷íà ôîðìà º äîäàòíî-îçíà÷åíîþ ó ( ( ))V
2
1 3� , à ñèìåòðè÷íà

á³ë³í³éíà ³ ë³í³éíà ôîðìè º íåïåðåðâíèìè, òî (äèâ., íàïðèêëàä, [34]) ³ñíóº

ºäèíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ ³ç ( ( ))V
2
1 3� , ùî ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë (14).

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.
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3. ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍ² ÇÀÄÀ×² Ç ªÄÈÍÈÌ ÐÎÇÂ’ßÇÊÎÌ Ó ( ( ))W2
1 3�

Òåïåð ñôîðìóëþºìî ³ äîñë³äèìî äâ³ âàð³àö³éí³ çàäà÷³, ÿê³ îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿ-

çóþòüñÿ â ( ( ))W
2
1 3� . Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âàð³àö³éíó çàäà÷ó ïðî ì³í³ìóì

ôóíêö³îíàëó
J w a w w b w2 2( ) ( , ) ( )� � (16)

ó ïðîñòîð³ âåêòîð-ôóíêö³é ( ( ))W
2
1 3� .

Îñê³ëüêè êâàäðàòè÷íà ôîðìà a w w2 ( , ), çâàæàþ÷è íà (5), (14), º äîäàòíî-îçíà-

÷åíîþ â ( ( ))W
2
1 3� , à ë³í³éíà ³ ñèìåòðè÷íà á³ë³í³éíà ôîðìè º íåïåðåðâíèìè, òî

³ñíóº ºäèíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ ³ç ( ( ))W
2
1 3� , ÿêà ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë (16).

Òåîðåìà 2. Íåõàé âåêòîð-ôóíêö³ÿ � 0 íàäàº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó (6)

ó ï³äïðîñòîð³ ( ( ))V
2
1 3� , à âåêòîð-ôóíêö³ÿ w0 ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë (16) ó ïðî-

ñòîð³ ( ( ))W
2
1 3� . Òîä³ º ñïðàâåäëèâîþ îö³íêà

|| || ( || || || || ), , ,� 0 0 1 0 0� � � 
w C f g� � � , (17)

äå C � 0 — êîíñòàíòà.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî w V0 2
1 3�( ( ))� . Îñê³ëüêè w0 íàäàº

ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó (16), òî äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà t ³ 
 �( ( ))W
2
1 3� ìàºìî

J w J w t J w J t a w t2 0 2 0 2 0 2 2 02( ) ( ) ( ) ( ) ( , )� 
 � 
 

 
 
 ,

òîáòî

0 2
1

2

2
2 1 0 0� 
 
 � � �

"

#
$
$

%

&
'
'

�t a t a w w dx b( , ) ( , ) ( )
 
 
 
 


�

.

×åðåç òå, ùî t — äîâ³ëüíå ÷èñëî, äëÿ çàäîâîëåííÿ îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³ íå-

îáõ³äíî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ

w dx a w b0 1 0
1

2
� � � 
"

#$
%

&'
�� 
 
 
( , ) ( ) /

�

. (18)

Ïîçíà÷èìî

� ( ) ( , , )1 1 0 0� T , � ( ) ( , , )2 0 1 0� T , � ( ) ( , , )3 0 0 1� T , � ( ) ( , , )4
3 20� � x x T ,

� ( ) ( , , )5
3 10� �x x T , � ( ) ( , , )6

2 1 0� �x x T . (19)

Ïîêëàäåìî ïîñë³äîâíî 
 � ��� �( ) ( , ..., )1 6 , âðàõóºìî (3). Òîä³ íà îñíîâ³

ð³âíîñò³ (18) ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî w0 çàäîâîëüíÿº óìîâè (4), òîáòî íàëåæèòü

( ( ))V
2
1 3� .

Íåõàé z w� �0 0� , òîä³ z V W� �( ( )) ( ( ))
2
1 3

2
1 3� � . Îñê³ëüêè w0 ì³í³ì³çóº

ôóíêö³îíàë (16) ³ z W, ( ( ))� 0 2
1 3� � , òî

J w J J z a z J z2 0 2 0 2 2 0 2 02
1

2
( ) ( ) ( ) ( , ) ( )� 
 
 � 
 �� � �

� 
 � 
J J z b z a z2 0 2 2 0
1

4

1

4
( ) ( ) ( ) ( , )� � ,
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çâ³äêè
3

4

1

4
02 2 0J z a z b z( ) ( , ) ( )
 
 �� . (20)

Îñê³ëüêè z w V, ( ( ))0 2
1 3� � , òî ³ 	 � � �w z V0 2

1 31

2
( ( ))� , çàâäÿêè ÷îìó ìîæå-

ìî çàïèñàòè

J J w a z z b z a z a z z1 0 1 0 1 1 0 12 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )� �� 
 
 � � �

� ��

�



�

�
� � � 
 �J w z J w a z z b z a z1 0 1 0 1 1 0

1

2

3

4

1

2
( ) ( , ) ( ) ( , )� ,

çâ³äêè

� 
 � �
1

4

1

2
01 1 0a z z b z a z( , ) ( ) ( , )� . (21)

Äîäàìî (20), (21) ³ îòðèìàºìî

1

2
2 0a z z z dx( , ) � �� �� �

�

.

Âèêîðèñòàºìî �-íåð³âí³ñòü, âðàõóºìî (5), (7), òó îáñòàâèíó, ùî z V�( ( ))
2
1 3� ,

âèáåðåìî â³äïîâ³äíèì ÷èíîì � . Òîä³ ³ç îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³ çíàéäåìî

|| || || ||, ,z C1 1 0 0� �� � � . (22)

Îö³íèìî || || ,� 0 0 � . Îñê³ëüêè � 0 ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë (6), òî

a b1 0 0 0
1

2
( , ) ( )� � �� ,

çâ³äêè, âèêîðèñòîâóþ÷è �-íåð³âí³ñòü, ñï³ââ³äíîøåííÿ (4), (5), (7), íåð³âí³ñòü

Êîø³–Áóíÿêîâñüêîãî, íåð³âí³ñòü Ôð³äð³õñà, îòðèìàºìî

|| || ( || || || || ), , ,� 0 1 2 0 0� � �� 
C f g . (23)

²ç (22), (23) âèïëèâàº (17), òîáòî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó

J w a w w b w3 3( ) ( , ) ( )� � (24)

ó ïðîñòîð³ âåêòîð-ôóíêö³é ( ( ))W
2
1 3� .

Îñê³ëüêè êâàäðàòè÷íà ôîðìà a w w3 ( , ), çâàæàþ÷è íà (5), (7), º äîäàòíî-îçíà-

÷åíîþ â ( ( ))W
2
1 3� , à ë³í³éíà ôîðìà ³ ñèìåòðè÷íà á³ë³í³éíà ôîðìà º íåïåðåðâíè-

ìè â ( ( ))W
2
1 3� , òî ³ñíóº ºäèíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ ³ç ( ( ))W

2
1 3� , ùî äîñòàâëÿº

ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó (24).

Òåîðåìà 3. Çàäà÷à ïðî ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà (6) ó ï³äïðîñòîð³ ( ( ))V
2
1 3� ³ çà-

äà÷à ïðî ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà (24) ó ïðîñòîð³ ( ( ))W
2
1 3� º åêâ³âàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � 0 2
1 3�( ( ))V � , w W0 2

1 3�( ( ))� — âåêòîð-ôóíêö³¿, ùî

ì³í³ì³çóþòü â³äïîâ³äíî ôóíêö³îíàë (6) ó âèïàäêó âèêîíàííÿ óìîâ (4) ³ (24). Ñïî-

÷àòêó ïîêàæåìî, ùî w V0 2
1 3�( ( ))� .
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×åðåç òå, ùî w0 ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë (24) äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà t ³


 �( ( ))W
2
1 3� , çà àíàëîã³ºþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ìàºìî

0 2
1

2

2
3 3 0� 
 �"

#$
%

&'
t a t a w b( , ) ( , ) ( )
 
 
 
 .

Îñê³ëüêè t — äîâ³ëüíå ÷èñëî, òî äëÿ çàäîâîëåííÿ ö³º¿ íåð³âíîñò³ íåîáõ³äíî

ïîêëàñòè

w dx dx r w dx r dx a w b0 0 1 0
1

2
� � � �
� � � �� 
 � � � � � 

 
 
 
( , ) ( ) . (25)

Ïîì³ñòèìî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó öåíòð âàãè îá’ºìó � . Ïîêëàäåìî ïîñë³äîâ-

íî 
 � ��� �( ) , ,1 6 , äå � �( ) — âåêòîð-ôóíêö³¿, âèçíà÷åí³ â (19). Òîä³

a w b1 0
1

2
0( , ) ( )( ) ( )� �� �
 � ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ á³ë³í³éíî¿ ôîðìè a u1 ( , )�

³ óìîâè (3), à äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ

w dx0 1,

�
� , w dx0 2,

�
� , w dx0 3,

�
� , ( ), ,x w x w dx2 0 3 3 0 2��

�

,

( ), ,x w x w dx3 0 1 1 0 3��
�

, ( ), ,x w x w dx1 0 2 2 0 1��
�

³ç (25) îòðèìàºìî îäíîð³äíó ÑËÀÐ ç äîäàòíî-îçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ. Îòæå, öÿ

ñèñòåìà ìàº ò³ëüêè íóëüîâèé ðîçâ’ÿçîê, çâ³äêè âèïëèâàº, ùî w V0 2
1 3�( ( ))� .

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî w0 0� � . Ïîçíà÷èìî z w� �0 0� . Âðàõîâóþ÷è, ùî âåê-

òîð-ôóíêö³¿ w Cz C0 0, ( )� 
 � const íàëåæàòü ( ( ))W
2
1 3� , ìîæåìî çàïèñàòè

J w J z J a z J z3 0 3 3 0 3 0 3 02
1

2
( ) ( ) ( ) ( , )� 
 
 � 
�

�



�

�
� �� � �

� 
 � 
J J z b z a z3 0 3 3 0
1

4

1

4
( ) ( ) ( ) ( , )� � .

Îñê³ëüêè � 0 2
1 3, ( ( ))z V� � , òî a z a z3 0 1 0( , ) ( , )� �� ³ ç îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³

îòðèìóºìî
3

4

1

4
03 1 0J z b z a z( ) ( ) ( , )
 
 �� . (26)

Çàâäÿêè òîìó, ùî � 0 0 0 2
1 3, , , ( ( ))w z w Cz V
 � � , ìàºìî

J J w J z a w z J w a z z b z1 0 1 0 1 1 0 1 0 12( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )� � 
 � � � � 
 � �2 1 0a z( , )�

� � � � 
 �J w z J w a z z b z a z1 0 1 0 1 1 0
1

2

3

4

1

2
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )� ,

çâ³äêè

� 
 � �
1

4

1

2
01 1 0a z z b z a z( , ) ( ) ( , )� . (27)

Äîäàìî íåð³âíîñò³ (26), (27), âðàõóºìî òå, ùî z V�( ( ))
2
1 3� . Òîä³ ç óðàõóâàí-

íÿì (7) îòðèìàºìî
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C z a z z1 1
2

3
1

2
0|| || ( , )

,� � � ,

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî z w� � �0 0 0� , òîáòî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.

Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.

4. ÄÈÑÊÐÅÒÍ² ÇÀÄÀ×²

Ó ðîçä. 3 äëÿ çàäà÷³ (1)–(4) çàïðîïîíîâàíî äâ³ âàð³àö³éí³ çàäà÷³ ïðî ì³í³ìóì

ôóíêö³îíàë³â (16) ³ (24), ÿê³ îäíîçíà÷íî ìîæóòü áóòè ðîçâ’ÿçàí³ íà âñüîìó

ïðîñòîð³ ( ( ))W
2
1 3� . Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ çàäà÷ ðîçãëÿíåìî ìîæëèâ³ñòü

îòðèìàííÿ äèñêðåòíèõ çàäà÷ çà äîïîìîãîþ ÌÑÅ, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà ïðîöåñ³

Ð³òöà. Íåõàé � ��2 — ìíîãîêóòíèê. Ïîêðèºìî éîãî ñê³í÷åííîþ ê³ëüê³ñòþ

íåâèðîäæåíèõ òðèêóòíèê³â. Íåõàé h — íàéá³ëüøà ñòîðîíà âñ³õ òðèêóòíèê³â

ö³º¿ òð³àíãóëÿö³¿. ßê ïðîáí³ â³çüìåìî êóñêîâî-ïîë³íîì³àëüí³ âåêòîð-ôóíêö³¿,

ÿê³ íà êîæíîìó åëåìåíòàðíîìó òðèêóòíèêó âèçíà÷àþòüñÿ ïîë³íîìîì ñòåïåíÿ p

( p = 1, 2, 3). Âóçëîâ³ òî÷êè ³ âóçëîâ³ ïàðàìåòðè áóäåìî âèáèðàòè çã³äíî

ç [34, 35]. Ïîçíà÷èìî ( ) ( ( ))S Wp
h 2

2
1 2� � ³ ( ) ( ( ))F Vp

h 2
2
1 2� � ñê³í÷åí-

íî-âèì³ðí³ ï³äïðîñòîðè êóñêîâî-ïîë³íîì³àëüíèõ âåêòîð-ôóíêö³é ñòåïåíÿ p .

Òåîðåìà 4. Íåõàé wh
0

äîñòàâëÿº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó (16) íà ìíîæèí³ âåê-

òîð-ôóíêö³é ³ç ( )S p
h 2 , ³ w W p

0 2
1 2� 
( ( ))� à � 0 , ùî ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë (6)

â ï³äïðîñòîð³ ( ( ))V
2
1 2� , íàëåæèòü òàêîæ ( ( ))V p

2
1 2
 � . Íåõàé f L�( ( ))2

2� ,

g L�( ( ))2
2� . Òîä³ ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà

|| || ( ),� 0 0 1� � �
w C hh p
� , (28)

äå C � const ³ C íå çàëåæèòü â³ä � òà h .

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó âèêîíàííÿ óìîâ ö³º¿ òåîðåìè ç îãëÿäó íà (17) îòðè-

ìàºìî îö³íêó

|| || ,�
0 0 1 1
h hw C� � �� . (29)

Íåõàé � 0 ³ �
0
h ì³í³ì³çóþòü ôóíêö³îíàë (6) íà êëàñ³ âåêòîð-ôóíêö³é ( ( ))V

2
1 2� ³

( )Fp
h 2 â³äïîâ³äíî, ïðè÷îìó çã³äíî ç óìîâîþ òåîðåìè � � 
( ( ))V p

2
1 2� .

Îñê³ëüêè êâàäðàòè÷íà ôîðìà a1 ( , )� � º äîäàòíî-îçíà÷åíîþ â ( ( ))V
2
1 2� , òî íà

îñíîâ³ òåîð³¿ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (äèâ., íàïðèêëàä, [34, 35]) ìàºìî

|| || ,� �0 0 1 2� �h pC h� . (30)

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è íåð³âí³ñòü òðèêóòíèêà ³ îö³íêè (29), (30), îòðè-

ìàºìî (28), òîáòî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.

Òåîðåìó 4 äîâåäåíî.

Íàñë³äîê 1. Íåõàé � � )( )h p , òîä³ || || ,w C hh p
0 0 1 3� �� � .

Íåõàé w0 , ÿêà ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë (24) ó ïðîñòîð³ ( ( ))W
2
1 2� , íàëåæèòü òà-

êîæ ( ( ))W p
2

1 2
 � , à wh
0

äîñòàâëÿº ì³í³ìóì öüîìó ôóíêö³îíàëó íà ìíîæèí³ âåê-

òîð-ôóíêö³é ³ç ( )S p
h 2 . Òîä³ çàâäÿêè (30) ³ òâåðäæåííÿì òåîðåìè 3 ìàºìî îö³íêó
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|| || ,w w C hh p
0 0 1 4� �� ,

äå C4 � const ³ íå çàëåæèòü â³ä h .

Íåõàé ïðàâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿíü (1) ³ êðàéîâèõ óìîâ (2) çàäàíî ç ïîõèáêîþ, òàê

ùî óìîâè (3) ìîæóòü íå âèêîíóâàòèñÿ. Íàáëèæåí³ çíà÷åííÿ äëÿ f ³ g ïîçíà÷èìî
~
f f f� 
 * , ~g g g� 
 * .

Íåõàé â³äîìî

||
~

|| ,* �f 0 1� � , || ~ || ,* �g 0 2� � , � �
�

�� max .

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà

J w a w w f w dx g w dh h h
2 2 2 2* ( ) ( , )

~ ~� � � � �� �
� �

� (31)

íà ìíîæèí³ âåêòîð-ôóíêö³é ³ç ( )S p
h 2 .

Íåõàé � � )( )h p , wh
0

äîñòàâëÿº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó (31) íà ìíîæèí³ âåê-

òîð-ôóíêö³é ³ç ( )S p
h 2 , à � 0 , ùî ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë (6) ó ï³äïðîñòîð³ ( ( ))V

2
1 2� ,

íàëåæèòü òàêîæ ( ( ))V p
2

1 2
 � , òîä³ çà àíàëîã³ºþ äî äîñë³äæåíü, ïðîâåäåíèõ ó [36]

äëÿ äèñêðåòèçàö³¿ çàäà÷³ Íåéìàíà, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ äèñêðåòíî¿ çàäà÷³

òåîð³¿ ïðóæíîñò³ âèêîíóºòüñÿ îö³íêà

|| || ( ),� �0 0 1 5� � 
w C hh p
� , (32)

äå C5 � const, ùî íå çàëåæèòü â³ä h ³ � .

Îö³íêà (32) ïîêàçóº, ùî âèá³ð h ïîòð³áíî óçãîäèòè ç òî÷í³ñòþ çàäàííÿ f ³ g.

Â³äì³òèìî, ùî îö³íêó(32), ÿê ³ ³íø³ îö³íêè öüîãî ðîçä³ëó, îòðèìàíî çà ïðèïóùåí-

íÿ, ùî â³äïîâ³äí³ ³íòåãðàëè îá÷èñëåíî ç äîñòàòíüîþ òî÷í³ñòþ. Ïèòàííÿ âïëèâó

íà çá³æí³ñòü ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â

äåòàëüíî äîñë³äæåíî â ðîáîò³ [36] äëÿ äèñêðåòíî¿ çàäà÷³ Íåéìàíà.

5. ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÑÈÑÒÅÌ ÌÑÅ

Âèùå ðîçãëÿíóòî äâà ñïîñîáè îòðèìàííÿ äèñêðåòíèõ çàäà÷ ç ºäèíèì ðîçâ’ÿç-

êîì çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â äëÿ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ³ç

çàäàíèìè íà ìåæ³ îáëàñò³ íàïðóãàìè. Âèçíà÷èìî, â ÿêèõ óìîâàõ äîö³ëüíî ¿õ

çàñòîñîâóâàòè. Íåõàé äëÿ çàäà÷ ïðî ì³í³ìóì ôóíêö³îíàë³â (16), (24) íà ìíî-

æèí³ âåêòîð-ôóíêö³é ³ç ( )S p
h 2îòðèìàí³ â³äïîâ³äí³ ñèñòåìè ÌÑÅ º òàêèìè:

A x b1
1 1( ) ( )� , A x b2

2 2( ) ( )� .

Äîñë³äæåííÿ öèõ ñèñòåì ç ïîãëÿäó âèêîðèñòàííÿ äëÿ ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçêó ïðÿ-

ìèõ ÷è ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â çä³éñíþºòüñÿ çà ò³ºþ ñàìîþ ñõåìîþ, ùî ³ äëÿ äèñ-

êðåòíèõ çàäà÷ Íåéìàíà, ðîçãëÿíóòèõ â [36].

Çã³äíî ç ïðèíöèïîì Ðåëåÿ ì³í³ìàëüí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ ìàòðèöü A�îö³íþþòü

ó òàêèé ñïîñ³á [35]:

� � ��
�

�
�1 1

1
1

( ) ( )( ) ( ) ( )A M A M� � , (33)

äå M — ìàòðèöÿ ìàñè.

Çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ A z Mz�
� � ��( ) ( ) ( )� º äèñêðåòíèìè àíàëîãàìè íåïå-

ðåðâíèõ çàäà÷ L�
� � �	 � 	( ) ( ) ( )� , äå L u Lu u1 � 
 � , L u Lu2 � , ïðè÷îìó îïåðàòîð L2

56 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 6



çàäàíî â ï³äïðîñòîð³ ( ( ))V
2
1 2� . Ó [35] ïîêàçàíî, ùî �1

1( )M A� äèñêðåòíî¿ çàäà÷³

çàâæäè íå ìåíøèé çà �1 ( )L íåïåðåðâíî¿ çàäà÷³. Îñê³ëüêè �
1
1

1
( ) ( )L � � , à �

1
2

2
( ) ( )L

â ( ( ))V
2
1 2� çàâäÿêè íåð³âíîñò³ (5), (7) º îáìåæåíî ñòàëîþ, òî, âðàõîâóþ÷è (33),

îòðèìàºìî

� �
1
1

1 1
( ) ( ) ( )A M� � , � �

1
2

2 6 1
( ) ( ) ( )A C M� . (34)

ßêùî � � )( )h p , òî ³ç (34) äëÿ ì³í³ìàëüíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ìàòðèö³ A1

ìàºìî îö³íêó � �
1
1

7 1
( ) ( )� C h Mp ³ òîìó äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî � áóäå çìåíøóâàòèñÿ

�
1
1( ) ó âèïàäêó çìåíøåííÿ h ³ çá³ëüøåííÿ ñòåïåíÿ ïîë³íîìà. Îö³íêè äëÿ ìàêñèìàëü-

íèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöü A� çà ïîðÿäêîì º ïîð³âíþâàíèìè ç h . Îòæå, îáóìîâ-

ëåí³ñòü ìàòðèö³ A1 äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî � áóäå ã³ðøîþ, í³æ ìàòðèö³ A2 . ×åðåç òå,

ùî ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÀÐ çà äîïîìîãîþ ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é

äëÿ äîñÿãíåííÿ ïåâíî¿ òî÷íîñò³ çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü â³ä îáóìîâëåííîñò³ ìàò-

ðèö³, ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìèA x b1
1 1( ) ( )� ç âèêîðèñòàííÿì ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â íå º

äîö³ëüíèì. Äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ïðÿìèìè ìåòîäàìè, ÿê³ º ïðèñòî-

ñîâàíèìè äëÿ ñèñòåì ç ðîçð³äæåíèìè ìàòðèöÿìè [37], ÿêùî äîâæèíà ìàøèííîãî

ñëîâà º äîñòàòíüîþ äëÿ îòðèìàííÿ íåîáõ³äíî¿ òî÷íîñò³.

Îáóìîâëåí³ñòü ìàòðèö³ A2 çà ïîðÿäêîì h ìîæíà ïîð³âíÿòè ç îáóìîâëåí³ñòþ

ìàòðèö³ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â äëÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ³ç çàäàíèìè íà ìåæ³ îáëàñò³

ïåðåì³ùåííÿìè. Òîìó çàäà÷ó A x b2
2 2( ) ( )� ìîæíà ðîçâ’ÿçóâàòè çà äîïîìîãîþ

³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â, íàïðèêëàä, ðîçãëÿíóòèõ ó [25, 26] äëÿ ñèñòåì ÌÑÅ ³ç ñèìåò-

ðè÷íèìè äîäàòíî-îçíà÷åíèìè ìàòðèöÿìè. Îäíàê ìàòðèöÿ A2 áóäå ìàòðèöåþ

ïîâíîãî íàïîâíåííÿ, ùî çóìîâëåíî íàÿâí³ñòþ ó êâàäðàòè÷í³é ôîðì³ a w wh h
3 ( , )

ôóíêö³îíàëà (24) ñêëàäîâèõ ( ) ( )w dx r w dxh h

� �
� �
 �2 2 . Ïðîòå öÿ îáñòàâèíà íå

áóäå ñóòòºâî âïëèâàòè íà ê³ëüê³ñòü àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é, ïîòð³áíèõ äëÿ

îá÷èñëåííÿ âåêòîðà A x k
2

( ) .

Ä³éñíî, ïîäàìî ìàòðèöþ A2 ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ ìàòðèöü A B C2 � 
 , äå

ðîçð³äæåíà ìàòðèöÿ B â³äïîâ³äàº êâàäðàòè÷í³é ôîðì³ a w wh h
1 ( , ) , à ìàòðèöÿ ïî-

âíîãî çàïîâíåííÿ C — êâàäðàòè÷í³é ôîðì³ ( ) ( )w dx r w dxh h

� �
� �
 �2 2 . Ëåãêî

ïîì³òèòè, ùî ìàòðèöÿ C áóäå ñêëàäàòèñÿ ³ç ðÿäê³â âèãëÿäó c ci
T , i n�1, , äå

c c c cT
n� + +( , )1 2 � — âåêòîð-ðÿäîê, C

c c

c c

c c

T

T

n
T

�

"

#

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

1

2
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. Âðàõîâóþ÷è ñòðóêòóðó ìàò-

ðèö³ C, â³äì³òèìî, ùî êîìïîíåíòà âåêòîðà Cx k( ) , äå k — íîìåð ³òåðàö³¿, äîð³âíþº

c c xi
T k( ) . Äîáóòîê c xT k( ) ìîæíà îá÷èñëèòè îäèí ðàç äëÿ âñ³õ êîìïîíåíò âåêòîðà

Cx k( ) . Îòæå, îá÷èñëåííÿ öüîãî âåêòîðà ïîòðåáóº 3n àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é, äå

n — ïîðÿäîê ìàòðèö³ A2 . Öå ñòàíîâèòü íåçíà÷íó ÷àñòèíó â³ä çàãàëüíî¿ ê³ëüêîñò³

àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é, ïîòð³áíèõ äëÿ ðåàë³çàö³¿ îäí³º¿ ³òåðàö³¿.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ðîçãëÿíóòî âàð³àö³éí³ ïîñòàíîâêè ³ äèñêðåòèçàö³þ ÌÑÅ äðóãî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³

òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Öÿ çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê íà ï³äïðîñòîð³. Äèñêðåòè-

çàö³ÿ ö³º¿ çàäà÷³ çà äîïîìîãîþ ÌÑÅ ïðèçâîäèòü äî ÑËÀÐ ³ç ñèìåòðè÷íîþ äî-

äàòíî-íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ, ïðàâà ÷àñòèíà ÿêî¿ ìîæå çàäîâîëüíÿòè àáî

íå çàäîâîëüíÿòè óìîâè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó. Äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî äëÿ

ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàçíà÷åíî¿ çàäà÷³ äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ïîñòàíîâêè

âàð³àö³éíèõ çàäà÷, â³äì³íí³ â³ä êëàñè÷íèõ. Òîìó äëÿ äðóãî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³

òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ñôîðìóëüîâàíî ³ äîñë³äæåíî äâ³ âàð³àö³éí³ çàäà÷³, ùî ìàþòü

ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê áåç äîäàòêîâèõ óìîâ íà êëàñ ôóíêö³é. Ìàòåìàòè÷íèì àïàðà-

òîì ïîáóäîâè öèõ âàð³àö³éíèõ çàäà÷ º îäèí ³ç âàð³àíò³â íåð³âíîñò³ Êîðíà, ÿêó

äîâåäåíî ó ñòàòò³. Äîñë³äæåíî ïèòàííÿ áëèçüêîñò³ ðîçâ’ÿçê³â çàïðîïîíîâàíèõ

âàð³àö³éíèõ ïîñòàíîâîê êðàéîâèõ çàäà÷ ³ êëàñè÷íèõ âàð³àö³éíèõ ïîñòàíîâîê

öèõ çàäà÷. Ðîçãÿíóòî ïèòàííÿ óçãîäæåííÿ øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ äèñêðåòíèõ çà-

äà÷ ç ïàðàìåòðîì øòðàôíî¿ ôóêö³¿, ïàðàìåòðîì òðèàíãóëÿö³¿ îáëàñò³, ïîõèá-

êîþ âõ³äíèõ äàíèõ. Íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíèõ âàð³àö³éíèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷

îòðèìàíî ÑËÀÐ ³ç ñèìåòðè÷íèìè äîäàòíî-îçíà÷åíèìè ìàòðèöÿìè. Ïðîâåäåíî

äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ìàòðèöü öèõ ñèñòåì, íà îñíîâ³ ÷îãî äàíî ðåêîìåí-

äàö³¿ ñòîñîâíî ìåòîä³â ¿õ ðîçâ’ÿçàííÿ.
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Í.À. Âàðåíþê, Å.Ô. Ãàëáà, È.Â. Ñåðãèåíêî
ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ È ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖÈß ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ ÏÐÈ ÇÀÄÀÍÍÛÕ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÅ ÎÁËÀÑÒÈ ÍÀÏÐßÆÅÍÈßÕ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ òåë â ïåðåìåùå-
íèÿõ ñ çàäàííûìè íà ïîâåðõíîñòè òåëà íàïðÿæåíèÿìè. Òàêàÿ çàäà÷à íå èìå-
åò åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé, ãäå îíî
ñóùåñòâóåò. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû äâå âàðèàöèîííûå çàäà÷è
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñòàòè÷íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ñ åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ
ñëóæèò îäèí èç âàðèàíòîâ íåðàâåíñòâà Êîðíà, äîêàçàííîãî â ñòàòüå. Ðàñ-
ñìîòðåí âîïðîñ äèñêðåòèçàöèè ýòèõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ è ñõîäèìîñòè äèñêðåòíûõ ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè, âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè, ñó-
ùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, äèñ-
êðåòíûå çàäà÷è, ìåòîäû ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷.

N.A. Vareniuk, E.F. Galba, I.V. Sergienko
VARIATIONAL STATEMENTS AND DISCRETIZATION OF THE BOUNDARY-VALUE
PROBLEM OF THE ELASTICITY THEORY WHEN TENSION ON THE BOUNDARY
OF THE DOMAIN IS KNOWN

Abstract. The equations of elastic equilibrium of bodies in displacements with
the stresses set on the surface of the body are considered. Under the conditions
that ensure the solution of this boundary-value problem, its solution will be
unique in the whole space of vector functions where it exists. Two variational
problems for the considered static problem of the theory of elasticity with
a unique solution in the whole space are proposed and investigated. The
mathematical apparatus of the study is one of the variants of the Korn inequality
that is proved in the article. Discretization of these variational problems by the
finite-element method and convergence of discrete solutions is considered.

Keywords: elasticity theory problem, variational statements, existence of
a unique solution in function spaces, discrete problems, methods for solving
discrete problems.
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