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Вплив геометрiї електрода на виникнення нестiйкостi

Хопфа при електрохiмiчному розчиненнi металiв

У електрохiмiчнiй системi типу N — NDR дослiджується нестiйкiсть Хопфа. Розрахо-

вуються бiфуркацiйнi значення потенцiалу електрода, густини фарадеєвського струму,

ступенi покриття електродної поверхнi адсорбатом залежно вiд геометрiї електрода

i товщини дифузiйного шару.

Вiдомо, що в системах електрохiмiчного розчинення i електрокаталiзу спостерiгаються
явища самоорганiзацiї. Незважаючи на велику кiлькiсть дослiджень, значного прогресу
в розумiннi причин спонтанних нестiйкостей вдалося досягти лише останнiм часом [1–4
тощо].

Встановлення умов виникнення нестiйкостi Хопфа у модельнiй електрохiмiчнiй системi
методом iмпедансної спектроскопiї — мета роботи авторiв цього повiдомлення. Для цього
було отримано спiввiдношення мiж геометричними параметрами цилiндричного електрода,
фарадеєвським iмпедансом та нестiйкiстю Хопфа. Результати порiвнюються з тими, що
отриманi для електрохiмiчної системи зi сферичним електродом [5].

1. Кiнетичнi рiвняння електрохiмiчної системи. Розглянемо процес, в якому ча-
стинки одного сорту дифундують з дифузiйного шару до поверхнi електрода, де вони ад-
сорбуються i електрохiмiчно окиснюються:

Abulk → As

ka
⇄

kd

Aads
ke−→P + e−, (1)

де ka, kd, ke — константи швидкостi адсорбцiї, десорбцiї та переходу електрона вiдповiдно.
Нехтуючи впливом омiчних втрат i впливом подвiйного шару, рiвняння кiнетики адсорбцiї
опишемо таким чином:

ν1(t) = Γka exp

(

γθ(t)

2

)

C(R0, t)(1− θ(t))− Γkd exp

(

−γθ(t)

2

)

θ(t) (2)

(тут Γ — максимальна концентрацiя на поверхнi електрода; R0 — радiус цилiндричного
електрода; C(R0, t) — концентрацiя електроактивних частинок на поверхнi електрода).

З рiвняння (2) випливає, що адсорбцiя-десорбцiя частинок A (1) на поверхнi в стацiо-
нарному станi проходить вiдповiдно iзотермi Фрумкiна [5]. Швидкiсть переходу електрона

ν2(t) = Γke exp

(

αF

RT
E(t)

)

θ(t), (3)

де F — число Фарадея; R — газова константа; T — абсолютна температура; α — фактор
симетрiї електронного переходу в напрямi окиснення; E — потенцiал електрода.
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Змiна ступеня (θ) покриття електродної поверхнi адсорбатом, а також C(r, t) для елект-
рохiмiчної системи з цилiндричним електродом задовольняють рiвнянням

Γ
dθ

dt
= ν1(t)− ν2(t), (4)

∂C(r, t)

∂t
= D

1

r

∂

∂r

(

r
∂C(r, t)

∂r

)

(5)

з граничними умовами

JC(R0, t) = −D
∂C(r, t)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R0

= −ν1(t), (6)

C(δ, t) = C0, (7)

де D — коефiцiєнт дифузiї; δ = R0 + d (d — товщина дифузiйного шару Нернста).
Густину фарадеєвського струму опишемо спiввiдношенням

if (t) = FΓke exp

[

α
F

RT
E(t)

]

θ(t) = Fν2(t). (8)

Аналогiчно публiкацiї [5], розв’язано рiвняння дифузiї для стацiонарних умов:
∂C(r, t)/∂t = 0, знайдено стацiонарний потенцiал та стацiонарний струм. Для стацiонар-
ного електродного потенцiалу Es та концентрацiї на поверхнi електрода Cs(R0) для випад-
ку цилiндричного електрода наведенi нижче вирази вiдрiзняються вiд таких для випадку
сферичного електрода величиною mC :

Es =

(

αF

RT

)

−1

ln

[

mC(C0 − Cs(R0))

Γkeθs

]

, (9)

Cs(R0) =
mCC0 + Γkdθse

−γθs/2

mC + (1− θs)Γkaeγθs/2
. (10)

Ця величина визначає вплив геометрiї електрода. Для цилiндра вона дорiвнює mC =
= D/(R0 ln(1 + d/R0)), для сфери — mC = D/d(1 + d/R0), для площини — mC = D/d.

2. Iмпеданс електрохiмiчної системи та його зв’язок з лiнiйною стiйкiстю

системи. При вивченнi лiнiйної стiйкостi системи в околi стацiонарної точки звичайно зна-
ходять власнi значення матрицi Якобi для рiвнянь стану та визначають їх змiни при змiнi
бiфуркацiйного параметра [3]. Як було показано у статтi [4], для електрохiмiчної системи
це еквiвалентно дослiдженню змiни нулiв iмпедансу при змiнi потенцiалу електрода. Бi-
фуркацiя Хопфа (H) свiдчить про появу осциляцiй та може виникнути в електрохiмiчнiй
системi у випадку, коли iмпеданс системи Z(ω) = 0 при ω = ωH 6= 0 (ω = 2πf , f — час-
тота) [2, 3]. Вiдомо, що iмпеданс електрохiмiчної системи визначається як її вiдповiдь на
вiдхилення потенцiалу або струму вiд своїх стацiонарних значень. У просторi зображень

Лапласа (F (s) =
∞
∫

0

f(t)e−stdt) вiн має вигляд

Zf (s) =
∆E(s)

∆if (s)
. (11)
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Таким чином, для обчислення комплексного фарадеєвського iмпедансу цiєї системи на-
ми розглянуто її поведiнку пiд дiєю малого перiодичного сигналу, який накладався на ста-
цiонарне значення поляризацiйного потенцiалу:

E(t) = Es +Re[∆E0e
jst] (12)

(тут j =
√
−1, s = σ + jω — комплексна частота).

У вiдповiдь на це збурення ступiнь покриття електродної поверхнi адсорбатом θ(t), фа-
радеєвський струм if (t) i концентрацiя C(R0, t) коливатимуться в околi стацiонарних зна-
чень:

θ(t) = θs +∆θ0e
jst,

if (t) = ifs +∆if (E, θ),

C(R0, t) = Cs(R0) + ∆C(R0, θ).

Опускаючи розрахунки, наведемо остаточне рiвняння для фарадеєвського iмпедансу в про-
сторi зображень Лапласа для випадку цилiндричного електрода:

Zf (s) = Rct

(

1 +
∂θν2(N(s)− ∂Cν1M1(s))

Γs(N(s)− ∂Cν1M1(s))− ∂θν1N(s)

)

, (13)

де частиннi похiднi для зручностi позначено як ∂xu = ∂u/∂x;

Rct =
1

(

∂if
∂E

)

s

=
1

FΓαfke exp(αfEs)θs
— опiр переносу заряду;

f =
F

RT
; ∂θν1 = Γ

{

kd exp

(

−γθs
2

)[

γθs
2

− 1

]

+ ka exp

(

γθs
2

)

Cs(R0)

[

γ(1− θs)

2
− 1

]}

;

∂Cν1 = Γka(1− θs) exp

(

γθs
2

)

;

∂θν2 = Γke exp(αfEs);

M1(s) = K0

(
√

s

D
δ

)

· I0
(
√

s

D
R0

)

−K0

(
√

s

D
R0

)

· I0
(
√

s

D
δ

)

;

N(s) =
√
Ds

(

I0

(
√

s

D
δ

)

·K1

(
√

s

D
R0

)

+K0

(
√

s

D
δ

)

· I1
(
√

s

D
R0

))

,

де I0, K0 — модифiкованi функцiї Бесселя нульового порядку; I1, K1 — модифiкованi фун-
кцiї Бесселя першого порядку першого й другого роду вiдповiдно.

Для з’ясування лiнiйної стiйкостi електрохiмiчної системи, а саме, точок бiфуркацiї Хоп-
фа, було дослiджено змiни реальних частин s нулiв iмпедансу зi змiною потенцiалу електро-
да. Для випадку цилiндричного електрода нулi iмпедансу знаходимо з рiвняння

(Γs+ ∂θν2 − ∂θν1)N(s)− (Γs+ ∂θν2)∂Cν1M1(s) = 0. (14)
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Для модельних розрахункiв використовували такi значення параметрiв системи: Γ =
= 10−9 моль · cм−2; γ = 8; Γka = 0,1 см · с−1; Γkd = 10−5 моль · cм−2 · с−1; ke = 10 с−1;
D = 10−5 cм2· с−1; d = 10−3 cм; α = 0,5; C0 = 10−5 моль · cм−3; F = 96484 Кл ·моль−1;
R = 8,314 Дж ·моль−1·K−1; T = 295 K; f = F/RT = 38,7 В−1.

3. Результати та їх обговорення. Стацiонарнi кривi модельного процесу, ifs−Es, ма-
ють N-подiбну форму з областю так званого негативного диференцiйного опору. У системi
типу N — NDR потенцiал електрода вiдiграє роль активатора, а концентрацiя електроактив-
них частинок у приелектродному шарi — iнгiбiтора [1]. Проведенi розрахунки для рiзних
значень радiусiв сферичного i цилiндричного електродiв показують, що їх зменшення спри-
чиняє збiльшення густини струму (табл. 1).

Дiаграми Найквiста для фарадеєвського iмпедансу в комплекснiй площинi у верхнiй
точцi бiфуркацiї Хопфа iлюструє рис. 1 (див. табл. 1) для сферичного та цилiндричного
електродiв рiзних R0. Як видно з рисунку, вплив геометрiї електродiв проявляється в об-
ластi низьких частот, де значну роль вiдiграють процеси масопереносу. У обох випадках
зменшення розмiрiв електрода призводить до зменшення петлi з негативною реальною ча-
стиною фарадеєвського iмпедансу та до зменшення областi потенцiалiв, в якiй у системi
може спостерiгатися нестабiльнiсть. Проте у випадку цилiндричного електрода iндуктивна
петля є бiльшою за таку в сферичного для всiх R0.

У розглядуванiй системi в обох випадках осциляцiї виникають, якщо фарадеєвський
iмпеданс прямує до нуля з негативного боку Re(Zf (ω)), якщо ω → ∞. Поляризацiйний
опiр системи є негативним, Zf (ω → 0) < 0, для параметрiв у точцi бiфуркацiї Хопфа.
Проiлюструємо це на дiаграмах Найквiста для точок, узятих уздовж поляризацiйної кривої
з рис. 2 для цилiндричного електрода радiусом 0,01 см.

З рис. 3 видно, що при високих значеннях θ (точки 1, 2 з рис. 2) на цiй дiаграмi є лише
петля ємностi, що знаходиться в позитивнiй областi реальної частини фарадеєвського iм-
педансу. При подальшому зменшеннi значення θ дiйсна частина фарадеєвського iмпедансу
приймає i негативнi значення. При бiфуркацiйних значеннях θH крива iмпедансу проходить
через точку Re(Z(ω)) = Im(Z(ω)) = 0, у системi виникають коливання (точки 4, 6 з рис. 2).
При нижчих значеннях θ на дiаграмi знову з’являється лише петля ємностi в позитивнiй
областi реальної частини фарадеєвського iмпедансу (точки 7, 8 з рис. 2). Для ω → ∞ фа-

Таблиця 1. Параметри електрохiмiчної системи в точках бiфуркацiї Хопфа (H) для сферичного та цилiнд-
ричного електродiв

R0, см Електрод ωH , Гц θH ifH , А · см−2
EH , В

0,01 Сферичний 141,44 0,5630 0,00887 0,1443

184,22 0,1924 0,00488 0,16895

Цилiндричний 138 0,5640 0,008474 0,14188

182 0,1918 0,00466365 0,16676

0,001 Сферичний 198,78 0,5130 0,01514 0,17680

187,89 0,1920 0,004878 0,16900

Цилiндричний 163 0,5390 0,0113292 0,15923

210 0,1990 0,0063655 0,18092907

0,0001 Сферичний 257 0,3750 0,05345 0,25820

242,90 0,2950 0,0434 0,25980

Цилiндричний 254 0,4810 0,017307 0,22559

274 0,2280 0,0289 0,21351
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Рис. 1. Дiаграми Найквiста у верхнiй точцi бiфуркацiї Хопфа (див. табл. 1) у випадку цилiндричного (а) та
сферичного (б ) електродiв для рiзних значень R0, cм: 1, 1

′ — 0,01; 2, 2
′ — 0,001; 3, 3

′ — 0,0001 вiдповiдно

Рис. 2. Стацiонарна поляризацiйна крива модельного процесу для цилiндричного електрода R0 = 0,01 cм

радеєвський iмпеданс дорiвнює опору переносу заряду, тому всi кривi збiгаються в точцi
Re[Zf (ω)/Rct] = 1, Im[Zf (ω)/Rct] = 0.

Таким чином, методом iмпедансної спектроскопiї встановлено вплив геометрiї та роз-
мiрiв електрода на виникнення нестiйкостi Хопфа у модельнiй електрохiмiчнiй системi
з електрокаталiтичною реакцiєю на його поверхнi. Показано, що природу нестiйкостi зумов-
лює негативний iмпеданс, який визначається взаємодiєю процесiв масопереносу i процесiв
адсорбцiї-десорбцiї, що залежать вiд потенцiалу та передують реакцiї перенесення заряду.
Для електродiв сферичної та цилiндричної форм область потенцiалiв, де спостерiгається
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Рис. 3. Дiаграми Найквiста в точках (1–8) уздовж вольтамперної кривої з рис. 2 з вказаними значеннями
ступеня покриття електродної поверхнi.
Графiк а — вiдповiдає точцi 1, б — точцi 2, в — точцi 3, г — точцi 4, д — точцi 5, е — точцi 6, ж — точцi 7,
з — точцi 8

нестабiльнiсть, зменшується зi зменшенням радiуса електрода, проте у останньому випадку
вона є бiльшою.
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Influence of the electrode geometry on the Hopf instability appearance

at electrochemical dissolution of metals

The Hopf instability for an electrochemical system of the N — NDR type is investigated. The

bifurcation values of the electrode potential, Faradaic current density, and electrode surface coverage

with the adsorbate depending on the electrode geometry and the diffusion layer thickness are cal-

culated.
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