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Застосовано аналог δc-моделi, за допомогою якої тривимiрну задачу для пружно-пла-
стичної оболонки iз системою колiнеарних трiщин заданих розмiрiв зведено до двовимiр-
ної задачi напружено-деформованого стану пружної оболонки з наскрiзними трiщинами
невiдомої довжини. Система сингулярних iнтегральних рiвнянь (СIР) була розв’язана
методом механiчних квадратур. Встановлено залежностi розкриття трiщин рiзного
типу вiд вiдстанi мiж ними.

Напружений стан тонких пружних оболонок iз системою колiнеарних наскрiзних трiщин
дослiджено в багатьох роботах [1–4]. Результати, що стосуються оболонок iз системами не-
наскрiзних (поверхневих або внутрiшнiх) трiщин, з’явилися набагато пiзнiше. Бiльшiсть
результатiв були отриманi для оболонок певної кривини (сферичних або цилiндричних) [5].
На сьогоднi вже розв’язанi задачi дослiдження напруженого стану пологих пружних обо-
лонок довiльної кривини з системами наскрiзних i ненаскрiзних трiщин [6].

Але, як показують експериментальнi дослiдження, в пружних оболонках у процесi на-
вантаження на кiнцях трiщин виникають областi пластичних деформацiй, якi локалiзую-
ться вузькими смугами по всiй товщинi оболонки на продовженнi трiщини. Такi оболонки
називають пружно-пластичними, для їх дослiдження застосовується δc-модель.

У пружно-пластичнiй постановцi були дослiдженi цилiндричнi i сферичнi оболонки iз
системою наскрiзних i ненаскрiзних трiщин [7].

У роботi розглянуто задачу дослiдження напруженого стану пружно-пластичної орто-
тропної оболонки довiльної кривини з системою наскрiзних або ненаскрiзних трiщин.

1. Постановка задачi. Розглянемо оболонку довiльної кривини, сталої товщини h,
виготовлену з ортотропного матерiалу так, що в кожнiй її точцi лiнiї головних кривин сере-
динної поверхнi збiгаються з головними напрямками пружностi матерiалу. Система ортого-
нальних координат xyz обрана таким чином, що осi x, y орiєнтованi вздовж лiнiй головних
кривин серединної поверхнi оболонки, а вiсь z спрямована по нормалi до неї (рис. 1).

Оболонка послаблена системою двох колiнеарних трiщин (наскрiзних, поверхневих або
внутрiшнiх) i навантажена симетричними вiдносно лiнiї трiщин зусиллями й моментами.
Берега трiщин у процесi деформацiї не контактують мiж собою.

2. Розв’язання задачi. Для розв’язання задачi застосовується аналог δc-моделi, який
дозволяє звести розв’язок тривимiрної задачi для пружно-пластичної оболонки з трiщинами
заданих розмiрiв до задачi про напружено-деформований стан пружної оболонки з наскрi-
зними трiщинами невiдомої довжини. До берегiв цих трiщин прикладенi невiдомi розтягу-
юче зусилля T та згинальний момент M , якi задовольняють умову пластичностi Треска
для ортотропних оболонок [8]

G̃(T,M, στ ) = 1, (1)

де στ — границя текучостi матерiалу.
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Рис. 1

На берегах трiщини виконуються граничнi умови

T2(x) =





T − T ∗

2 , d+ l 6 |x| 6 d+ l + lp,

T l − T ∗

2 , d− l 6 |x| 6 d+ l,

T − T ∗

2 , d− l − lp 6 |x| 6 d− l,

M2(x) =





M −M∗

2 , d+ l 6 |x| 6 d+ l + lp,

M l −M∗

2 , d− l 6 |x| 6 d+ l,

M −M∗

2 , d− l − lp 6 |x| 6 d− l.

(2)

Тут T ∗

2 , M∗

2 — характеристики зовнiшнього навантаження; lp — розмiр внутрiшньої пла-
стичної зони, а lp — розмiр зовнiшньої пластичної зони. T l i M l виникають у випадку
ненаскрiзної трiщини i визначаються за формулами

T l = στ (d1 + d2), M l = στ
(h− d1 − d2)(d2 − d1)

2
, (3)

де d2 i d1 — товщина верхнього та нижнього шарiв, якi визначають розташування вну-
трiшньої трiщини по товщинi оболонки. Якщо d2 = 0 або d1 = 0, трiщина вважається
поверхневою. Якщо d2 = 0 та d1 = 0, трiщина вважається наскрiзною.

Далi можливi два варiанти розв’язання задачi:
мiж трiщинами на вiдрiзку 2(d − l − lp) виконується закон Гука;
перемичка мiж трiщинами 2(d − l) перебуває цiлком в пластичнiй течiї.
Розглядається другий варiант. Згiдно з δc-моделлю, замiсть двох трiщин довжиною 2l

можна ввести нову фiктивну трiщину довжиною 2l1, де l1 = d + l + lp.
Тодi розв’язок задачi про напружений стан пружної ортотропної оболонки довiльної

кривизни iз трiщинами можна звести до розв’язання системи сингулярних iнтегральних
рiвнянь (СIР) типу Кошi [4]. У випадку однiєї трiщини, орiєнтованої вздовж осi x, система
набуде вигляду:

1∫

−1

∑

j=1,3

Kij(s− x)ψj(s) ds = πΦi(x), i = 1, 3, (4)
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де

K11(x̃) =
1

x̃
− 2β2

√
1− µ√
aχ2

x̃
∞∑

n=1

a(1)n (β|x̃|χ−1),

K31(x̃) =
2β2√
aχ2

x̃
∞∑

n=1

a(2)n (β|x̃|χ−1), K13(x̃) =

√
1− µ

(1− ν)(3 + ν − 2µ)
K31(x̃),

K33(x̃) =
1

x̃
+

2β2

(1− ν)(3 + ν − 2µ)
√
aχ2

x̃
∞∑

n=1

a(3)n (β|x̃|χ−1),

a(1)n (s̃) =
2

π

π/2∫

0

|d2|l̃−2
2 cos3 θ cos(2n− 1)θ ImGn,n−1(s̃|d|

√
i) dθ,

a(2)n (s̃) =
2

π

π/2∫

0

d2(l̃1 l̃2)
−1 cos θ(ν cos2 θ + sin2 θ) cos(2n − 1)θReGn,n−1(s̃|d|

√
i) dθ,

a(3)n (s̃) =
2

π

π/2∫

0

d2l̃−2
1

(ν cos2 θ + sin2 θ)

cos θ
cos(2n− 1)θ ImGn,n−1(s̃|d|

√
i) dθ,

β = cl1, c2 =

√
12(1 − ν2)

R2h
, d2 =

√
1− µ

a

cos2 θ + λ sin2 θ

l̃1 l̃2
, λ =

R2

R1
,

l̃21 = 1− 4µ̃(1 + ν) cos2 2θ, l̃22 = 1 + 4µ̃(1− ν) cos2 2θ, 4µ̃ = µ/2a,

µ = 1− 2(1 + v)
G12

E
, 2a = 2− µ+ µv,

де χ2 =
√
E1/E2, E =

√
E1E2, v =

√
v1v2, E1, E2 — модулi Юнга; v1, v2 — коефiцiєнти

Пуассона; G12 — модуль зсуву для площин, паралельних серединнiй поверхнi оболонки.
Невiдомi функцiї мають вигляд:

ψ1 =
Eh

4lχ2

√
1− µ

a

d[ϑ]

ds
; ψ3 =

D(1− ν)(3 + ν − 2µ)

4lχ2
√
a

R2c
2d[θ2]

ds
,

де D = Eh3/12(1 − v2), Φ1(x) = T2(x) i Φ2(x) = M2(x) — правi частини системи (4).
З граничних умов (2) випливає, що правi частини системи — розривнi функцiї. Тому

подамо невiдомi функцiї у виглядi

ψ1(s) = g1(s) + th(s), ψ3(s) = g3(s) +mh(s), (5)

де t = (T − T l)/T ∗

2 , t = c2R2(M −M l)/T ∗

2 .
Функцiя h(s) є аналiтичним роз’язком рiвняння

1∫

−1

h(s)

s− x
= πf(x), f(x) =





−a+ 1, τ∗ < |x| 6 1,

−a, τi < |x| 6 τ∗,

−a+ 1, |x| 6 τi.

(6)

Тут τ∗ = (d + l)/l1, τi = (γ − 1)τ∗/(γ + 1), γ = d/l.
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Константа a визначається з умови iснування розв’язку рiвняння (6) [9]

a =
2

π
(arccos(τ∗) + arcsin(τi)). (7)

Для пластини з системою наскрiзних трiщин можна в аналiтичному виглядi одержати
довжину пластичної зони:

τ∗ =

cos

(
πa

2

)

√

1− 2
γ − 1

γ + 1
sin

(
πa

2

)
+

(
γ − 1

γ + 1

)2
.

У випадку наскрiзної трiщини a = σ∗2/στ , де σ∗2 = T ∗

2 /h — напруження, що дiє на лiнiї
трiщини в оболонцi без трiщини. Якщо довжина перемички дорiвнює нулю, тобто γ = 1,
одержуємо значення τ∗ для наскрiзної трiщини.

Розв’язок рiвняння (6) має вигляд

h(x) =
1

π
ln

∣∣∣∣
(τ∗ − x)(1 + xτ∗ +

√
(1− (τ∗)2)(1 − x2)

(τ∗ + x)(1 − xτ∗ +
√

(1− (τ∗)2)(1 − x2)

∣∣∣∣+

+
1

π
ln

∣∣∣∣
(τi + x)(1 − xτi +

√
(1− (τi)2)(1 − x2)

(τi − x)(1 + xτi +
√
(1− (τi)2)(1 − x2)

∣∣∣∣.

Пiдставимо невiдомi функцiї (5) в систему (4):

1∫

−1

∑

j=1,3

K1j(x− s)gj(s)ds+ t

( 1∫

−1

Kr
11(x− s)h(s)ds + πa

)
+m

1∫

−1

K13(x− s)h(s)ds =

= π

(
1− T l

T ∗

2

)
,

1∫

−1

∑

j=1,3

K3j(x− s)gj(s)ds+ t

1∫

−1

K31(x− s)h(s)ds +m

( 1∫

−1

Kr
33(x− s)h(s)ds + πa

)
=

= −πc
2R2M

l

T ∗

2

.

(8)

Для чисельного розв’язання отриманої системи сингулярних iнтегральних рiвнянь (8)
використовуємо метод механiчних квадратур для функцiй, обмежених на кiнцях промiжку
iнтегрування, за допомогою якого система СIР зводиться до системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь.

3. Результати. На рис. 2–4 зображено залежнiсть вiдносних розмiру трiщини τ∗ i роз-
криття трiщини δ∗ вiд вiдстанi мiж трiщинами γ. Вiдносне розкриття трiщини обчислено
за формулою

δ∗(x, γ̃) =
4l

l1

σ∗2
στ
χ2√a

(
1√
1− µ

x∫

−1

ψ1(s) ds+ γ̃

√
12(1 − v2)

(1− v)(3 + v − 2µ)

x∫

−1

ψ3(s) ds

)
,

де γ̃ ∈ (−1/2 + d1/h; 1/2 − d2/h).
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Рис. 2. Залежнiсть τ
∗ i δ∗(τ∗

, 0) вiд γ (d1 = d2 = 0)

Рис. 3. Залежнiсть τ
∗ i δ∗(τ∗

, 0) вiд γ (d1 = 0, d2 = 0,15)

Рис. 4. Залежнiсть τ
∗ i δ∗(τ∗

, 0) вiд γ (d1 = 0,05, d2 = 0,1)

Цi рисунки iлюструють результати для ортотропних оболонок з системою двох колiне-
арних наскрiзних (рис. 2), поверхневих (рис. 3) i внутрiшнiх (рис. 4) трiщин.

Суцiльнi лiнiї вiдповiдають матерiалу I (E1 = 14,9 · 106 Па, E2 = 0,6 · 106 Па, G12 =
= 0,4 · 106 Па, v = 0,31), а штриховi лiнiї — матерiалу II (E1 = 40 · 106 Па, E2 = 4 · 106 Па,
G12 = 1,5 · 106 Па, v = 0,31).

Кривi 1–3 вiдповiдають псевдосферичнiй, цилiндричнiй i сферичнiй оболонкам. При
цьому вiдносне навантаження вважалося рiвним σ∗2/στ = 0,2, а довжина трiщин l/R2 = 0,05.
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Таким чином, на основi наведених вище рисункiв можна зробити такi висновки:
при збiльшеннi вiдстанi мiж трiщинами γ вiдносне розкриття трiщини δ∗ i вiдносний

розмiр пластичної зони 1 − τ∗ зменшуються;
спостерiгається збiльшення значень δ∗ та 1 − τ∗ при збiльшеннi параметра ортотропiї

χ2√a;
у випадку системи наскрiзних трiщин залежнiсть δ∗ та 1 − τ∗ вiд кривини оболонки λ

має немонотоний характер;
у випадку системи ненаскрiзних трiщин найбiльше значення δ∗ та 1 − τ∗ досягається

в цилiндричних оболонках, а найменше — в сферичних.
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K.M. Dovbnya, M. M. Gordienko

An elasto-plastic orthotropic shell of an arbitrary curvature with two

cracks

By using the δc-model, the 3D problem of the elasto-plastic shell with a system of collinear cracks
of given sizes is reduced to a 2D problem of a stress-strain state of the elastic shell with through
cracks of unknown length. The system of integral equations has been solved within the method of
mechanical quadratures. The dependence of the opening displacement of cracks of various types on
the distance between them is determined.
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