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Розроблено новий аналiтичний метод знаходження поля шуму, яке генерується тур-
булентною течiєю бiля краю жорсткої пiвплощини. У цьому методi поле шуму визна-
чається через пульсацiї тиску (а не через напруження Лайтхiла). Це дає можливiсть
використовувати для пульсацiй тиску вже вiдому з наукової лiтератури iнформацiю,
а вiдтак iстотно заощаджувати час при проведеннi вiдповiдних чисельних розрахункiв.

Акустичнi поля, що генеруються турбулентними течiями за тiлами рiзних геометрiй, ста-
новлять значний науковий i практичний iнтерес. Для знаходження таких полiв зазвичай
застосовується теорiя Лайтхiла або рiзнi її модифiкацiї [1–6]. Сформульованi в рамках та-
ких теорiй граничнi задачi розв’язуються, в основному, чисельними або, значно рiдше, чи-
сельно-аналiтичними методами. Обидва типи методiв мають вiдноснi недолiки i переваги,
а також межi застосування. Проте всi вони, грунтуючись на Лайтхiлiвському визначен-
нi джерел звуку, потребують дуже детальної i точної iнформацiї про просторово-часову
i/або кореляцiйно-спектральну структуру полiв швидкостi, масової густини середовища то-
що в областi, зайнятiй турбулентнiстю, а тому мають низьку (з огляду на використання
часу) ефективнiсть. У такiй ситуацiї виникає потреба у розробленнi нових (бажано аналi-
тичних або аналiтично-чисельних) методiв, якi, можливо за меншої, але задовiльної для
потреб практики точностi, давали б можливiсть iстотно заощаджувати час при проведеннi
вiдповiдних чисельних розрахункiв.

Такий метод пропонується у данiй роботi. Вiн є аналiтичним. У ньому поле шуму, згене-
роване турбулентнiстю за тiлом, визначається через пульсацiї тиску pt, а не через джерела
Лайтхiла. Це дає можливiсть для тиску pt використовувати вже вiдому з наукової лiтера-
тури iнформацiю, а вiдтак iстотно заощаджувати час.

1. Постановка задачi. Розглядається жорстка пiвплощина Sr (x < 0, y = 0), на верх-
нiй поверхнi якої у перпендикулярному до її краю x = 0, y = 0 напрямку з осередненою
швидкiстю U тече рiдина масової густини ρ (рис. 1). Течiя є турбулентною, має ширину Lz,
характеризується малим числом Маха i, взаємодiючи з краєм пiвплощини, генерує шум.
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Рис. 1. Геометрiя задачi

Необхiдно знайти це поле шуму i встановити кiлькiсну залежнiсть його характеристик вiд
параметрiв течiї i пiвплощини.

Сформульована задача описується рiвнянням Лайтхiла [1–3, 5]:

∂2ρa
∂t2

− c20∇2ρa =
∂2Tij

∂yi∂yj
, (1)

в якому ρa — акустичнi флуктуацiї густини; c0 — швидкiсть звуку в незбуреному середовищi,
а Tij — напруження Лайтхiла (вибiр системи координат показано на рис. 1). Граничними
умовами є рiвнiсть нулю нормальної компоненти акустичної швидкостi на поверхнi жорсткої
структури

∂ρa
∂y

∣

∣

∣

∣

y=0, x<0

= 0 (2)

та випромiнювання у нескiнченнiсть.
2. Акустичне поле. Гранична задача (1), (2) розв’язується через застосування до неї

часового перетворення Фур’є:

g(t) =

∞
∫

−∞

ğ(ω)e−iωtdω, ğ(ω) =
1

2π

∞
∫

−∞

g(t)eiωtdt

i подальше використання методу функцiй Грiна [7]. Образи Фур’є рiвнянь (1) i (2) мають
вiдповiдно такий вигляд:

∇2p̆a + k20p̆a = − ∂2T̆ij

∂yi∂yj
, (3)

∂p̆a
∂y

∣

∣

∣

∣

y=0, x<0

= 0, (4)

а розв’язок системи (3), (4) дається об’ємним iнтегралом [3, 8, 9]

p̆a(~r, ω) =
1

4π

∫∫∫

V0

∂2T̆ij(~r0, ω)

∂yi∂yj
G(~r,~r0, ω) dV (~r0). (5)
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Рис. 2. Модифiкована геометрiя задачi

Його можна переписати у зручнiшiй формi [3, 7, 9]:

p̆a(~r, ω) =
1

4π

∫∫∫

V0

∂2G(~r,~r0, ω)

∂yi∂yj
T̆ij(~r0, ω) dV (~r0). (6)

У (3)–(6) pa — акустичний тиск, пов’язаний з густиною ρa спiввiдношенням [2, 5, 7] pa = c20ρa;
k0 = ω/c0 — акустичне хвильове число; ω — колова частота; V0 — об’єм турбулентностi бiля
краю пiвплощини; ~r та ~r0 — вiдповiдно радiус-вектори точки поля i джерела (див. рис. 1);
а G — функцiя Грiна рiвняння Гельмгольца для вибраної пiвплощини. Функцiя G задо-
вольняє рiвняння

∇2G(~r,~r0, ω) + k20G(~r,~r0, ω) = −4πδ(~r − ~r0)

(де δ — дельта-функцiя Дiрака), граничну умову

∂G

∂y0

∣

∣

∣

∣

y0=0, x0<0

= 0

та умову випромiнювання у нескiнченнiсть.
Модифiкацiя геометрiї задачi. Спiввiдношення (5), (6) зазвичай використовують-

ся при знаходженнi виразiв для характеристик акустичного поля (таких, як швидкiсть,
енергiя, рiзнi спектри та кореляцiйнi функцiї тощо) [3, 5, 6]. Проте чисельнi розрахунки
таких виразiв щоразу потребують наявностi дуже детальної i точної iнформацiї про про-
сторово-часову i/або кореляцiйно-спектральну структуру полiв параметрiв турбулентностi,
якi визначають напруження Лайтхiла Tij (це швидкiсть, масова густина середовища то-
що). Одержання такої iнформацiї пов’язане зi значними затратами часу, що призводить
до низької (з огляду на цi затрати) ефективностi вищезазначеної процедури знаходжен-
ня розв’язку. Очевидно, що цю ефективнiсть можна було б значно пiдвищити (при збе-
реженнi задовiльної для потреб практики точностi) у разi вираження характеристик аку-
стичного поля через параметри турбулентностi, iнформацiя про якi вже заздалегiдь вi-
дома.

Таким параметром є пульсацiї тиску на стiнцi pt, для яких є достатня кiлькiсть експе-
риментальних i теоретичних даних, а також вiдповiдних емпiричних або напiвемпiричних
моделей. Проте використання величини pt як акустичного джерела (замiсть напружень
Лайтхiла) потребує незначної модифiкацiї геометрiї задачi. Вона полягає в умовному про-
довженнi пiвплощини Sr контрольною поверхнею Sc (x > 0, y = 0) i поворотi останньої
навколо краю x = 0, y = 0 на малий кут α так (рис. 1 i 2), щоб позбутися турбулентностi
пiд поверхнею Sc (течiя при сходженнi з верхньої поверхнi пiвплощини Sr утворює тон-
кий клин турбулентностi у правому нижньому квадрантi x > 0, y < 0). Однак при цьому
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пiвплощини Sr та Sc продовжують вважатися копланарними. Пiдставою для цього є фi-
зично прийнятне припущення про незначний вплив кута α на характеристики дальнього
акустичного поля [4, 9].

Акустичний тиск. Для таким чином модифiкованої геометрiї задачi розв’язок систе-
ми (3), (4) переписується у виглядi iнтеграла по смузi x0 > 0, y0 = 0, −Lz/2 < z0 < Lz/2
контрольної поверхнi Sc, де є турбулентна течiя [8, 9]:

p̆a(~r, ω) = − 1

2π

∫∫

Sc

p̆t(r̆0, ω)
∂G(~r,~r0, ω)

∂y0
dS(~r0). (7)

Тут функцiя Грiна G має вигляд [3, 9, 10]

G =
eiπ/4√

π

[

e−ik0R

R

uR
∫

−∞

e−iu2

du+
e−ik0R′

R′

u
R′

∫

−∞

e−iu2

du

]

,

uR = 2

(

k0rr0
D +R

)1/2

cos
θ − θ0

2
, uR′ = 2

(

k0rr0
D +R′

)1/2

cos
θ + θ0

2
,

(8)

де R та R′ — вiдстанi вiд джерела та його образу, розташованих вiдповiдно у точках ~r0 =
= (x0, y0, z0) = (r0, θ0, z0) та ~r0

′ = (x0,−y0, z0) = (r0,−θ0, z0), до точки поля ~r = (x, y, z) =
= (r, θ, z) (див. рис. 1):

R = |~r−~r0| =
√

(x−x0)2+(y−y0)2+(z−z0)2 =
√

r2+r20−2rr0 cos(θ−θ0)+(z−z0)2,

R′ = |~r−~r0
′| =

√

(x−x0)2+(y+y0)2+(z−z0)2 =
√

r2+r20−2rr0 cos(θ+θ0)+(z−z0)2;

а D =
√

(r + r0)2 + (z − z0)2 — вiдстань вiд джерела до точки поля у разi їх розташування
на однiй прямiй, яка проходить через край пiвплощини Sr.

У дальньому акустичному полi верхнi межi iнтегрування в iнтегралах Френеля у фор-
мулi (8) спрощуються

uR ≈
√

2k0r0 sinΦ cos
θ − θ0

2
, uR′ ≈

√

2k0r0 sinΦ cos
θ + θ0

2
,

sinΦ =
r

√

r2 + (z − z0)2

i, за умови k0r0 ≪ 1 (тобто при врахуваннi внеску лише найiнтенсивнiших джерел шу-
му, розташованих безпосередньо бiля краю пiвплощини Sr) функцiя Грiна набуває вигля-
ду [8, 9]:

G =
e−ik0R

R

[

1

2
+

2eiπ/4√
π

√

2k0r0 sinΦ cos
θ

2
cos

θ0
2

+O(k0r0)

]

. (9)

Тодi її нормальна похiдна у спiввiдношеннi (7) дається таким виразом [8, 9]:

∂G

∂y0

∣

∣

∣

∣

y0=0,x0>0

=
eiπ/4√

π

e−ik0R0

R0

√

2k0 sinΦ
cos

θ

2√
x0

+O(k0r0), (10)
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в якому

R0 = R|y0=0 =
√

(x− x0)2 + y2 + (z − z0)2

є вiдстанню вiд джерела, розташованого на контрольнiй поверхнi Sc, до точки поля.
Порiвняльний аналiз спiввiдношення (7) з виразами (5) та (6) показує, що в (7) акустич-

ний тиск виражається через турбулентнi пульсацiї тиску pt (для яких є достатня кiлькiсть
лiтературних даних), а не через напруження Лайтхiла Tij або їхнi похiднi другого порядку
(необхiдної iнформацiї про якi немає). Крiм того, пiдiнтегральний вираз в (7) мiстить лише
одну похiдну першого порядку функцiї Грiна G, тодi як у формулi (6) є аж дев’ять похiдних
другого порядку функцiї G. Це вказує на те, що чисельнi розрахунки характеристик аку-
стичного поля за виразами, одержаними на основi формули (7), потребуватимуть значно
менших часових затрат порiвняно з розрахунками на основi формул (5) або (6).

Частотний спектр акустичного тиску. Зазвичай зi всiх статистичних характеристик
акустичного поля найбiльший iнтерес становить частотний спектр Pa(~r, ω) тиску pa [2–9, 11],
який характеризує розподiл акустичної енергiї за частотою ω у точцi поля ~r i визначається
зi спiввiдношення стохастичної ортогональностi [2–9, 11]

Pa(~r, ω)δ(ω − ω′) = 〈p̆∗a(~r, ω)p̆a(~r, ω′)〉, (11)

в якому дужки 〈. . . 〉 означають операцiю осереднення за множиною реалiзацiй, а зiрочка
вказує на комплексне спряження. Пiдстановка сюди формули (7) для акустичного тиску
дає шуканий вираз для спектра Pa. У разi неоднорiдної турбулентностi вiн має такий ви-
гляд [8, 9]:

Pa(~r, ω) =
1

4π2

∫∫

Sc

dx0dz0

∫∫

Sc

Sp(x0, z0, x
′

0, z
′

0, ω)

(

∂G(~r,~r0, ω)

∂y0

)

∗∂G(~r,~r0
′, ω)

∂y′0
dx′0dz

′

0, (12)

в якому функцiя Sp(x0, z0, x
′

0, z
′

0, ω) має аналiтичне представлення i є взаємним спектром
турбулентних пульсацiй тиску pt.

Якщо турбулентнiсть однорiдна, взаємний спектр Sp стає функцiєю лише вiдстанi мiж
джерелами i частоти [2, 5, 9, 11]

Sp(x0, z0, x
′

0, z
′

0, ω) = Sp(ξx, ξz, ω), ξx = x′0 − x0, ξz = z′0 − z0.

У цьому випадку вiн виражається через частотно-хвильовий спектр пульсацiй тиску Φp [2, 5,
9, 11]:

Sp(ξx, ξz, ω) =

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

Φp(kx, kz , ω)e
i(kxξx+kzξz)dkxdkz,

Φp(kx, kz, ω) =

(

1

2π

)2
∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

Sp(ξx, ξz, ω)e
−i(kxξx+kzξz)dξxdξz,
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де kx та kz — хвильовi числа у напрямках осей x та z вiдповiдно. Тодi формула (12) значно
спрощується [8, 9]:

Pa(~r, ω) = (2π)2
∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

|T̆ (~r, kx, kz , ω)|2Φp(kx, kz, ω) dkxdkz,

|T̆ (~r, kx, kz , ω)|2 =
2

(2π)4
cos2

θ

2
sinΦ0

k0
qx

L2
z

|~r|2
sin2

qzLz

2
(

qzLz

2

)2 ,

sinΦ0 =
r

|~r| , qx = kx −
k0x

|~r| , qz = kz −
k0z

|~r| .

(13)

Загальнi зауваження. Формули (12) i (13) (разом iз (7) та (10)) дають загальний
розв’язок задачi про генерацiю шуму турбулентною течiєю бiля краю жорсткої пiвплощини
у разi неоднорiдної та однорiдної турбулентностi вiдповiдно (вирази для iнших статисти-
чних характеристик поля шуму можна одержати аналогiчним чином). У цих формулах
всi пiдiнтегральнi величини є вiдомими функцiями, а межi iнтегрування чiтко визначенi.
Це дозволяє проводити якiсний та кiлькiсний аналiз дослiджуваних характеристик шуму
у вiдповiдних межах змiни параметрiв задачi. При цьому чисельнi розрахунки таких ха-
рактеристик не потребуватимуть значних затрат часу.

Таким чином, у данiй роботi розроблено новий аналiтичний метод знаходження поля шу-
му, яке генерується турбулентною течiєю бiля краю жорсткої пiвплощини. Цей метод грун-
тується на використаннi методу функцiй Грiна, а також методiв кореляцiйно-спектрального
аналiзу.

У рамках розробленого методу дослiджено випадки однорiдної та неоднорiдної турбу-
лентностi i одержано вiдповiднi вирази для статистичних характеристик поля шуму.

Основна перевага запропонованого методу над методами, розробленими iншими дослi-
дниками [2–5], полягає в тому, що в ньому поле шуму визначається через пульсацiї тиску pt
(а не через напруження Лайтхiла). Це дає можливiсть використовувати для тиску pt вже вi-
дому з наукової лiтератури iнформацiю, а вiдтак iстотно заощаджувати час при проведеннi
вiдповiдних чисельних розрахункiв.
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A.O. Borysyuk

Noise generation by a turbulent flow near the edge of a rigid half-plane

A new analytical method is developed to predict the noise field generated by a turbulent flow near
the edge of a rigid half-plane. In this method, the noise field is determined in terms of pressure
fluctuations (rather than Lighthill’s stresses). It allows one to use the information, which is already
available in the scientific literature, for the pressure and hence to save much time in making the
corresponding numerical calculations.
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