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Abstract. The optimal control problem of oscillations of the string with the given initial 
finite conditions and non-separated values of the derivatives of deflection functions at the 
intermediate moments with the quality criteria given on the whole time interval is consid-
ered. The problem is solved by the method of separation of variables and the theory of opti-
mal control of finite-dimensional systems with non-separated multipoint intermediate condi-
tions. As an application of the proposed approach, an optimal control action is constructed 
for the string oscillations with the given nonlocal values of the velocities of string points at 
the two intermediate moments. 
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Введение. Большой класс физических процессов, связанных с колебательными 

системами, моделируется волновым уравнением [10, 11, 18]. При этом на практике 
часто возникают задачи управления, когда нужно сгенерировать заданные характери-
стики колебаний, удовлетворяющих промежуточным условиям. Внимание исследова-
телей привлекли многоточечные краевые задачи управления, в которых наряду с 
классическими краевыми (начальное и конечное) условиями заданы также неразде-
ленные (нелокальные) многоточечные промежуточные условия [1 – 9, 13, 14, 16]. Не-
разделенные многоточечные краевые задачи возникают, с одной стороны как матема-
тические модели реальных процессов, с другой стороны – для многих уравнений не-
возможна корректная постановка локальных краевых задач. Неразделенность много-
точечных условий также, в частности, обусловлена невозможностью на практике про-
водить замеры измеряемых параметров состояния объекта мгновенно или в его от-
дельно взятых точках. 1. 

Задачи управления и оптимального управления колебательных процессов, как 
внешними, так и граничными управляющими воздействиями при различных типах 
граничных условий, рассмотрены в работах [1, 3, 5 – 7, 9, 13 14, 16], в которых пред-
ложены различные методы решения. 

В настоящей работе рассматривается задача оптимального управления для урав-
нения колебания струны с заданными начальными условиями и неразделенными зна-
чениями скоростей точек струны в промежуточных моментах времени с критерием 
качества, заданным на весь промежуток времени. Методом разделения переменных 
задача сводится к задаче оптимального управления со счетным числом обыкновенных 
дифференциальных уравнений с заданными начальными, конечными и неразделен-
ными многоточечными промежуточными условиями. С помощью методов теории 
оптимального управления конечномерными системами с многоточечными промежу-
точными условиями построено оптимальное управляющее воздействие. 
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В качестве приложения предложенного конструктивного подхода построено оп-
тимальное управляющее воздействие для колебания струны с заданными неразделен-
ными значениями скоростей точек струны в двух промежуточных моментах времени. 

§1. Постановка задачи. 
Рассмотрим однородную упругую натянутую струну длиной l , края которой за-

креплены. Пусть в вертикальной плоскости на струну действуют распределенные си-
лы с плотностью u(x, t), которая является управляющим воздействием. 

Пусть состояние распределенной колебательной системы (малые поперечные ко-
лебания струны) описывается функцией ( , )Q x t , 0 x l  , 0 t T  , которая подчи-

няется при 0 x l   и 0 t T   волновому уравнению 
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В уравнении (1.1) 2
0a T  , где 0T  – натяжение струны;   – плотность одно-

родной струны. Функция ( , )Q x t , удовлетворяющая уравнению (1.1), дважды непре-

рывно дифференцируема вплоть до границы области. 
Пусть в некоторые промежуточные моменты времени 0 1 10 ... m mt t t t T       

на значения производных функции прогиба струны задано неразделенное (нелокаль-
ное) условие в виде 
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 ,                                              (1.5) 

где ke – заданные величины ( 1,..., )k m ; ( )x – некоторая известная функция. Здесь 

0 ( )x , 0 ( )x , ( )T x , ( )T x  и ( )x – заданные гладкие функции, удовлетворяющие 

условиям согласования. 
Предполагается, что система (1.1) при ограничениях (1.2) – (1.5) на промежутке 

времени  0,T  является вполне управляемой [4, 15]. Это означает, что на промежутке 

времени  0,T  можно выбрать управляющее воздействие ( , )u x t , под воздействием 

которого функция прогиба струны ( , )Q x t  удовлетворяет уравнению (1.1) и заданным 

условиям (1.2) – (1.5). 
Задачу оптимального управления колебаниями струны с заданными неразделен-

ными значениями скоростей точек прогиба в промежуточные моменты времени kt  

( 1, ... , )k m  можно сформулировать следующим образом: среди возможных управ-

лений ( , )u x t , 0 x l  , 0 t T   требуется найти оптимальное управляющее воздей-

ствие 0 ( , )u x t ,  переводящее колебания струны (1.1) с граничными условиями (1.2) из 

заданного начального состояния (1.3) в заданное конечное состояние (1.4), обеспечи-
вая удовлетворение неразделенных многоточечных промежуточных условий (1.5) и 
минимизирующее функционал 
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§2. Решение задачи. 
Для построения решения поставленной задачи решение уравнения (1.1) с гранич-

ными условиями (1.2) ищем в виде  
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Представим функции ( , )u x t  и ( )x  в виде рядов Фурье 
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Подставляя разложения (2.1), (2.2) в соотношения (1.1) – (1.5) и в силу ортого-
нальности системы собственных функций следует, что коэффициенты Фурье ( )nQ t  

удовлетворяют счетному числу систем обыкновенных дифференциальных уравнений 

2( ) ( ) ( )n n n nQ t Q t u t  ;  
2
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    1, 2,...n                         (2.3) 

и следующим начальным, неразделенным многоточечным промежуточным и конеч-
ным условиям: 

(0)(0)n nQ  ;  (0)(0)n nQ  ;                                            (2.4) 
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n n nQ T     ,                              (2.6) 

где через ( )nQ t , (0)
n , (0)

n , ( 1)m
n

 , ( 1)m
n  , ( )nu t  и n  обозначены коэффициенты Фурье, 

соответствующие функциям ( , )Q x t , 0 ( )x , 0 ( )x , 1( )m x  , 1( )m x  , ( , )u x t  и ( )x . 
Общее решение уравнения (2.3) с начальными условиями (2.4) и его производная 

имеют вид  
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Теперь учитывая промежуточные неразделенные (2.5) и конечные (2.6) условия, 
используя подходы, приведенные в работах [4, 8], из уравнения (2.7), получаем, что 
функции ( )nu   для каждого n  должны удовлетворять следующей системе равенств: 
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Введем следующие функции: 

1 ( ) sin ( )n nh T    ;  2 ( ) cos ( )n nh T    ,   0 T  ; 
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Тогда интегральные соотношения (2.8) при помощи функции (2.10) запишутся 
следующим образом 
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Учитывая разложение (2.2) и ортогональность системы собственных функций, 
минимизируемый функционал (1.6) запишется в виде: 
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    . 

Но так как для каждого 1, 2, ...n   2

0

( ) 0
T

nu d   , следовательно, минимизация 

функционала (1.6) равносильна минимизации функционалов 

 2

0

T

nu d     1,2,n   .                                           (2.12) 

Таким образом, решение поставленной задачи оптимального управления (1.1) – 
(1.6) для каждого 1, 2,...n   сводится к нахождению такого оптимального управления 

0 ( )nu t   0,t T , которое удовлетворяет интегральным соотношениям (2.11) и достав-

ляет минимум функционалу (2.12). Задачу оптимального управления при функциона-
ле (2.12) и с интегральными условиями (2.11) можно рассматривать как задачу услов-
ного экстремума из вариационного исчисления. Однако, как видно из обозначения 
(2.10), классические методы вариационного исчисления не применимы для исследо-
вания этой задачи. 

Отметим, что условия (2.11) являются линейной операцией, порожденной функ-
цией ( )nu t  на промежутке времени  0,T , а функционал (2.12) является нормой ли-

нейного нормированного пространства. Следовательно, решение полученной задачи 
оптимального управления (2.11) – (2.12) целесообразно искать с помощью алгоритма 
решения проблемы моментов [4, 15]. 

Следуя [4, 15], для решения конечномерной проблемы моментов (2.11) – (2.12), 
нужно найти некоторые величины 1 2 2, ,n n np p q , 1,2,...n   связанные условиями 

( )
1 1 2 2 2 2( ) ( ) 1m
n n n n n np C T p C T q C   ,                                   (2.13) 

для которых 

0 2 2
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Для определения величин 0 0 0
1 2 2, ,n n np p q , 1, 2, ... ,n   минимизирующих (2.14) с 

условиями (2.13), применим метод неопределенных множителей Лагранжа. Введем 
функцию 

1 2 2( , , )n n nf p p q   
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m m
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где n  – неопределенный множитель Лагранжа. На основе этого метода, вычисляя 

производные по 1 2 2, ,n n np p q , 1, 2, ...n   функции 1 2 2( , , )n n nf p p q , и, приравнивая к 

нулю, получаем следующую систему алгебраических уравнений: 
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где приняты следующие обозначения: 
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Присоединяя к уравнениям (2.16) условие (2.13), получим замкнутую систему ал-
гебраических уравнений относительно неизвестных величин 1 2 2, , , 1, 2,... .n n n np p q n   
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и предположим, что 0n  . 
Тогда решение системы (2.16) с условием (2.13) можно представить в виде: 
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Здесь приняты следующие обозначения: 

( )
1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) m

n n n n n n n n n nA p C T p C T q C      . 

Подставляя из (2.18) значения для 0 0 0
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Имея оптимальную функцию 0 ( )nh t  из (2.14), с учетом (2.19), получаем 
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Согласно [4, 15], искомое оптимальное управление 0 ( )nu t  определяется выражением 
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Отметим, что согласно обозначениям (2.10) получаем 

1
1

1 2
2

( )
2

2 1
1

1

1

cos ( ), 0 ;

cos ( ), ;

. . .( )

cos ( ), ;

cos ( ), ;

0,

m

k n k
k

m

k n k
k

m
n

m

k n k m m
k m

m n m m m

m m

e t t t t

e t t t t t

h t

e t t t t t

e t t t t t

t t t T













 
 






  



   


 

   


   

   







. 

Подставляя значения функций 1 ( )nh t , 2 ( )nh t , ( )
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nh t  в (2.19), получим  
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Таким образом, имея явное выражение функции 0 ( )nh t , из (2.20) получим опти-

мальную функцию 0 ( )nu t  для каждого 1,2,...n  . Далее, подставляя оптимальную 

функцию 0 ( )nu t  в (2.7), получаем 0 ( )nQ t  на промежутке времени  0,t T . Следова-

тельно, из формулы (2.1) и (2.2) получим оптимальную функцию 0( , )Q x t  прогиба 

струны и оптимальное управление 0 ( , )u x t . Таким образом, для оптимального управ-

ления будем иметь 
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Из этого выражения видно, что оптимальное управляющее воздействие 0 ( , )u x t , 
решающее поставленную задачу, является кусочно-непрерывной функцией. 

§3. Пример. 

Предположим, что 2m   (т. е. 1 2 30 t t t T    ), тогда из формулы (2.21), с уче-

том обозначения (2.10) функции 0 ( )nh t  запишутся в виде 

при 10 t t   

 (1)0
1 2 2 1 1 2 2( ) ( )sin ( ) ( )cos ( ) ( ) cos ( ) cos ( )n n n n n n n n n n nh t p T t p T t q e t t e t t            ; 

при 1 2t t t   
(2)0

1 2 2 2 2( ) ( )sin ( ) ( ) cos ( ) ( ) cos ( )n n n n n n n n n nh t p T t p T t q e t t           ; 

при 2t t T   
(3)0

1 2( ) ( )sin ( ) ( )cos ( )n n n n n n nh t p T t p T t       . 

Из выражения (2.17), с учетом обозначений (2.10), получаем 

 2(1)

0

1
sin ( ) sin 2

2 4

T

n n n
n

T
a T d T   


    ; 

 2(1)

0

1
cos ( ) sin 2

2 4

T

n n n
n

T
b T d T   


    ; 

2
(2)

0

sin
sin ( )cos ( )

2

T
n

n n n
n

T
a T T d

    


    ; 
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1 2

(2)
1 1 2 2

0 0

sin ( )cos ( ) sin ( )cos ( )
t t

n n n n nb e T t d e T t d                  

   1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

sin1
sin ( ) sin ( ) sin sin

2 2
n

n n n n
n

T
e t T t e t T t e t e t

   


      ; 

   
1 1 2

2 2(1) 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

0 0 0

cos ( ) 2 cos ( )cos ( ) cos ( )
t t t

n n n n nc e t d e e t t d e t d                     

 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 2 1 1 1 2 2

1
2 4 cos ( ) 4 cos sin sin2 sin2

4 n n n n n n n
n

e t e t e e t t t e e t t t e t e t      

         ; 

1 2

(2)
1 1 2 2

0 0

cos ( )cos ( ) cos ( )cos ( )
t t

n n n n nc e T t d e T t d                  

    1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1
cos ( ) cos ( ) cos sin sin

2 n n n n n n
n

e t T t e t T t T e t e t     


      . 

Предполагая, что 1

l
t

a
 , 2 2

l
t

a
 , 4

l
T

a
 , получим, что 1 nt n  , 2 2nt n  , 

4nT n  , 1( ) 3n T t n   , 2( ) 2n T t n   , 1 2( )n t t n    . Следовательно, из 

вышеприведенных выражений и формул (2.9) получим 

(1) (1) 2
;n n

l
a b

a
    (2) (2) 0n na b  ;  (1) 2 2

1 2 1 22 2( 1)
2

n
n

l
c e e e e

a
      ; 

(2)
1 2( 1) 2

2
n

n

l
c e e

a
     ;   (3) (0)

1 ( )n n n nC T     ; 

(3) (0)
2 ( )n n nC T    ;   ( ) (0)

2 1 21
nm

n n nC e e        . 

Для определителей n , 1( )n np , 2( )n np , 1( )n nq , 2( )n nq  будем иметь следую-

щие значения 

 
3

22
1 1 2

1
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2
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l
e e e
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; 
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2 2
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1 1 1 2 1 1 2( ) 2 ( 1) 2 2 ( 1) 2
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C T e e e e e e
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Отметим, что 0n   при 1 0e   или 2 0e  . 

Имея эти выражения и вычисляя значения величин nA  и nB , согласно формуле 

(2.20), будем иметь оптимальную функцию 0 ( )nu t   0,t T .  

Явные выражения функции оптимального управления 0 ( , )u x t  получим в виде: 

при 0
l

t
a

   

0
1 2

1

( , ) ( )sin ( ) ( ) cos ( )n
n n n n n n

n n

A
u x t p T t p T t

B
 





        

 2 1 1 2 2( ) cos ( ) cos ( ) sinn n n n

n
q e t t e t t x

l

     ; 

при 2
l l

t
a a
   

 0
1 2 2 2 2

1

( , ) ( )sin ( ) ( )cos ( ) ( ) cos ( ) sinn
n n n n n n n n n

n n

A n
u x t p T t p T t q e t t x

B l

  




       ; 

при 2 4
l l

t
a a
   

 0
1 2

1

( , ) ( )sin ( ) ( ) cos ( ) sin .n
n n n n n n

n n

A n
u x t p T t p T t x

B l

 




       

Таким образом, имея явные выражения функций оптимального управления с по-
мощью вышеприведенных формул можно найти соответствующее выражение функ-
ции прогиба струны. 

Заключение. 
Задача оптимального управления колебаниями струны с заданными неразделен-

ными значениями производных функций прогиба в промежуточные моменты времени 
методом разделения переменных приведена к задаче оптимального управления со 
счетным числом обыкновенных дифференциальных уравнений с заданными началь-
ными, конечными и неразделенными многоточечными промежуточными условиями. 
Критерий качества задан на всем промежутке времени. Задача решена с использова-
нием методов теории оптимального управления конечномерными системами с много-
точечными промежуточными условиями. В качестве приложения предложенного 
подхода построено оптимальное управляющее воздействие для колебания струны с 
заданными неразделенными значениями производной функции прогиба точек струны 
в двух промежуточных моментах времени. 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Розглянуто задачу оптимального управління коливаннями струни із заданими почат-

ковими, скінченними умовами і нерозділеними значеннями похідних функцій прогину в проміжних 
моментах часу з критерієм якості, який заданий на весь проміжок часу. Задачу розв'язано з викорис-
танням методів розділення змінних і теорії оптимального управління скінченновимірними системами 
з нерозділеними багатоточковими проміжними умовами. Як приклад запропонованого підходу побу-
дована дія оптимального коливання струни із заданими нелокальними значеннями швидкостей точок 
струни в двох проміжних моментах часу. 
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