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Abstract. A solution of a problem on the forced vibrations of a truncated conical shell 

with elliptical cross-section is considered under the action of distributed impulse load. A 
linear version of the equations of the Timoshenko type theory of conical shells is obtained in 
a non-orthogonal curvilinear coordinate system. To solve the problem stated, a numerical 
algorithm of its solving is elaborated which is based on the finite-difference approximation 
of the initial equations by the spatial and time coordinates. An example of the dynamical 
behavior of the conical shell is studied numerically.  
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Введение.  
Задачам динамического поведения однородных и неоднородных по толщине обо-

лочечных конструкций различной пространственной конфигурации посвящено об-
ширное число публикаций (статьи, обзорные работы, монографии). Практически все 
динамические задачи решались для оболочек канонической формы (цилиндрические, 
сферические, конические и т.д. оболочки) в ортогональной криволинейной системе 
координат [2]. Численное решение динамических задач теории многослойных под-
крепленных оболочек различной геометрии представлено в работе [15]. Напряженно-
деформируемое состояние дискретно-подкрепленной эллипсоидальной оболочки при 
нестационарной нагрузке рассмотрено в работе [13]. В работе [14] рассмотрены не-
стационарные колебания трехслойных цилиндрических оболочек эллиптического се-
чения с ребристым дискретным наполнителем в рамках модели оболочек и стержней 
С.П. Тимошенко [2].  

При решении задач динамики теории конических оболочек, в основном исследо-
вались оболочки кругового сечения. В частности, такие задачи рассмотрены в работах 
[6 – 8, 10, 17, 19]. Конические оболочки некругового сечения при динамических 
нагрузках рассматривались в работах [5, 18]. При этом использована неортогональная 
система координат [1, 4, 5, 11]. Варианты геометрически нелинейной теории тонких 
оболочек в неортогональной системе координат представлены в работах [1, 3, 9]. 

В данной работе рассматривается задача динамического поведения усеченной ко-
нической оболочки эллиптического сечения при воздействии на нее импульсной 
нагрузки. Приводятся уравнения колебаний конической оболочки в неортогональной 
системе координат. Для решения поставленной задачи построен численный алгоритм, 
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который основан на конечноразностной аппроксимации исходных уравнений по про-
странственным и временной координатам. Приведены числовые результаты для слу-
чая динамического поведения усеченной конической оболочки эллиптического сече-
ния при распределенной импульсной нагрузке. 

§1. Постановка задачи. 
Рассматривается задача о нестационарном деформировании усеченной кониче-

ской оболочки эллиптического сечения при распределенной внутренней импульсной 
нагрузке. Уравнения срединной поверхности оболочки в параметрическом виде зада-
ются в виде 

1 2
1 cosX k x x ;  1 2sinY x x ;   1

2Z k x ,                            (1.1) 

где , ,X Y Z – декартова система координат; . 1 2,x x .– координаты на срединной по-

верхности оболочки; 1 /k a b ; 2 /k c b . Схематично объект представлен на рис. 1, 

H  – высота усеченного конуса. 

 
 

Рис. 1 

Уравнения (1.1) определяют коэффициенты первой и второй квадратичной формы 
срединной поверхности рассматриваемой оболочки согласно формулам 

( , 1,2)ij i j i j i j

X X Y Y Z Z
a i j

x x x x x x

     
   
     

; 

21
ij i j i j i j

Y Z Z Y X
b

x x x x x xg

                

2

i j i j i j

Z X X Z Y

x x x x x x

             
        (1.2) 

2

i j i j i j

X Y Y X Z

x x x x x x

               
. 

При этом, согласно (1.1), 
2 2 2 2 2 2

11 1 2cos sina k x x k   ;  1 2 2 2 2 2 2
22 1( ) ( sin cos )a x k x x  ; 

1 2 2
12 10,5 (1 )sin 2a x k x  ;   1 2

11 12 22 1 20; 0; ( ) /b b b k k x g   , 
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где g  – фундаментальный определитель метрического тензора, который определяет-

ся 2
11 22 11g a a a  . 

Для описания динамического поведения конических оболочек принимается ли-
нейный вариант уточненной теории тонких оболочек типа Тимошенко [2, 11]. Закон 
распределения перемещений по толщине оболочки принимается в виде 

1 2 1 2
1 1 1( , , ) ( , , )zu u x x t z x x t  ;   1 2 1 2

2 2 2( , , ) ( , , )zu u x x t z x x t  ;               (1.3) 

1 2
3 3 ( , , )zu u x x t ;   1 1 1 2 1 1 2( , , ) ( , , )zu u x x t z x x t  ;                        (1.4) 

2 2 1 2 2 1 2( , , ) ( , , )zu u x x t z x x t  . 

В соотношениях (1.3), (1.4) величины с нижними индексами соответствуют кова-
риантным компонентам обобщенного вектора перемещений срединной поверхности 
оболочки 1 1 2 3 1 2( , , , , )U u u u   , а величины с верхними индексами – контрвариант-

ным компонентам обобщенного вектора перемещений 1 1 2 3 1 2( , , , , )U u u u    [11]. 

Для вывода уравнений колебаний конических оболочек используется вариацион-
ный принцип Гамильтона – Остроградского 

2

1

( ) 0,
t

t

K A dt                                             (1.5) 

где   – потенциальная энергия оболочки; K  – кинетическая энергия оболочки; A  – 
работа внешних сил. 

Выражение для кинетической энергии K  имеет вид 

1 2 3 2 1 2 2
31 2 1 2

2 12 12

uu uh u u u h h
K d

t t t t t t t t t t

   



        
                

 ; 

1 2d gdx dx  .                                                
(1.6)

 

Потенциальная энергия   записывается в виде 

11 22 12
11 22 12

1
( 2

2
T T T



                                      (1.7) 

13 23 11 22 12
13 23 11 22 122 2 2 )T T M M M d          . 

После стандартных преобразований в функционале (1.5) получим следующие 
уравнения колебаний исходной конической оболочки в общем виде  

2
3

2
( , 1, 2)

i
ij j i i

i i

u
h T b T P i j

t
 

    


;                            
(1.8)

 

2
33

32
i ij

i ij

u
h T b T P

t



   


;   

2
3

2

i
ij i i

iI M T m
t

 
   


. 

В формулах (1.8) индексами 1, 2 обозначены переменные по координатам 1 2,x x : 
1 2 1 2

3, , , ,u u u    – контрвариантные компоненты обобщенного вектора перемещений 

срединной поверхности оболочки; 3, ,ij i ijT T M  – контрвариантные компоненты тен-

зоров усилий и моментов; 3, ,i iP P m  – компоненты усилий на поверхности оболочки; 



 41 

i  – контрвариантная производная;  – плотность материала оболочки; h – толщина 

оболочки; 3 /12I h .  
В развернутом виде, согласно [5] уравнения колебаний (1.8) в дивергентной фор-

ме записываются 

11 12 1 11 1 12
11 211 2

1 1
( ) ( ) 2gT gT T T

x xg g

 
     

 
 

2 1
1 22 1 1 1 2 1
22 1 2 2

n n u
T b T b T P h

t
 

    


;                                (1.9) 

12 22 2 11 2 12
11 121 2

1 1
( ) ( ) 2gT gT T T

x xg g

 
     

 
 

2 2
2 22 2 13 2 22 2
22 1 2 2

u
T b T b T P h

t
 

    


; 

2
13 23 11 12 12 22 3

11 12 21 22 31 2 2

1 1
( ) ( )

u
gT gT b T b T b T b T P h

x x tg g


 
      

  
; 

11 12 1 11 1 12
11 211 2

1 1
( ) ( ) 2gM gM M M

x xg g

 
     

 

3 2 1
2 22 13 1
22 212

h
M T m

t

 
   


; 

3 2 2
12 22 2 11 2 12 2 22 23 2

11 12 221 2 2

1 1
( ) ( ) 2 .

12

h
gM gM M M M T m

x x tg g

  
       

  
 

В соотношениях (1.9) величины k
ij  представляют собой коэффициенты символов 

Кристоффеля второго рода  

1

2

ij
sjk skis

ij j i s

aa a
a

x x x

  
       

, 

определяемые метрикой срединной поверхности:  

ij i j

r r
a

x x

 
 
 

. 

Контрвариантные составляющие тензоров тангенциальных усилий и изгибающих 
моментов могут быть выражены через деформации растяжения и изгиба зависимо-
стями, следующими из закона состояния линейной теории упругости при условии 
равенства нулю нормальных к поверхности S  напряжений 33( 0)  : 

2 11
ij ij st is jt

st

E E
T a a a a h

 


    
;   

3

2 1 121
ij ij st is jt

st

E E h
M a a a a

 


    
,   (1.10) 

где ,E  – параметры упругости. 

Вводя обозначения 

2 11
ij ij st is jt
st

E E
c a a a a h


    

;   
2

2 1 121
ij ij st is jt
st

E E h
D a a a a


    

       (1.11) 

и учитывая равенства 12 21 12 21,     , запишем выражения (1.10) в развернутом 

виде 
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11 11 11 11
11 11 12 12 22 222T c c c     ;   12 21 12 12 12 12

11 11 12 21 12 22 22( )T T c c c c       ; 

22 22 22 22
11 11 12 12 22 222T c c c     ;  13 11 21

44 13 45 23(2 2 )T h B a B a   ; 

23 12 22
45 13 55 23(2 2 )T h B a B a   ;   11 11 11 11

11 11 12 12 22 222M D D D     ;       (1.12) 

12 21 12 12 12 12
11 11 12 21 12 22 22( )M M D D D D       ;   12 22 22 22

11 11 12 12 22 222M D D D     . 

Составляющие вектора перемещений через тензоры деформаций можно предста-
вить в виде 

3

1
( )

2ik i k k i ike u u b u    ;   
1

( )
2

j j
ik i k k i i kj k ijb e b e       ; 

3 3
j

i i i i ju b u    ;  1 21
11 11 1 11 2 11 31

u
u u b u

x



   


;              (1.13) 

1 2 1 22 2
12 21 1 21 2 12 3 12 1 12 2 12 31 2

1 1

2 2

u u
u u b u u u b u

x x


                  
; 

1 22
22 22 1 22 2 22 32

u
u u b u

x



   


;  
1

( )
2ik i k k i     ; 

1 21
11 11 1 11 21x


  


  


;  1 22
22 22 1 22 22x


  


  


; 

1 22
12 21 1 21 22

1

2 x


  

      
1 21
12 1 21 22

1

2 x


 

    
. 

В формулах (1.13) величины 1 2 3 1 2, , , ,u u u    – компоненты ковариантного векто-

ра перемещений срединной поверхности оболочки.  

§ 2. Численный алгоритм решения задачи. 
Для построения численного алгоритма используется интегро-интерполяционный 

подход построения конечно-разностных схем по пространственным координатам 
1 2,x x  и явной разностной аппроксимации по временной координате t  [2]. Рассмат-

ривается построение разностных уравнений на примере первого уравнения системы 
(1.9). Интегрируем первое уравнение системы (1.9) по области 

 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2
1 1/ 2 1/ 2,

l l m mx x x x x x
          при 1/2 1/ 2n nt t t   ; 

   11 12 1 11
111 2

1

1 1

t

g T g T T
x xg g

  
   

 
   

1

2 1
1 12 1 22 1 13 1 23 1
21 22 1 2 2

2
t

u
T T b T b T P d dt h d dt

t




  
             

  ; 

12 22 2 11 2 12
11 121 2

1

1 1
( ) ( ) 2

t

gT gT T T
x xg g

  
     

 
                (2.1) 
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1

2 2
2 22 2 13 2 22 2
22 1 2 2

t

u
T b T b T P d dt h d dt

t




  
           

  ; 

1

13 23 11 12
11 121 2

1 1
( ) ( )

t

gT gT b T b T
x xg g

  
   

 
   

1

2
12 22 3

21 22 3 2
t

u
b T b T P d dt h d dt

t




 
         

  ; 

1

11 12 1 11 1 12
11 211 2

1 1
( ) ( ) 2

t

gM gM M M
x xg g

  
     

 
   

1

3 2 1
2 22 13 1
22 212t

h
M T m d dt d dt

t




  
          

  ; 

1

12 22 2 11 2 12
11 121 2

1 1
( ) ( ) 2

t

gM gM M M
x xg g

  
     

 
   

1

3 2 2
2 22 23 2
22 212t

h
M T m d dt d dt

t




         
  . 

В этом случае разностный аналог (2.1) имеет вид 

   11 11
1 1/2, 1/ 2,

,

1 1 n n

l m l m
l m

g T g T
xg  

           
 

   12 12
2 1/2, 1/ 2,

,

1 1 n n

l m l m
l m

g T g T
xg  

            
 

     1 11 1 12 1 22
11 21 22, , ,

2
n n n

l m l m l m
T T T        

     1 13 1 23 1 1
1 2 , ,, ,

n n

l m l ml m l m tt
b T b T P h u    ; 

   12 12
1 1/2, 1/2,

,

1 1 n n

l m l m
l m

g T g T
xg  

           
                       (2.2) 

   22 22
2 1/2, 1/ 2,

,

1 1 n n

l m l m
l m

g T g T
xg  

            
 

     2 11 2 12 2 22
11 21 22, , ,

2
n n n

l m l m l m
T T T        
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     2 13 2 22 2 2
1 2 , ,, ,

n n

l m l ml m l m tt
b T b T P h u    ; 

   13 1
1 1/2, 1/2,

,

1 1 n n

l m l m
l m

g T g T
xg  

           
 

   23 23
2 1/2, 1/2,

,

1 1 n n

l m l m
l m

g T g T
xg  

            
 

     11 12 12
11 12 21, , ,

n n n

l m l m l m
b T b T b T         22

22 3 3 ,,,

n n

l ml ml m tt
b T P h u  ; 

   11 12
1 1/ 2, 1/2,

,

1 1 n n

l m l m
l m

g M g M
xg  

           
 

     1 11 1 12 2 22
11 21 22, , ,

2
n n n

l m l m l m
M M M            

3
13 1 1

,, , 12

n n

l ml m l m tt

h
T m    ; 

   12 22
1 1/ 2, 1/2,

,

1 1 n n

l m l m
l m

g M g M
xg  

           
 

     2 11 2 12 2 22
11 12 22, , ,

2
n n n

l m l m l m
M M M            

3
23 2 2

,, , 12

n n

l ml m l m tt

h
T m    . 

§3. Анализ численных результатов.  
Как численный пример, рассматривается задача динамического поведения усе-

ченной конической оболочки эллиптического сечения при действии распределенной 
импульсной нагрузки 3 ( )P t . Предполагалось, что нижний и верхний края оболочки 

жестко защемлены, т.е. выполняются условия 1 2 1 2
3 0u u u       .  

Начальные условия при 0t   полагались нулевыми  

1 2 1 2
3 0u u u       ;  

1 2 1 2
3 0

uu u

t t t t t

    
    

    
. 

Распределенная импульсная нагрузка 3 ( )P t  задавалась в виде  

3

sin , при ,
( )

0, при ,

t
A t T

TP t

t T

  
 

 

где A  – амплитуда нагрузки; T  – длительность нагрузки. Расчеты проводились при 
610A  Па, 650 10T   с.  

При расчетах полагалось  1 1 1/ 1, 2k a b  ; 2 1 1/ 1, 6k c b  . Результаты расчетов 

задачи получены в контрвариантных величинах. В частности, на рис. 2 и рис. 3 пред-
ставлены зависимости величин прогиба 3u  в сечениях 2 0x   и 2 / 2x   в опреде-

ленные моменты времени. Рис. 2 соответствует зависимостям величин 3u  при 

3,5t T , рис. 3 – 6t T .  
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Рис. 2 
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Рис. 3 

Заключение.  
Рассмотрена задача динамического поведения усеченной конической оболочки 

эллиптического сечения при воздействии на нее распределенной импульсной нагруз-
ки. Приведены уравнения колебаний конической оболочки в неортогональной систе-
ме координат. Для решения поставленной задачи построен численный алгоритм, ос-
нованный на конечноразностной аппроксимации исходных уравнений по простран-
ственным и временной координатам. Приведены числовые результаты для случая ди-
намического поведения усеченной конической оболочки эллиптического сечения при 
распределенной импульсной нагрузке. 

Научные исследования, результаты которых опубликованы в данной статье, вы-
полнены за счет средств бюджетной программы «Поддержка приоритетных направ-
лений научных исследований» (КПКВК 6541230). 

 
РЕЗЮМЕ.  Розглянуто задачу про динамічну поведінку зрізаної конічної оболонки еліптичного 

перетину під дією на неї розподіленого імпульсного навантаження. Отримано рівняння коливань 
конічної оболонки в неортогональній системі координат. Для розв’язування поставленої задачі побу-
довано чисельний алгоритм, оснований на скінченнорізницевій апроксимації висхідних рівнянь за 
просторовими і часовою координатами. Наведено числові результати для випадку динамічної поведі-
нки зрізаної конічної оболонки еліптичного перетину при розподіленому імпульсному навантаженні. 
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