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Abstract. An effect of the different static axisymmetric loadings in the range of the 

subcritical deformations on the natural frequencies of elastic systems composed of shells of 
revolution with various geometry is analyzed. Some features of the low-frequency section of 
the spectrum of vibrations of the compound system are illustrated as compared with the cor-
responding frequencies of some zero-curvature shells. 
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Введение. 
Эта статья является продолжением и развитием работ [1, 4] по исследованию ко-

лебаний составных систем из тонких (гибких) оболочек вращения разной формы и 
структуры в случае, когда они находятся в поле осесимметричных статических воз-
действий. Такие воздействия (температурные поля, силовые нагрузки, радиационное 
излучение, агрессивные среды и т.д.) во многих ситуациях являются естественными 
условиями работы современных конструкций – аппаратов подводного погружения, 
объектов космической техники, емкостей различного назначения и пр. Наличие ста-
тических полей в зависимости от их характера и интенсивности может существенно 
влиять на спектр собственных частот оболочечных объектов, так что учет этих воз-
действий является весьма важным при анализе динамических характеристик упругих 
конструкций. Кроме того, исследование колебаний деформируемых систем с учетом 
предварительного напряженно-деформированного состояния, вызванного статичес-
кими полями, является основой динамического критерия устойчивости, когда обра-
щение в ноль минимальной собственной частоты соответствует критическим значе-
ниям действующих нагрузок.  

В научной литературе этой области механики деформируемых тел наличие стати-
ческих нагрузок при исследовании колебаний учитывалось и учитывается преимуще-
ственно для отдельных оболочек простых геометрических форм – пластин, цилин-
дров, конусов, сферических сегментов и пр. 

Так, предварительное нагружение в виде сдвиговых усилий и двухосного напря-
женного состояния учтено при колебаниях ортотропных пластин из нано- и пьезома-
териалов, при наличии вязкоупругого основания Пастернака и при различных гранич-
ных условиях в [3, 10, 14].  

Статические осесимметричные поля, вызванные внешним или внутренним гидро-
динамическим давлением, центробежными и кориолисовыми силами рассматривают-
ся при исследовании динамических характеристик цилиндрических оболочек из орто-
тропных и функционально-градиентных материалов в зависимости от геометрических 
параметров оболочек, особенностей взаимодействия с жидкостью, скорости вращения 
и т.п. [18, 19, 21].  
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Практически те же воздействия рассматриваются при анализе частотных характе-
ристик конических оболочек. Так, в частности, рассмотрены оболочки с существен-
ной кусочной неоднородностью по толщине, уточнены выражения для центробежных 
сил и сил Кориолиса, проведен анализ влияния скорости вращения на собственные 
частоты усеченного конуса при разных углах конусности и физико-механических 
свойствах композитного материала [11, 12, 17].  

В работе [15] рассмотрены колебания больших кровельных покрытий в виде не-
замкнутых цилиндрических оболочек и оболочек двоякой кривизны, находящихся в 
поле сейсмических воздействий, учтены вертикальная и горизонтальная составляю-
щие нагрузок, подчеркнута важность учета предварительного напряженного состоя-
ния для достоверных оценок реакции оболочек-крыш в условиях землетрясений. 

Учету предварительного напряженного состояния при вынужденных колебаниях 
многослойной плиты-полосы с упругими слоями посвящена статья [9], а нелинейные 
колебания прямоугольной ортотропной мембраны при предварительном двухосном 
растяжении рассмотрены в [13]. 

Исследованию свободных колебаний оболочек без учета предварительного 
нагружения посвящено большое количество работ, где рассмотрены как отдельные 
оболочки сложной геометрической формы, например, [8, 20], так и составные систе-
мы из оболочек вращения, например, [4, 6, 16]. Вместе с тем для составных оболочек 
практически отсутствуют работы по оценке влияния предварительного напряженно-
деформированного состояния (НДС) на их собственные частоты. В близкой по пред-
мету исследования статье [5] основное внимание уделено не столько составным си-
стемам, сколько оболочкам с существенной неоднородностью по толщине и выбору 
адекватной модели их деформирования. 

Следует отметить, что современные численные подходы к решению стационар-
ных задач механики рассматриваемого класса объектов при учете их специфики, как 
систем из соосных сопряженных оболочек вращения, достигли высокой степени за-
вершенности в работах школы академика Я.М.Григоренко. Решены задачи стационар-
ной динамики для оболочек различных геометрических форм, структур по толщине, 
используемым традиционным и композитным материалам, применяемым моделям де-
формирования и пр. Общая методология этих подходов распространена и на исследова-
ние колебаний составных упругих систем при наличии докритических воздействий [2]. 

В данной работе исследуются колебания составных систем из тонких (гибких) 
оболочек вращения разной геометрии, находящихся в поле статических осесиммет-
ричных воздействий. Основное внимание уделено анализу влияния докритических 
нагрузок разного вида на низкочастотный участок спектра колебаний составных обо-
лочечных систем.  

1. Постановка задачи и общая характеристика методики ее решения. 
Объектом исследования, как и во многих работах авторов [1, 4, 7], выбрана упру-

гая система сопряженных соосных оболочек вращения, поверхность отсчета которой 
по толщине отнесена к ортогональной криволинейной системе координат ,   ( –

координата, изменяющаяся по меридиану – образующей системы, при этом отдельная 
j -ая ее оболочка может быть описана в локальной системе координат 0 1[ , ]j j j   ; 

  – центральный угол в плоскости поперечного сечения constz  ; 0z  – ось враще-

ния образующей; 1,j J , J  – число составляющих оболочек, см., например, рис. 1). 

На граничных контурах оболочечной системы принимаются любые физически непро-
тиворечивые условия, а в местах сопряжения ее соседних элементов – условия равно-
весия статических и равенство кинематических характеристик НДС в общей системе 
координат.  

Такая оболочечная конструкция находится в поле статических осесимметричных 
нагрузок разного вида: распределенное давление (внутреннее, наружное), усилия-
моменты, сосредоточенные на граничных контурах или в некоторых сечениях 
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constz  , температурный нагрев и  пр.  Эти воздействия вызывают в оболочках неко-
торое исходное состояние, которое определяется жесткостными и геометрическими 
параметрами составной системы, характером действующего осесимметричного 
нагружения и которое в дальнейшем будем рассматривать в докритической стадии 
деформирования. Относительно данного исходного состояния в работе исследуются 
колебания оболочек, как движение, вызванное его малым возмущением. Принимает-
ся, что при всех видах и величинах докритического напряженного состояния, матери-
ал составляющих оболочек является ортотропным (изотропным), линейно упругим и 
подчиняющимся обобщенному закону Гука.  

Динамическая задача в целом формулируется на основе геометрически нелиней-
ной теории оболочек в квадратичном приближении в рамках классической модели 
Кирхгоффа – Лява. Привлечение нелинейной постановки связано с тем, что реакция 
системы на предварительное статическое воздействие и последующее возмущение не 
подчиняется принципу суперпозиции. 

Техника построения разрешающих уравнений динамической задачи о малых неза-
тухающих колебаниях предварительно нагруженных составных оболочек вращения 
полностью соответствует работе [2]. В общем случае постановка этой задачи может 
быть представлена в следующем матрично-векторном виде: 

система нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных – 
2

0
2

N N
LN G q C

A t
 

   
 

;   0 1{ ( , )}j j j      1,j J ,    0, 2  ;         (1) 

условия сопряжения на линях контакта – 

0
1 0 1j j jS N S N F  , 1 0 1j j          1, 1j J  ;                       (2) 

граничные условия на торцах системы –  
0

01 01,B N b    01  ;                                              (3) 

0
1 1 ,J JB N b    1J  ;                                              (4) 

условия периодичности в окружном направлении – 

   , 2 , , , .N t N t                                              (5) 

Здесь { ( , , )}nN N t   ( 1, 8n  ) – искомая вектор-функция, компонентами которой 

являются такие статические и кинематические характеристики НДС: 
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  – матричный дифференциальный оператор четвертого порядка по пе-

ременной  , построенный по основным соотношениям принятой модели деформирова-

ния; A  – коэффициент Ляме по координате ,  компонентами вектора  ( )nG g 
 

являются квадратичные функции компонент вектора N , соответствующие геометри-
чески нелинейной теории оболочек в квадратичном приближении; C  – матрица, ха-

рактеризующая инерционные свойства системы; 1
1 { },j

j niS s
 

0 1
0 1 { }j

j niS s 
   – матрицы, 

формулирующие условия сопряжения в сечении j    1, 1j J  ; 01
01 { }niB b , 

1
1 { }J

J niB b
 
– матрицы задания граничных условий на контурах 01   и 1J  , 

соответственно; 0 0{ }nq q , 0 0{ }j njF f  и 0 0
01 01{ }nb b , 0 0

1 1{ }J Jnb b  – векторы, характери-
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зующие осесимметричные распределенные нагрузки и температурные поля, сосредо-

точенные усилия-моменты в сечении j  ,  1, 1j J   и контурные воздействия 

при 01  , 1J  ; t  – время (обозначения для компонент вектор-функции N  об-

щеприняты, выражения для элементов матриц { ( )}s
s niR r   и компонент вектора 

 ( )nG g   приведены в [2]). 

Изложим общую схему методики решения нелинейной задачи (1) – (5). 
В силу предположения о малости амплитуд колебаний оболочек здесь используется 

приближенная декомпозиция общей задачи на две более частные при допущении, что 
искомое состояние оболочки ( N ) аддитивно относительно основного  докритического 

( 0N ) и колебательного динамического ( dN ) состояний 0 dN N N , 0 .dN N  
Соответственно, и задачу (1) – (5) можно приближенно свести к двум таким задачам: 
– задача о докритическом состоянии составных оболочек при заданных осесим-

метричных нагрузках, которая является одномерной нелинейной краевой задачей и 
формулируется относительно вектор-функции 0 0{ ( )}nN N   

0
0 0 0 0( , ,...)

dN
L N G N q

Ad



   ,    0 1,j j j      1, ;j J                (6) 

0 0 0
1 0 1j j jS N S N F  ,  j     1, 1 ;j J                            (7) 

0 0
01 01,B N b     01;                                                   (8) 

0 0
1 1 ,J JB N b    1J                                                  (9) 

( 0L  – матричный дифференциальный оператор нулевого порядка); 
– задача о малых незатухающих колебаниях оболочек относительно исходного 

докритического состояния, которая получается в результате линеаризации исходной 
задачи (1) – (5) относительно вектор-функции { ( , , )}d d

nN N t  :  

2

2

d d
dN N

LN C
A t
 

 
 

 ,   0 1,j j j      1,j J ,  0, 2  ;                (10) 

1 0 1
d d

j jS N S N ,  1 0 1j j    
  1, 1j J  ;                                (11) 

01 0,dB N     01  ;                                                     (12) 

1 0,d
JB N     1J  ;                                                      (13) 

   , 2 , , ,d dN t N t                                                    (14) 

(здесь 
0

G
L L

N


 


  – дифференциальный матричный оператор, содержащий в каче-

стве параметрических членов компоненты вектор-функции докритического напря-
женно-деформированного состояния 0 0{ ( )} ).nN N   

Для решения одномерной нелинейной краевой задачи (6) – (9) используется про-
цедура линеаризации в форме Ньютона – Канторовича – Рафсона (метод квазилинеа-
ризации) в сочетании с методом ортогональной прогонки, алгоритм которой изложен 
в [1, 2].  
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Двумерная краевая задачи (10) – (14) о малых гармонических колебаниях оболо-
чечных систем после отделения временного множителя i te   в компонентах искомого 

решения dN  и представления их в виде следующих тригонометрических рядов по 
окружной координате   

0,1,2,...

sin
( , , ) ( ) , 1, 8

cos
d d d i t

n nk
k

k
N N t N e n

k


  


  
    

  
 ,                 (15) 

сводится к последовательности однопараметрических однородных краевых задач от-
носительно функциональных коэффициентов { ( )}d d

k nkN N  в (15) 

( )
d

dk
k k

dN
A C N

Ad



  ,   0 1,j j j      1,j J ;                          (16) 

1 0 1
d d

j k j kS N S N ,   1 0 1j j         1, 1j J  ;                          (17) 

01 0,d
kB N     01  ;                                                 (18) 

1 0,d
J kB N      1J  .                                                (19) 

Здесь kA  – квадратная матрица 8-го порядка, полученная по оператору L  в (10) со-

гласно представлению (15); 2  ;  – собственная частота колебаний оболочечной 
системы; k  – параметр, характеризующий форму волнообразования в окружном 

направлении, выражения в квадратных скобках означают, что компоненты ˆ{ , }S v  

вектор-функции dN  представлены по sin k , остальные – по cos k . 

Для определения неизвестного числового множителя  2  , при котором одно-
родная краевая задача (16) – (19) имеет нетривиальное решение, для каждого значения 
гармоники k  в (15) используются известные методы: метод последовательных при-
ближений в варианте обратной итерации и метод пошагового поиска [2, 4]. 

Многочисленные примеры тестирования применяемых методов подтвердили вы-
сокую точность получаемых результатов в данном классе задач [1, 2, 4, 6]. 

2. Анализ колебаний составных оболочек в поле докритических нагрузок. 
Рассматривается оболочечная система из двух цилиндров с радиусами 1clr , 2clr , 

длинами 1cll , 2cll  (CYL1, CYL2) и переходным соединительным элементом разной 

формы. В качестве соединительного элемента здесь представлены следующие его 
варианты (рис. 1): 

I – две торосферические оболочки разной кривизны с одинаковыми радиусами 

spr , центральными углами 1  и расстояниями до оси вращения 0r  (TS–, TS+), соеди-

ненные коническим участком с радиусами 1cnr , 2cnr  и длиной 1cnl  (CON1) (рис. 1, а); 

II – те же две торосферические оболочки с центральными углами 2  (рис. 1, б); 

III – коническая оболочка с начальным и конечным радиусами 1clr , 2clr  и  длиной 

2cnl  (рис. 1, в). 

Приведенные случаи охватывают оболочечные системы, состоящие из разного 
числа n  составляющих оболочек: пяти ( 5, In  : CYL1–TS––CON1–TS+–CYL2), четы-
рех ( 4, IIn  : CYL1–TS––TS+–CYL2) и трех ( 3, IIIn  : CYL1–CON2–CYL2). 
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Рис. 1 

Все оболочки имеют постоянную толщину h  и выполнены из изотропного мате-
риала майлара с модулем упругости E , коэффициентом Пуассона   и плотностью 

 . Принимается, что левый контур системы жестко защемлен, правый – шарнирно 

оперт или подвергается действию контурных усилий-моментов. 
Рассмотренные оболочечные системы находятся в поле следующих осесиммет-

ричных нагрузок: 
а) равномерное нормальное давление интенсивности 0q  ( 0( )q s q , 0 0q   – 

внешнее, 0 0q   – внутреннее); 

б) контурное осевое усилие *
z zN N  ( * 0zN   – сжимающее, * 0zN   – растягива-

ющее); 
в) – контурный изгибающий момент разных знаков  *

s sM M  ( * 0sM   – против ча-

совой стрелки, изгибание вовнутрь, * 0sM   – по часовой стрелке, изгибание наружу). 

Расчеты НДС и колебаний приводятся для следующих значений исходных данных 
(система СИ): 

1 0, 2мcll  ;  2 0,3мcll  ; 2 0,5657 мcnl  ;  1 / 4  ; 2 / 2  ;  0,2мspr  ; 

1 0,2мclr  ;  1 0, 2586мcnr  ;  2 0,5414мcnr  ;  2 0,6мclr  ;  0,003мh  ; 

95,0285 10 ПаE   ;  0,33  ; 0  . 

Картина НДС представлена на рис. 2 – 4 для следующих расчетных вариантов: 
при сжимающем осевом усилии * 0zN   для отдельной конической оболочки (рис. 2) и 

составной системы CYL1–CON2–CYL2 (рис. 3), а также при равномерно распреде-
ленном внешнем давлении 0 0q   для оболочечной системы CYL1–TS––CON1–TS+–

CYL2 (рис. 4). Результаты представлены в виде распределения по образующей оболо-
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чек нормального прогиба w  и меридиональных и окружных напряжений ,s     для 

нагрузок в области их докритических значений. Причем для прогиба представлены 
соответствующие расчеты в линейной (тонкая линия) и нелинейной (толстая линия) 
постановках. 
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Рис. 4 

Как видно из рисунков, для отдельной конической оболочки (рис. 2) функции 
распределения прогиба и напряжений имеют некоторые всплески только в окрестно-
сти ее торцов, обусловленные влиянием граничных условий. Для составных оболочек 
как нулевой гауссовой кривизны (CYL1–CON2–CYL2), так и систем, содержащих 
элементы с гауссовыми кривизнами разных знаков (CYL1–TS––CON1–TS+–CYL2), 
наблюдается качественно иная картина. Здесь имеет место сложное распределение про-
гибов и напряжений вплоть до их локализации в стыках соседних элементов оболочки. 
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Таким образом, напряженно-деформированное состояние составных систем раз-
ного вида при рассмотренных нагрузках характеризуется существенно неравномер-
ным характером распределения по меридиану – образующей.  

Колебания приведенных оболочечных систем будем анализировать по условной 
зависимости ( )f f k , которая характеризует изменение минимальной собственной 

частоты   от формы волнообразования k  в окружном направлении и является тра-

диционной для оболочек вращения (   01/ (2 )f    ). Эта зависимость рассматри-

вается как при отсутствии нагружения, так и для действующих нагрузок разных зна-
ков. На рис. 5, а на примере отдельной оболочки нулевой гауссовой кривизны в виде 
усеченного конуса представлен классический случай соотношения между зависимо-
стями ( )f f k  при действии внешнего ( 0 0q  ) и внутреннего ( 0 0q  ) нормального 

давления. Здесь все частоты рассмотренного диапазона [0;20]k   лежат либо выше 

частот ненагруженной ( 0 0q  ) оболочки ( 0 0q  , внутреннее давление), либо ниже их 

( 0 0q  , наружное давление). 

Эта закономерность нарушается для составных оболочек при разных видах 
нагружения, что иллюстрируется графиками рис. 5 – 7. Здесь приведены зависимости 

( )f f k  при наличии нормального равномерно распределенного давления ( 0 0q  , 

0 0q  ) для системы 4, IIn  : CYL1–TS––TS+–CYL2 (рис. 5, б) и системы 5, In  : 

CYL1–TS––CON1–TS+–CYL2 (рис. 6, б), при действии осевых контурных усилий  
( 0zN  , 0zN  ) для системы 5, In  : CYL1–TS––CON1–TS+–CYL2 (рис. 6, а) и си-

стемы 3, IIIn  : CYL1–CON2–CYL2 (рис. 7, а), а также при действии изгибающего 

контурного момента ( 0, 0s sM M  ) для системы 3, IIIn  : CYL1–CON2–CYL2 

(рис. 7, б). На всех рисунках приводится зависимость ( )f f k  при отсутствии каких-

либо нагрузок.  
Из рисунков видно, что при нагрузках одного и того же знака значения одних ча-

стот могут быть выше, другие ниже, или практически не меняться в сравнении с часто-
тами ненагруженной оболочки. Так, например, для системы 5, In   (CYL1–TS––CON1–

TS+–CYL2) при растягивающем осевом усилии ( 0zN  ) (рис. 6, а) для [0;8]k   часто-

ты выше, а в остальном диапазоне – ниже, чем при отсутствии нагрузки; при сжима-
ющем усилии ( 0zN  ) для 12k   частоты практически совпадают с частотами нена-

груженной системы (рис. 6, а), а при действии контурного изгибающего момента sM  

для системы 3, IIIn  : CYL1–CON2–CYL2 (рис. 7, б) наблюдается участок частот 

[4;10]k  , значения которых не зависят от знака воздействия.  

Анализ зависимостей ( )f f k  в низшем диапазоне частотного спектра позволяет 

прогнозировать возможность потери устойчивости составных оболочек при заданных 
докритических воздействиях в соответствии с сутью динамического критерия устой-
чивости. 

Так, осесимметричную форму потери устойчивости типа «хлопок» можно предска-
зать для системы  4, IIn   и системы 5, In   при внутреннем давлении 0 0q   (рис. 5, б 

и 6, б). 
Бифуркационная форма потери устойчивости может иметь место в таких случаях:  

1) для системы 5, In   при сжимающем 0zN   (число выпучин-вмятин 6k  ) и растя-

гивающем 0zN   (число выпучин-вмятин 15k  ) осевых усилиях (рис. 6, а), а также 

при наружном нормальном давлении 0 0q   (число выпучин-вмятин 13k  ) (рис. 6, б); 

2) для системы 4, IIn   при наружном давлении 0 0q   (число выпучин-вмятин 

13k  ) (рис. 5, б); 
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3) для системы 3, IIIn   при сжимающем 0zN   (число выпучин-вмятин 9k  ) и 

растягивающем 0zN   (число выпучин-вмятин 17k  ) осевых усилиях (рис. 7, а); а 

также при контурных изгибающих моментах 0sM   (число выпучин-вмятин 2k  ) и 

0sM   (число выпучин-вмятин при 18k  ) (рис. 7, б); 

4) для отдельной конической оболочки только при наружном давлении 0 0q   

(число выпучин-вмятин 9k  ) (рис. 5, а). 
Проведенное исследование проиллюстрировало сложную картину НДС в состав-

ной системе при осесимметричных докритических нагрузках и возможность локали-
зации напряжений в местах сопряжения оболочек. Учет этого предварительного со-
стояния при анализе колебаний данной системы качественно изменил спектр соб-
ственных частот в ее низкочастотном участке. 

 
Заключение. 
Проведен анализ НДС упругих систем из тонких (гибких) оболочек вращения 

сложной геометрии, находящихся в поле статических осесимметричных полей разно-
го вида. Исследовано влияние этих полей в докритической стадии деформирования на 
собственные частоты низшего участка спектра колебаний составных оболочек с эле-
ментами разной гауссовой кривизны. 

Показано: 
Для составных систем с элементами разной формы заданные статические воздей-

ствия неоднозначно влияют на частоты рассматриваемого диапазона, т.е. значения 
одних частот могут повышаться, других – понижаться (напр., при растягивающем 
осевом усилии 0zN  ) или практически не меняться (напр., при сжимающем усилии 

0zN  ). Эта особенность составных систем (а также оболочек ненулевой кривизны) 

отличает их от случая отдельных оболочек нулевой гауссовой кривизны, когда нали-
чие предварительного нагружения либо повышает все рассматриваемые частоты 
(внутреннее давление, растягивающее усилие), либо все их понижает (наружное дав-
ление, сжимающее усилие). 

Выявлен диапазон собственных частот системы ( [4; 8]k  ), значения которых 

практически не зависит от заданного воздействия (здесь, в частности от контурного 
изгибающего момента). 

Характер зависимости ( )f f k  (   01/ (2 )f    ) позволяет предсказать воз-

можность потери устойчивости системы по осесимметричной форме типа «хлопка» 
( 0f   при 0k  ) или бифуркационную потерю устойчивости с образованием «выпу-

чин-вмятин» в окружном направлении ( 0f   при 0k  , ( ) ( 1)f k f k   и 

( ) ( 1)f k f k  ). 

Научные исследования, результаты которых опубликованы в данной статье, вы-
полнены за счет средств бюджетной программы «Поддержка приоритетных направ-
лений научных исследований» (КПКВК 6541230). 

 
Р Е З Ю М Е :  Проаналізовано вплив різного виду статичних осесиметричних навантажень в до-

критичній стадії деформування на власні частоти пружних систем з оболонок обертання різної гео-
метрії. Деякі особливості низькочастотної ділянки спектру коливань складених систем проілюстро-
вані в порівнянні з відповідними частотами окремих оболонок нульової кривизни. 
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