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Abstract. A generalized design model is proposed for studying the stability and initial 

post-buckling equilibrium trajectory of sandwich cylindrical shells with elastic filler that 
resists only the transverse tension-compression. The components of this model are the non-
linear equilibrium equations in a mixed form, the asymptotic equations obtained by the Koi-
ter-Budiansky method, as well as an analytical solving the homogeneous eigenvalue prob-
lem and inhomogeneous one for finding the values of resolving functions near the critical 
point. The obtained numerical results allowed to establish a significant effect of internal 
pressure on the critical load and the initial post-buckling behavior of the shells under con-
sideration. 

 
Key words: stability, post-buckling behavior, sandwich shells, external pressure, pres-

sure in inner layer, Koiter-Budiansky asymptotic method. 
 
Введение. 
Трехслойные оболочки с заполнителем (сэндвич-оболочки)– это оболочки с неод-

нородной структурой, характерной особенностью которой является то, что средний 
слой существенно отличается от внешних не только толщиной, но и механическими 
свойствами. Как правило, средний слой (заполнитель) имеет значительно большую 
толщину, но существенно меньшие по величине модули упругости и удельную плот-
ность. Разработке методов расчета прочности и устойчивости трехслойных оболочек 
посвящено значительное число работ [1, 4, 9, 11, 12, 15]. Использование трехслойных 
оболочек целесообразно, в основном, при изготовлении летательных конструкций, 
что доказано многочисленными практическими решениями [15, 19]. 

Детальное изложение истории трехслойных оболочек, их преимуществ по сравне-
нию с монококовыми, применением в настоящее время и перспективами на будущее 
представлены в докладе [15]. 

Возникла потребность в изучении такого варианта трехслойных оболочек, когда 
средний слой можно представить, как тело, обладающее упругостью только в транс-
версальном направлении. Если внешние слои взаимодействуют посредством перпен-
дикулярных к их поверхности линейных пружин, то эквивалентное континуальное 
тело будет обладать указанными свойствами. В работе [16] модель пружин между 
слоями двухслойной нанотрубки используется для учета взаимодействия, обуслов-
ленного силами отталкивания-притяжения Ван дер Ваальса. Сэндвич-оболочечные 
системы этого типа можно рассматривать также как потенциально оптимальные кон-
структивные конфигурации для глубоководных применений, в частности, для созда-
ния подводных аппаратов и трубопроводов. Необходимо частично изменить расчет-
ную модель [4], так как внутренний слой трехслойной оболочки может испытывать не 
только поверхностное давление, передающееся от внешнего слоя через заполнитель, 
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но и давление противоположного знака, обусловленное наличием внутри цилиндра 
меньшего радиуса молекул другого вещества [18], а в подводных трубопроводах - 
жидкости или газа. 

В настоящей работе развиты соответствующие аспекты теории трехслойных обо-
лочек указанного типа. Вывод разрешающих уравнений для сэндвич-оболочек осно-
ван на модифицированном вариационном принципе Лагранжа. Для межслоевого про-
странства принята континуальная модель тела, обладающего упругостью только в 
трансверсальном направлении [1, 3, 4]. Уравнения получены без каких-либо дополни-
тельных гипотез, кроме характерных для теории оболочек. Континуальные уравнения 
многослойных нанотрубок [7, 13, 14, 16, 17] по своей структуре аналогичны уравне-
ниям теории многослойных оболочек, выведенным без применения единой гипотезы 
для всего пакета слоев [1 – 3]. Это относится и к трехслойным оболочкам, получен-
ным с учетом трансверсальной податливости среднего слоя-заполнителя. Различие 
между рассматриваемыми реализациями трехслойных оболочек состоит в методах 
определения механических характеристик заполнителя [7, 15]. 

Опираясь на асимптотический метод Койтера – Будянского [5, 6, 8], сформулиро-
вана задача на собственные значения и неоднородная задача для нахождения прира-
щений функций в начальном закритическом состоянии. Выведена формула для коэф-
фициента b, по величине и знаку которого оцениваются возможные направления рав-
новесной траектории в начальном закритическом состоянии, чувствительность сэн-
двич-оболочек к начальным геометрическим несовершенствам. 

Устойчивость и начальное закритическое поведение композитных цилиндриче-
ских оболочек рассматривалась в работе [10]. 

1. Нелинейные уравнения равновесия трехслойных оболочек. 
При выводе нелинейных уравнений равновесия трехслойных оболочек будем ис-

ходить из вариационного принципа Лагранжа 

0V A   ,                                                        (1) 

где V  – потенциальная энергия деформации оболочки; A  – работа внешней нагрузки. 
Энергия V состоит из энергий двух внешних слоев 1V  и 2V , а также среднего слоя 3V . 

В соответствии с гипотезами Тимошенко для потенциальной энергии деформации iV  

(i = 1, 2) справедливо выражение  
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где L  – длина оболочки; iR  – радиус срединной поверхности i -го слоя; , ,,mn i mn iT M  – 

усилия и моменты, эквивалентные действующим в слоях напряжениям; ,mn i  – де-

формации; ,m n  – обозначения индексов; ,mn ik  – приращения кривизн и кручения.  

Связь между силовыми и деформационными функциями задается в виде закона 
Гука 

11 11 11 12 12;T C C      12 66 12 ;T C     22 12 11 22 22;T C C      13 55 13;T C   

23 44 23;T C     11 11 11 12 12 ;M D D      12 66 12 ;M D k    22 12 11 22 22 ,M D k D k          
(3)

 

где ,mn mnC D  – жесткости оболочки на растяжение и изгиб [2].  

Нелинейные выражения деформаций через перемещения принимаются в виде, со-
ответствующем теории Муштари – Доннелла – Власова (МДВ) 



 54

2
11 1

1

2

u

x
 

 


;  12 1 2

u v

y x
   

  
 

;  2
22 2

1

2i

v w

y R
 

  


; 

13 1;      23 2 ;      33 ;
w

z
 




  1̀ 2; ;
w w

x y
  

 
 

                     (4) 

11 12 22; ;k k k
x y x x

      
   
   

, 

где ,u v  – тангенциальные перемещения; w  – перемещение по нормали, положи-

тельное направление которой определяется к центру окружности; ,   – углы пово-

рота; iy R  – для i -го слоя. 

Средний слой (3-й) предполагается абсолютно податливым во всех направлениях, 
кроме трансверсального (ось z). Начало оси лежит на срединной поверхности этого 
слоя. В этом случае потенциальная энергия 3-го слоя определяется выражением  
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Из соотношений теории упругости имеем  
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Отсюда вытекает, что 
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где   – функция, характеризующая изменение перемещения w  по толщине. 

Условия контакта при 3 / 2z t   и 3 / 2z t  будут такими: 

3 3
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2 2

t t
w w w w     . 

Получаем для перемещений среднего слоя 
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Следовательно,  
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Известно, что отношение 3 3/E t  равно коэффициенту постели двумерного осно-

вания толщиной 3t  без учета поперечных напряжений. Пусть  

3 3 3/C E t . 

С использованием соотношений (2) – (8) из вариационного принципа (1), когда 
независимыми функциями принимаются перемещения , ,i i iu v w  и углы ,i i  , полу-

чим 10 уравнений в частных производных от указанных перемещений. В применяе-
мом варианте теории оболочек использование выражения тангенциальных деформа-
ций через перемещения (4) позволяет сократить разрешающую систему дифференци-
альных до 8-ми уравнений. Эта система будет иметь смешанный вид, так как она бу-
дет содержать производные не только от перемещений, но и от функции усилий. По-
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ложим, что в функционале (2), кроме перемещений , ,u v w , независимыми будут так-

же тангенциальные усилия 11 12 22, ,T T T . Для деформаций ( , 1, 2)ij i j  будем иметь 

    2
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66

1 1 1
; ; ;T C T C T C T C T C C C

C
          

 
. 

Составляющая функционала (2) iV  преобразуется к виду 
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  (9) 
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. 

Здесь индекс «2» опущен, так как выражение (9) справедливо для обоих несущих сло-
ев. Введем функцию усилий F , приняв 
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Учитывая, что перемещения среднего слоя, деформации 33  и усилия 33T  выра-

жаются с помощью соотношений (5) – (7), варьируемые в функционале ва-
риационного принципа Лагранжа (1) будут функции 1F  и 2F , прогибы 1w  и 2w , 

функции 1 2,   и 1 2,  . Вследствие этого вариационное уравнение примет вид  
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Предполагается, что на оболочку действует внешнее давление 1q  – приложенное 

к поверхности первого слоя и давление 2q , обусловленное наличием во внутренней 

полости второго цилиндра жидкости или газа. В (11) использованы обозначения диф-
ференциальных операторов  iL  от разрешающих функций 
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В выражении 1L  имеются коэффициенты 
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Оператор (   ,  ) от функций F и w может быть представлен в виде: 
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Из вариационного уравнения (11) получаем, приравнивая к нулю выражения при 
вариациях  ,, ,i i i iF w    , восемь нелинейных дифференциальных уравнений: 
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Используя эти уравнения, можем исследовать напряженно-деформированное состоя-
ние оболочки на всей траектории деформирования, включая предельные точки, точки 
бифуркации, закритическое поведение.  

2. Докритическое состояние оболочки. 
В представленной выше расчетной модели сэндвич-оболочки каждый несущий 

слой обладает столькими же степенями свободы, что и отдельно взятый слой без уче-
та связей, присущих трехслойному пакету. Это позволяет нагрузку на оболочку зада-
вать распределенной по слоям. В рассматриваемой задаче к внешнему слою (i= 1) 
приложено сжимающее давление интенсивностью 1q , а к внутреннему (i = 2) – давле-

ние противоположного направления 2q . Торцевые сечения каждого слоя предполага-

ются шарнирно опертыми не нагруженными. При безмоментном докритическом со-
стоянии из вариационного уравнения (1), принимая во внимание соотношения (2) – 
(8), получим систему уравнений 
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22,1 22 22,2 22

1 2

;
w w

T C T C
R R

    ;     31
22 3 2 1 12

1 1

;
Rw

C C w w q
R R

      

  32
22 3 2 1 22

2 2

.
Rw

C C w w q
R R

      

Решение этой системы позволяет найти докритические усилия 
(1) (2)

22,1 22,2; ,q qT a T a      

где  

1 1;q R    (1) (2) 2 2

1 1

1 ; ;q q

q R
a a

q R
        

 

2
2 2

3 1 3 2
1 1

22 3 3 1 2

1

.

q R
C R R

q R

C C R R R


 
 

 
 

 

Решение однородной задачи (17), (18) при заданных коэффициентах (1) (2),q qa a  по-

зволяет найти критическое значение параметра с  или, соответственно, значение ин-

тенсивности внешнего давления 1
cq . Прогибы 1w  и 2w  при достижении критического 

состояния найдем по формулам 
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(1)
1 1 22/ ;c qw R a C    (2)

2 2 22/c qw R a C .                                    (14) 

Знание этих прогибов даст возможность оценить, как изменяется расстояние меж-
ду несущими слоями перед бифуркацией. От этого зависит значение константы меж-
слоевого взаимодействия, вычисляемой по методике работы [7]. 

3. Асимптотический анализ нелинейных уравнений. 
Определив докритическое состояние, перейдем к расчету критической нагрузки и 

начального закритического поведения в окрестности критической точки. Для этого 
воспользуемся асимптотическим методом Койтера [8] в альтернативном варианте Бу-
дянского [5, 6]. Полагаем, что нагрузка на оболочку изменяется пропорционально 
параметру  . Нагрузка бифуркации определяется значением этого параметра q . 

Равновесное состояние оболочки после прохождения критической точки определяется 
изменившимся значением параметра  , характер которого можно описать с помощью 
асимптотического разложения 

 21 ...c a b       .                                           (15) 

Таким образом, при известном значении параметра c , согласно теории [8], за-

критическое поведение оболочки можно определить, если найти значения коэффици-
ентов ряда (14) a  и b . Следуя [6], представим разрешающие функции, относительно 
которых записаны уравнения (13) в виде асимптотических рядов по степеням малого 
параметра 

,1 ,2 ,3,0

,1 ,2 ,32 3

,1 ,2 ,3

,1 ,2 ,3

0

0

0

i i ii i

i i ii

i i ii

i i ii

F F FF F

w w ww
  

  
  

        
        
           
        
        

        

,                             (16) 

где   – малый параметр, амплитуда моды выпучивания, первый индекс i  определяет 

номер слоя  1, 2i  , второй – номер члена в разложении.  

Подставим ряды (16) в вариационное уравнение (11). Приравнивая к нулю выра-
жения при степенях параметра  , получим последовательность формулировок задач 

относительно функций, являющихся коэффициентами указанных рядов (16). При пер-
вой степени будем иметь вариационное уравнение равновесия в точке, где основная 
траектория пересекается с траекторией другого решения нелинейных уравнений. Од-
нородная задача относительно функций с индексом «1» выводится из уравнения  

     
22

1 ,1 ,1 2 ,1 ,0 ,1 ,1
1 0 0

,... ,... ,
L

i i i c i i i
i

L F F L F F w w


  


       

    3 ,1 ,1 4 ,1 ,1, ... , ... 0.i i i i iL w L w R dx d                                 (17) 

Скобка  ,  принимает вид 

 
2

,1
,0 ,1 2 2

, i
i i c q

i

w
F w a

R
 




 


.                                               (18) 

Вариации функции в уравнении (17) могут принимать значения коэффициентов в 
разложениях (16). В результате получим соотношения их ортогональности в таком виде: 

     

    

22

1 ,1 ,1 , 2 ,1 ,1 ,1 ,
1 0 0

3 ,1 , 1 4 ,1 ,

, ,... ,

,... ,... 0.

L

i i i n i i i i n
i

i i n i i n i

L F w F L F F w w

L w L w R dx d





  



    

  

 
                    (19) 
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Из этого условия вытекает также другой вид этого соотношения 

     
22

1 , , ,1 2 , , ,1 ,1
1 0 0

, ,... ,
L

i n i n i i n i n i i
i

L F w F L F F w w





       

    3 , ,1 4 ,1 ,1,... ,... 0i n i i i iL w L w R dx d     .                              
(20)

 

Используем условия (20) для нахождения коэффициентов a  и b  в разложении 
(14). Рассмотрим соотношение, из которого можно получить значение коэффициента 
a . При 2  будем иметь  

         
,1

22

1 ,2 ,1 ,1 2 ,2 ,0 ,2 ,1 ,2 ,1
1 0 0

1
, ... , ,... , ,

2 i

L

i i i i c i i i i i
i

L F w w F L w a F w F w w





          
   

   3 ,2 ,1 4 ,2 ,1... , ... 0.i i i i iL w L w R dx d  


  


                           
(21)

 

Учитывая условия (20) при 2n  , а также, что  

   
2

,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1

0 0

1
, , 0

2

L

i i i i i i iw w F F w w R dx d


      , 

из (21) находим 0.a   

Аналогичный интеграл при 3  приобретает вид 

           
22

1 ,3 ,1 ,2 ,1 2 ,3 ,0 ,3 ,1 ,2 , 2 ,1
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, ... , ,... , , ,
L

i i i i i c i i i i i i
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L F w w F L w F w F w F w





            

      , ,1 ,1 3 ,3 ,1 4 ,3 ,1, ... ,... 0c i o i i i i i i ib F w w L w L w R dx d       . 

Если учесть условия ортогональности из (20) получим 

        
22

,1 ,2 ,1 ,1 ,2 , 2 ,1 ,1 , ,1 ,1
1 0 0

, , , , 0
L

i i i i i i i i c i o i i i
i

w w F F w F w w b F w w R dxd


 


       . 

Эти уравнения позволяют вычислить коэффициент b , определяющий характер 
начального закритического поведения рассматриваемой оболочки. При известных 
решениях однородной задачи (17) и неоднородной (21), найдем  

c

B
b

A
  ,                                                           (22) 

где 

      
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 
22

,0 ,1 ,1
1 0 0

,
L

i i i i
i

A F w w R dxd





   .                                    
(23)

 

4. Решение задачи устойчивости и начального закритического поведения. 
Для расчета критического значения параметра нагрузки c  воспользуемся вариа-

ционным уравнением (17). При заданных граничных условиях, ввиду постоянства 
коэффициентов при искомых функциях, решение можно представить в виде одного 
члена тригонометрического ряда. Будем иметь  

( ) ( )
,1 ,1

( ) ( )
,1 ,1

sin cos ; sin cos ;

cos cos ; sin sin

i i
i m i m

i i
i m i m

F B l x n w C l x n

D l x n E l x n

 

   

 

 
                            (24) 
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для первого  1i  и второго  2i  слоев  

, 1, 2, ..., 2, 3, ...m

m
l m n

L


   .  

После подстановки (24) в уравнения (17) и выполнения необходимых процедур 
получим систему однородных алгебраических уравнений 

 (1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)0, , 1, ..., 8; , , , , , , ,ijX Y i j Y B C D E B C D E      ,       (25) 

где 
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22 3
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R
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R
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23 11 12 66 12m mX D l D D l n   ;    2
24 12 66 12 mX D D l n   ;  3

26 3
1

R
X C

R
  ; 

32 55 mX C l  ;  2 2
33 11 66 1mX D l D n   ;   34 12 66 1mX D D l n  ; 

42 44 1X C n ;   43 34X X ;   2 2
44 66 22 1mX D l D n   ;   1

1

n
n

R
 . 

Коэффициенты ijX  при 5, ..., 8i   вычисляются по таким же формулам, но с за-

меной 1R  на 2R , а также ,i j  на 4, 4i j  , кроме 26X , так как 62 3 2 3( / )X R R C  . 

Восемь уравнений системы (25) сведем к двум уравнениям  
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22 23 24 1 26
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(1) 2 2 (2)56 1 2
26 66 67 68 2

55

0t m q

X
X C X X X a l a n C

X

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(26)

 

Здесь 2
33 44 34X X X   ;    1 32 34 42 43X X X X   ;    2 33 42 32 43X X X X    . 

Выражения для 1 2, ,      будут такими же при замене индексов ,i j  на 4, 4i j  . 

Уравнения (26) используются для определения критического значения параметра 

c  и волновых чисел m  и n , определяющих форму выпучивания при бифуркации. 

При записи системы уравнений относительно функций с индексом «2» огра-
ничимся только 1-м и 2-м, 5-м и 6-м, так как уравнения 3, 4, 7, 8 остаются однород-
ными такого же вида, что и в предыдущей задаче. При 0,a   будем иметь  

   1 ,2 ,1 ,1

1
,

2i i iL F w w ; 

     2 ,2 ,0 ,1 ,1 ,1, ... , ,i c i i i iL w F w F w   .                                (27) 

При 1i   это будет 1-е и 2-е уравнения исходной системы, а при 2i   – 5-е и 6-е 
уравнения. При подстановке выражений (24) для бифуркационных функций ,1iw  и ,1iF  

в (27) для правых частей получим  
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где       2( ) 2 2 ( ) ( ) 2 2
1 2 1

1
;

2
i ii i i

m mC l n B C l n   ;   
 2 2

4 4
; , 1, 3, ... .

4
k k

k
b c k

nk m 
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
 

Решение уравнений (27) задаем в виде 
   

,2 ,0 ,2sin cos2 sini i
i k k k n k

k k

F B l x n B l x   ;      
,2 ,0 ,2sin cos 2 sini i

i k k k n k
k k

w C l x n C l x   ; 

   
,2 ,0 ,2cos cos 2 cosi i

i k k k n k
k k

D l x n D l x    ;   
,2 ,2sin 2 sini

i k n k
k

n E l x   .         
(29)

 

Это решение состоит из осесимметричной и неосесимметричной частей, причем 
последняя имеет форму с удвоенным количеством волн, имевших место при бифур-
кации. Система алгебраических уравнений относительно коэффициентов рядов (29) 
распадается на независимые системы для каждого значения k . Матрица подсистем 
будет иметь вид (26). Тем же путем получим систему 2-х уравнений, которая в дан-
ном случае будет неоднородной. Коэффициенты осесимметричной составляющей в 
разложениях (29) находятся при решении системы 

             1 1 1 2 1 12 23
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R
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             1 2 2 2 2 22 23
3 ,0 ,0 11,0 ,0 2 11 1

2
k k c k k k

R
C C T l C A l

R
         ,                       

(30)
 

где 

 
4

55 11 3
,0 33 2

55 11 11

1i k
k

k i i

C D l R
C

C D l A R R
   


.                                          (31) 

Для определения коэффициентов  
,0
i

kB служит выражение 

 
 

( ) 1
,0 ,04 4

11 11

1 i
i i
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B C
R A l A l


  .                                               (32) 

Аналогичная система для решения неосесимметричной задачи имеет вид  
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где  
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1 12 1 2
,2 22 33 23
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k n
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X X X
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  
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  
, a величины  2

,2 ,,k n i jX  вычисляются путем за-

мены, аналогичной использовавшейся выше. 
Получив решение однородной (17) и неоднородной (27) систем уравнений, можем 

применить выражение (23) для нахождения коэффициента b , по величине и знаку 
которого можно судить о характере начального закритического поведения рассматри-
ваемых оболочек (9). Числитель уравнения (22) представим в таком виде: 
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Для знаменателя в случае действия окружного усилия qa  имеем выражение 

222
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L
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С учетом этих обозначений получим 
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1 2
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
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
.                                                         (36) 

Функции ,1 ,2 ,1 ,2, , ,i i i iw w F F , заданные в виде тригонометрических функций (32) и 

тригонометрических рядов (29), становятся известными после решения однородной 
системы алгебраических уравнений (26) и неоднородной системы (33). Подстановка 
этих функций в выражения (34) и (35) с последующим интегрированием приводит к 
таким выражениям для числителя и знаменателя дроби (22)  
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При известном коэффициенте b  можно вычислить критические значения нагруз-
ки s оболочки с геометрическими несовершенствами в виде моды выпучивания [8] 

3

2 3
1 3

2
s s

c c

b
 
 

 
   

 
, 

где   – амплитуда начального прогиба. 

4. Результаты расчета. 
В качестве первого примера выполним расчет на устойчивость двухслойных угле-

родных нанотрубок (DWCNT) с радиусами внешнего слоя 1 0,95R   nm и внутреннего 

2R = 0,61nm. Нанотрубки по хиральности относятся к типу креслоподобных (m = n). В 

соответствии с принятыми правилами рассматриваемый вариант нанотрубки можно 
записать как [(14, 14), (9, 9)]. 

Отношение 1/L R  для каждого варианта остается неизменным за счет соответству-

ющим образом заданной длины L . Толщина каждого слоя равна 0,066 nm. Механиче-
ские характеристики слоев приняты такими же, как и в работе [13]: 1 5791,1E   GPa; 

2 7973,5E   GPa; 12 13 23 1984G G G    GPa; 0,169  .  

Результаты, характеризующие зависимость критических значений интенсивности 
внешнего давления cq двухслойных нанотрубок от отношения 1/L R , представлены в 

виде графиков на рис. 1. Если обозначить 21 2 1/q q q , то кривая 1 построена для 

21 0q  , что соответствует пустой нанотрубке, кривая 2 – для нанотрубки, заполнен-

ной молекулами другого вещества, действие которых представляется внутренним 
давлением 2q , причем 21 1q   [18]. Если 21q  меньше единицы, то соответствующая 
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кривая будет лежать между приве-
денными на рис. 1. Пусть e

cq  – кри-

тическое значение давления пустой 
нанотрубки; f

cq  – заполненной. В 

интервале 10,5 / 6L R   отношение 

1 / 2,5e f
с cq q  . Волнообразование 

при потере устойчивости пустых и 
заполненных DWCNT c увеличением 
длины становится различным (коли-
чество поперечных волн больше для 
заполненных).  

На рис. 2 приведены графики, 
описывающие зависимость коэффи-
циента начального закритического 
поведения b  от отношения 1/L R . 

Параметр 3 89,55С  GPa/nm. Кривые 

1 и 2 получены для таких же нанот-
рубок, что и на предыдущем рисунке. 
Они имеют вид ломаной с изменяю-
щимися углами наклона и скачкооб-
разно зависящей от длины величи-
ной. Такой характер кривых связан 
со сменой форм выпучивания. На-
чальный участок каждой кривой от-
ражает частую смену форм, которая 
снижается с увеличением 1/L R . Наи-

более существенное различие кривых 
1 и 2 состоит в том, что первая во всех 
точках, кроме первых, имеет отрица-
тельные ординаты, вторая – положи-
тельные. Так как ординаты на этих 
графиках соответствуют значениям ко-
эффициента b , то это значит, что кри-
тическое состояние пустой DWCNT 
неустойчиво, заполненной – устойчи-
во. К тому же, как следует из рис. 1, 
для заполненных оболочек критиче-
ские значения внешнего давления су-
щественно больше, чем для пустых. 

Продольные формы начального закритического деформирования DWCNT с 1/L R = 2 

показаны на рис. 3. Все ординаты изображенных функций iw  – это отношения проги-

бов iw  к максимальному значению прогибов верхнего слоя 1w . Результаты представ-

лены для пустой ( 21 0q  ) и заполненной ( 21 1q  ) нанотрубок. Прогибы верхнего слоя 

1w  в обоих случаях совпадают, внутреннего 2w  – различаются. При 21 0q   прогибы 

2w  концентрируются посередине оболочки и меняют знак в окрестности торцов. При 

21 1q   амплитуды прогибов 2w  становятся меньше, кривая по всей длине имеет бо-

лее пологий характер.  
В качестве второго примера рассмотрим устойчивость трехслойных оболочек, не-

сущие слои которых выполнены из углепластика с механическими характеристиками  
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1E   253,4 GPa;  2E  12,4 GPa;  12 13G G  5,04 GPa;  23G  4,36 GPa. 

Модуль упругости среднего слоя примем 3 1MPa;E   жесткость 3 3 3/ .С E t  При задан-

ных радиусах верхнего слоя 1R , внутреннего – 2R  и толщине несущих слоев t  будем 

иметь 

3 1 2t R R t   . 

Рассмотрим при постоянном 1R =100 мм три варианта 2R = 90 мм, 80мм, 70мм. 
Длина оболочки в каждом случае 12,5L R ; толщина t  2 мм. Результаты расчета 
представлены в виде графиков на рис. 4 – 8. По оси абсцисс на этих рисунках нанесе-
ны числа кратно которым изменяется 3С . 

На рис. 4 приведены кривые, иллюстрирующие зависимость критического внеш-
него давления 1q  от жесткости 3С (значение коэффициента k) для указанных трех ва-

риантов трехслойной оболочки при 
отсутствии внутреннего давления 
( 2q =0). Можно отметить, что при 

малых значениях жесткости 3С  наи-

большие критические нагрузки име-
ют место для оболочки с радиусом 
внутреннего слоя 2R = 90 мм. Однако 

при увеличении жесткости заполни-
теля 3С  происходит изменение в по-

рядке распределения кривых с 2R = 

=90 мм, 80 мм, 70 мм на противопо-
ложный. На рис. 4 показано, что кри-
вая c 2R =70 мм при k > 9 располагает-

ся выше других, а кривая c 2R = 90 мм 

– ниже. 
Начальное закритическое поведе-

ние тех же оболочек характеризуют 
графики на рис. 5, для которых коэф-
фициент 0b   при всех рассмотрен-
ных значениях жесткости 3С . На рис. 

6 и 7 приведены результаты расчета 
критических нагрузок и коэффициен-
та закритического поведения b для 
тех же трехслойных оболочек при 
наличии внутреннего давления 
( 2q =1). Оказалось, что оболочки с 

радиусом 2R = 90 мм имеют наи-

большие критические нагрузки при 
рассмотренном значении k жесткости 

3С . В то же время область неустой-

чивого начального закритического 
поведения этой оболочки уже, чем у 
двух других оболочек. Оболочка с 

2R = 70мм при k > 4 имеет b > 0, что 

также характеризует ее нечувстви-
тельность к несовершенствам, имею-
щим форму моды выпучивания. О том, 
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как взаимодействуют несущие слои 
трехслойной оболочки при потере ус-
тойчивости, дают представление кри-
вые на рис. 8. 

Здесь показаны графики измене-
ния амплитуд мод выпучивания 

(2)С (24) внутренних оболочек с ра-
диусами 2R =70 мм, 80 мм, 90 мм при 

единичной амплитуде внешней обо-
лочки в зависимости от параметра k. 
Отмечается стремление амплитуды 

(2)С  к единице с увеличением жест-
кости 3С . Изгиб несущих слоев при 

2R = 70 мм происходит таким обра-

зом, что (2)С =1 на всем рассмотрен-
ном промежутке значений жесткости 

3С . В случае 2R = 80 мм или 2R = 90 

мм при k > 5 кривые весьма близки к 
асимптоте (2)С = 1. Выпучивание трех-
слойной оболочки как единого цело-
го возможно только при определен-
ном значении трансверсальной жест-
кости заполнителя. Это значение мо-
жет быть определено с помощью опи-
санной методики. Интересно также 

отметить, что при учете в расчетной модели двух поверхностей приведения есть воз-
можность находить формы потери устойчивости с различными амплитудами слоев. 

Заключение. 
Разработана расчетная модель выпучивания трехслойных оболочек с трансвер-

сально упругим легким заполнителем. Ее отличительной особенностью является то, 
что в рассматриваемой сэндвич-оболочке внешняя и внутренняя цилиндрические 
оболочки обладают столькими же степенями свободы, как и не связанные заполните-
лем. При этом возникает возможность учета индивидуального нагружения слоев. По-
лучено решение задачи об устойчивости трехслойной оболочки при действии внеш-
него давления, приложенного к верхнему слою и противоположно направленного 
давления, действующего во внутреннем цилиндре. В случае пренебрежения попереч-
ным обжатием задача становится тривиальной. Предлагаемую модель трехслойной 
оболочки можно рассматривать также в качестве континуального приближения двух-
слойной нанотрубки, когда межслойные силы взаимодействия Ван дер Ваальса моде-
лируются континуальной средой [7]. В отличие от известных подходов, предлагаемый 
вариант получен с использованием вариационного принципа Лагранжа. При этом вы-
ведены непротиворечивые нелинейные дифференциальные уравнения равновесия, 
которые положены в основу алгоритма расчета устойчивости и закритического пове-
дения трехслойной оболочки с использованием асимптотического метода Койтера – 
Будянского. 

Анализируя полученные результаты, приходим к следующим выводам: 
Критическое значение интенсивности внешнего давления заполненной двухслой-

ной нанотрубки выше, чем пустой. Это различие становится значительным с увеличе-
нием длины нанотрубки. В работе [18] также установлен факт значительного увели-
чения критического давления за счет заполнения. 

Весьма важным дополнительным параметром при оценке устойчивости двух-
слойной нанотрубки является коэффициент закритического поведения b , который 
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для пустой трубки рассмотренных размеров отрицательный, а для заполненной – по-
ложительный. Следовательно, критическое состояние в первом случае неустойчиво, а 
во втором устойчиво. 

Формы выпучивания внешнего слоя при потере устойчивости пустой и заполнен-
ной двухслойной нанотрубок близки, а внутреннего – существенно различаются. Ска-
зывается влияние давления, которое приводит к уплощению поверхности. 

Исследование устойчивости нагруженных внешним давлением трехслойных обо-
лочек с углепластиковыми несущими слоями при постоянном радиусе внешнего слоя 
и различными радиусами внутреннего показало, что при отсутствии внутреннего дав-
ления критическая нагрузка возрастает с увеличением трансверсальной жесткости 
заполнителя до некоторого уровня, а затем почти не изменяется. Наибольшее значе-
ние критической нагрузки достигается при наименьшем из рассмотренных радиусов 
внутреннего слоя (70 мм). 

При отсутствии внутреннего давления коэффициент начального закритического по-
ведения оболочек с рассмотренными радиусами отрицательный при всех значениях 
жесткости заполнителя, хотя характер его изменения различный для каждого варианта. 

Если цилиндр с меньшим радиусом в трехслойном пакете подвержен внут-
реннему давлению, то критическая нагрузка на трехслойную оболочку существенно 
возрастает. Наиболее значительную поддерживающую роль внутреннее давление ока-
зывает на оболочку с радиусом 90 мм. Оболочки при наличии внутреннего давления в 
широком диапазоне размеров обладают устойчивым закритическим поведением. 

Показано, что трехслойная оболочка при малых значениях трансверсальной жест-
кости теряет устойчивость по форме с равным количеством продольных и попереч-
ных волн для обоих слоев, но с различной амплитудой. Формы прогибов слоев в 
начальном закритическом состоянии не совпадают. 

Научные исследования, результаты которых опубликованы в данной статье, вы-
полнены за счет средств бюджетной программы «Поддержка приоритетных направ-
лений научных исследований» (КПКВК 6541230). 

 
РЕЗЮМЕ.  Запропоновано узагальнену розрахункову модель для дослідження стійкості та по-

чаткової закритичної рівноважної траєкторії тришарових циліндричних оболонок з пружним запов-
нювачем, який чинить опір тільки поперечному розтягу – стиску. Складовими частинами цієї моделі 
є нелінійні рівняння рівноваги в змішаному вигляді, асимптотичні рівняння, отримані методом Кой-
тера-Будянського, а також аналітичне розв’язання однорідної задачі на власні значення і неоднорід-
ної для знаходження значень розв’язувальних функцій в околі критичної точки. Отримані чисельні 
результати дозволили встановити істотний вплив внутрішнього тиску на критичне навантаження і 
початкову закритичну поведінку оболонок, що розглядаються. 
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