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In this paper the method of chain-fractional approximations for con-
structing fractional-rational approximating models of objects with distrib-
uted parameters on the example of simulated diving tow underwater ob-
jects is study.  
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СТАЦІОНАРНИХ 
ПРОЦЕСІВ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ В НАПІВОБМЕЖЕНИХ 
КУСКОВО-ОДНОРІДНИХ ПРОСТОРОВИХ СЕРЕДОВИЩАХ 

Методом інтегральних перетворень розв’язано задачу мате-
матичного моделювання стаціонарних температурних полів в 
напівобмежених кусково-однорідних просторових середовищах. 

Ключові слова: рівняння Пуассона, крайові умови, умови 
спряження, інтегральні перетворення, головні розв’язки. 

Вступ. Проблеми математичного моделювання реальних фізич-
них процесів, зокрема процесів теплопровідності для кусково-
однорідних середовищ у декартовій, сферичній та циліндричній сис-
темах координат становлять значний теоретичний, практичний та 
економічний інтерес [1—5]. Питанням побудови методом інтеграль-
них перетворень точних аналітичних розв’язків двовимірних та три-
вимірних лінійних температурних задач присвячені монографії [6—
9]. Зокрема, в [9] розглянуто випадок напівобмежених кусково-
однорідних за декартовою координатою циліндрично-кругових сере-
довищ. Необмежені двоскладові та тришарові просторові середовища 
розглянуто у працях [10—13]. У цій статті ми пропонуємо точні ана-
літичні розв’язки математичних моделей стаціонарних процесів теп-
лопровідності (крайових задач) для напівобмежених кусково-
однорідних середовищ у просторовій декартовій системі координат. 
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Постановка задачі. Задача про структуру стаціонарного темпе-
ратурного поля в ортотропному напівобмеженому ( )1n + -шаровому 
просторовому середовищі математично зводиться до побудови обме-
женого на множині 

( ){ ( )3 2, , , ; ; ;x y z x y a b c dΩ = ∈ Ω = ×  
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розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь Пуассона 
[14, 15] 
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та відповідними крайовими умовами на межі 2 ,Ω  де xja , yja , 0zja ≥  
— коефіцієнти температуропровідності у напрямках координатних осей 
x, у, z ( 1, 1j n= + ); 2 0jχ ≥  — коефіцієнти дисипації теплової енергії; 

( ) ( ) ( ){ 1 2, , , , , , , , ...,f x y z f x y z f x y z= ( )}1 , ,nf x y z+  — інтенсивність 

теплових джерел; 0 0
11 11,α β  — деякі дійсні сталі; ( )0 ,g x y  — задана об-

межена неперервна функція в області 2Ω ; 0kR ≥  — коефіцієнти термо-
опору; 1, 0k kν ν + ≥  — коефіцієнти теплопровідності; ( ), ,T x y z =  

( ) ( ) ( ){ }1 2 1, , , , , , ..., , ,nT x y z T x y z T x y z+=  — шукана температура. 

1. Математичне моделювання процесу теплопровідності в 
кусково-однорідному середовищі ( ) ( ) { }0; 0; nb z ++∞ × × ∈ Ι   
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Розглянемо область ( ) ( )2 0; 0; .bΩ = +∞ ×  У цьому випадку на 
межі області 2Ω  виконуються крайові умови 
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щодо змінної x  та крайові умови 

 1 1 2 2
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( , ), ( , ); 1, 1j j j j
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щодо змінної y , де 0p ≥  — коефіцієнт теплообміну через поверхню 

0x = ; ( ) ( ), ,c
j jy z pT y zω = , ( ),c

jT y z  — температура середовища на 
поверхні 0x = . 1 0h ≥  — коефіцієнт теплообміну через поверхню 

0y = ; ( ) ( )1
1 1, ,c

j jg x z h T x z= , ( )1 ,c
jT x z  — температура середовища 

на поверхні 0y = ; 2 0h ≥  — коефіцієнт теплообміну через поверхню 

y b= ; ( ) ( )2
2 2, ,c

j jg x z h T x z= , ( )2 ,c
jT x z  — температура середовища 

на поверхні y b= . 
Припустимо, що розв’язок задачі (1)—(5) існує і задані й шукані 

функції задовольняють умови застосовності залучених нижче інтег-
ральних перетворень [17, 6]. 

До задачі (1)—(5) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є на 
декартовій півосі щодо змінної х [17]: 
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де ядро перетворення  
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+
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Інтегральний оператор xF+  за правилом (6) внаслідок тотожнос-
ті (8) крайовій задачі (1)—(5) ставить у відповідність задачу побудо-
ви обмеженого на множині ( ) ( ){ }3 , 0; ; ny z y b z +′Ω = ∈ ∈ Ι  розв’язку 
сепаратної системи диференціальних рівнянь 
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та умовами спряження 

 

1

1
1

1 0,

0; 1, ,

k

k

k k k
z l

k k
k k

z l

R T T
z

T T
k n

z z
ν ν

+
=

+
+

=

 ∂ + − =  ∂  

 ∂ ∂ − = =  ∂ ∂ 

% %

% %
 (12) 

де 
( ) ( ) ( ) ( )2, , , , 0, , ;j j xj x jF y z f y z a K y zσ σ σ ω= +%% 1, 1j n= + . 

До задачі (9)—(12) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є 
на декартовому сегменті [ ]0;b  щодо змінної y  [17]: 
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де ядро перетворення 
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{ } 1k kγ ∞
=

 — монотонно зростаюча послідовність дійсних різних додат-
них коренів трансцендентного рівняння 
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які утворюють дискретний спектр. 
Інтегральний оператор ykΛ  за правилом (13) внаслідок тотож-

ності (15) крайовій задачі (9)—(12) ставить у відповідність задачу 
побудови обмеженого на nI +  розв’язку сепаратної системи диферен-
ціальних рівнянь 2-го порядку зі сталими коефіцієнтами 
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Задача (16)—(18) розглянута в [18]. Побудований методом інтег-
рального перетворення Фур’є на декартовій півосі з n  точками спря-
ження [6] єдиний обмежений розв’язок задачі визначають функції 
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Застосувавши послідовно до функцій ( ),jkT zσ% , визначених фор-

мулами (19), обернені оператори 1
yk
−Λ  та 1

xF −
+ , одержуємо функції 
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які описують структуру стаціонарного температурного поля в роз-
глянутому середовищі. 

У формулах (20) застосовано компоненти: 
фундаментальної матриці розв’язків 
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аплікатної матриці Гріна 

( ) ( ) ( )
12 0

1 1 11 1 0, , , , , , , , ,j jW x y z a E x y z lξ η σ α ξ η
−

= − , 

абсцисної матриці Гріна 
( ) ( ), , , , ,0, , , ,xjk jkW x y z E x y zη ζ η ζ= , 

лівої ординатної матриці Гріна 
( ) ( )1 , , , , , , ,0, ,yjk jkW x y z E x y zξ ζ ξ ζ=  

та правої ординатної матриці Гріна 
( ) ( )2 , , , , , , , , ,yjk jkW x y z E x y b zξ ζ ξ ζ=  

еліптичної крайової задачі (1)—(5). 
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З використанням властивостей фундаментальних функцій 
( ), , , , ,jkE x y zξ η ζ  і функцій Гріна ( ), , , ,jW x y zξ η , ( ), , , ,xjkW x y zη ζ , 

( )1 , , , ,yjkW x y zξ ζ , ( )2 , , , ,yjkW x y zξ ζ  безпосередньо перевіряється, що 

функції ( ), ,jT x y z , визначені формулами (20), задовольняють рів-
няння (1), крайові умови (2), (4), (5) та умови спряження (3) в сенсі 
теорії узагальнених функцій [19]. 

Зазначимо, що якщо функції ( ) ( ) ( )1, , , , , , ,j j jf x y z y z g x zω  

( )2 ,jg x z  задовольняють умови спряження (3) і вихідні дані задачі 
мають необхідну гладкість [20], то розв’язок (20) буде також класич-
ним розв’язком крайової задачі (1)—(5). 

Зауваження 1. У випадку 2 2 2 2 0xj yj zj ja a a a= = ≡ ≥  формули (20) 
визначають структуру стаціонарного температурного поля в ізотроп-
ному напівобмеженому ( )1n + -шаровому середовищі. 

Зауваження 2. Якщо деякі з коефіцієнтів термоопору kR  дорів-
нюють нулю, то безпосередньо з формул (20) одержуємо структуру 
стаціонарного температурного поля у випадку здійснення на відпові-
дних площинах kz l=  ідеального теплового контакту. 

Зауваження 3. При ( )0 1,kR k n= =  безпосередньо з формул (20) 
одержуємо структуру стаціонарного температурного поля у випадках 
здійснення на всіх площинах kz l=  ідеального теплового контакту. 

Зауваження 4. Параметри 0 0
11 11,α β  дозволяють виділяти із фор-

мул (20) розв’язки крайових задач у випадках задання на поверхні 

0z l=  крайової умови 1-го роду ( ( ) ( )0 0 0
11 11 0 11 00, 1, , , ,g x y T x yα β α= =  

( )0 ,T x y  — температура середовища на поверхні 0z l= ), 2-го роду 

( )0 0
11 111, 0α β= − =  та 3-го роду ( 0 0

11 111, 0,hα β= − ≡ >  h  — коефіцієнт 

теплообміну через поверхню 0z l= ). 
Зауваження 5. Параметри ( ), 1, 2jp h j =  дозволяють виділяти 

із формул (20) розв’язки крайових задач у випадках задання на пове-
рхнях 0x = , 0y = , y b=  крайових умов 1-го й 2-го роду та їх мож-
ливих комбінацій. 

Зауваження 6. Аналіз розв’язку (20) в залежності від аналітич-
ного виразу функцій ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , ,j j j jf x y z y z g x z g x zω  

( )1, 1j n= +  та ( )0 ,g x y проводиться безпосередньо. 
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2. Математичне моделювання процесу теплопровідності  
в кусково-однорідному середовищі ( ) ( ) { }0; 0; na b z +× × ∈ Ι   

Розглянемо область ( ) ( )2 0; 0; .a bΩ = ×  У цьому випадку на межі 
області 2Ω  виконуються крайові умови 

1 1 2 2
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( , ), ( , ); 1, 1j j j j
x x a

p T y z p T y z j n
x x

ω ω
= =

∂ ∂   − + = + = = +   ∂ ∂   
 (21) 

щодо змінної х та крайові умови (5) щодо змінної у, де 1 0p ≥  — ко-

ефіцієнт теплообміну через поверхню 0x = ; ( ) ( )1
1 1, ,c

j jy z p T y zω = , 

( )1 ,c
jT y z  — температура середовища на поверхні 0x = ; 2 0p ≥  — 

коефіцієнт теплообміну через поверхню x a= ; ( )2 ,j y zω =  

( )2
2 ,c

jp T y z= , ( )2 ,c
jT y z — температура середовища на поверхні x a= . 

Припустимо, що розв’язок задачі (1)—(3), (21), (5) існує і задані й 
шукані функції задовольняють умови застосовності залучених нижче 
інтегральних перетворень [17, 6]. 

До задачі (1)—(3), (21), (5) застосуємо інтегральне перетворення 
Фур’є на декартовому сегменті [ ]0;a  щодо змінної x  [17]: 

 ( ) ( ) ( )
0

a

xm m mZ g x g x w x dx g  = ≡  ∫ , (22) 

 
( ) ( )1

2
1

m
xm m m

m m

w x
Z g g g x

w

∞
−

=

= ≡   ∑ , (23) 

( ) ( )
2

2
1 22

0

0xm m m m m
x x a

d g dg dgZ g w p g w a p g
dx dxdx

δ
= =

     = − + − + + +     
     

, 

(24) 
де ядро перетворення 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

2 2
1

2
1 2 1 22 2

2 2 2 2
0 1 2

cos sin
,

,
2 2

m m m
m

m

a
m

m m
m m

x p x
w x

p

p p p paw w x dx
p p

δ δ δ

δ

δ

δ δ

+
=

+

+ +
= = +

+ +∫
 

{ } 1m mδ ∞
=

 — монотонно зростаюча послідовність дійсних різних дода-
тних коренів трансцендентного рівняння 
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( ) ( )
2

1 2

1 2
ctg

p pa
p p

δ
δ

δ
−

=
+

, 

які утворюють дискретний спектр. 
Інтегральний оператор xmZ  за правилом (22) внаслідок тотожнос-

ті (24) крайовій задачі (1)—( 3), (21), (5) ставить у відповідність задачу 
побудови обмеженого на множині ( ) ( ){ }3 , 0; ; ny z y b z +′Ω = ∈ ∈ Ι  

розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь 

 ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2
2 2 ,yj zj jm xj m j jm jma a T a T F y z

y z
δ χ

 ∂ ∂
+ − + = − 

∂ ∂  
; jz I∈  (25) 

з крайовими умовами 
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0 0
11 11 1 0m m

z l

T g y
z

α β
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; 1, 0
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n m
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=+∞

∂
=

∂
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 ( )1 1
0

jm jm
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h T g z
y

=

 ∂
− + = ∂ 

; ( )2 2jm jm
y b

h T g z
y
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 ∂
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 (27) 

та умовами спряження 

 

1,

1,
1

1 0,

0, 1, ,

p

p

p pm p m
z l

pm p m
p p

z l

R T T
z

T T
v v p n

z z

+
=

+
+

=

 ∂ + − =  ∂  


∂ ∂  − = =  ∂ ∂ 

 (28) 

де 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2, , 0 , ,jm jm xj m j xj m jF y z f y z a w y z a w a y zω ω= + + . 
До задачі (25)—(28) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є 

на декартовому сегменті [ ]0;b  щодо змінної y . Інтегральний опера-
тор ykΛ  за правилом (13) внаслідок тотожності (15) крайовій задачі 
(25)—(28) ставить у відповідність задачу побудови обмеженого на 
множині n

+Ι  розв’язку сепаратної системи звичайних диференціаль-
них рівнянь 2-го порядку зі сталими коефіцієнтами 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2
2zj xj m yj k j jmk jmk

da a a T z F z
dz

δ γ χ
 

− + + = − 
  

; 

 jz I∈ ; 1, 1j n= +   (29) 
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з крайовими умовами  
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11 11 1 0mk mk

z l
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α β
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 + = 
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n mk
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d T
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=+∞
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та умовами спряження 
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 (31) 

де 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 20jmk jmk xj m jk xj m jkF z f z a w z a w a zω ω= + + +  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 20yj k jm yj k jma v g z a v b g z+ + ; 1, 1j n= + . 

З точністю до позначень крайова задача на спряження (29)—(31) 
збігається із задачею (16)—(18). Отже, відповідно до формул (19), 
єдиний обмежений розв’язок задачі (29)—(31) визначають функції 
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1 1 10

,2 mk j
jmk n
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Застосувавши послідовно до функцій ( )jmkT z , визначених фор-

мулами (32), обернені оператори 1
yk
−Λ  та 1

xmZ − , одержуємо функції 
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k l
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які описують структуру стаціонарного температурного поля в роз-
глянутому середовищі. 

У формулах (33) застосовано компоненти: 
фундаментальної матриці розв’язків 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 10

2 2
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; , 1, 1,

j k
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ηζ
β β

+∞∞ ∞
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+ + +
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∑∑ ∫
 

аплікатної матриці Гріна 

( ) ( ) ( )
12 0

1 1 11 1 0, , , , , , , , ,j jW x y z a E x y z lξ η σ α ξ η
−

= − , 

лівої абсцисної матриці Гріна 
( ) ( )1 , , , , ,0, , , ,xjk jkW x y z E x y zη ζ η ζ= , 

правої абсцисної матриці Гріна  
( ) ( )2 , , , , , , , , ,xjk jkW x y z E x a y zη ζ η ζ= , 

лівої ординатної матриці Гріна 
( ) ( )1 , , , , , , ,0, ,yjk jkW x y z E x y zξ ζ ξ ζ=  

та правої ординатної матриці Гріна 
( ) ( )2 , , , , , , , , ,yjk jkW x y z E x y b zξ ζ ξ ζ=  

еліптичної крайової задачі (1)—( 3), (21), (5). 
З використанням властивостей фундаментальних функцій 

( ), , , , ,jkE x y zξ η ζ  і функцій Гріна ( ), , , ,jW x y zξ η , ( )1 , , , ,xjkW x y zη ζ , 

( )2 , , , ,xjkW x y zη ζ , ( )1 , , , ,yjkW x y zξ ζ , ( )2 , , , ,yjkW x y zξ ζ , безпосередньо 

перевіряється, що функції ( ), ,jT x y z , визначені формулами (33), за-
довольняють рівняння (1), крайові умови (2), (21), (5) та умови спря-
ження (3) в сенсі теорії узагальнених функцій [19]. 

Зауважимо, що якщо функції ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , ,j j jf x y z x z x zω ω  

( ) ( )1 2, , ,j jg y z g y z  задовольняють умови спряження (3) і вихідні дані 
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задачі мають необхідну гладкість [20], то розв’язок (33) буде також 
класичним розв’язком крайової задачі (1)—(3), (21), (5). 

Зазначимо, що: 1) зауваження 1—4 поширюються на випадок 
розглянутої температурної задачі; 2) параметри ( ), 1, 2j jp h j =  да-
ють можливість виділяти із формул (33) розв’язки крайових задач у 
випадках задання на поверхнях 0x = , x a= ; 0y = , y b=  крайових 
умов 1-го й 2-го роду та їх можливих комбінацій; 3) аналіз розв’язку 
(33) в залежності від аналітичного виразу функцій ( ), ,jf x y z , 

( )1 ,j y zω , ( )2 ,j y zω , ( )1 ,jg x z , ( )2 ,jg x z  ( 1, 1j n= + ) та ( )0 ,g x y  
проводиться безпосередньо. 

Висновки. При найбільш загальних припущеннях у межах фе-
номенологічної теорії теплопровідності побудовано інтегральні зо-
браження точних аналітичних розв’язків математичних моделей ста-
ціонарних процесів теплопровідності в напівобмежених кусково-
однорідних просторових середовищах. Одержані розв’язки носять 
алгоритмічний характер, неперервно залежать від параметрів та вихі-
дних даних задачі й можуть бути використані як в теоретичних дос-
лідженнях так і в практиці інженерних розрахунків. 
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