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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ НЕСТАЦІОНАРНИХ 
ПРОЦЕСІВ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ В НАПІВОБМЕЖЕНИХ 
БАГАТОШАРОВИХ ПРОСТОРОВИХ СЕРЕДОВИЩАХ 

Методом фундаментальних функцій та функцій Гріна (го-
ловних розв'язків) побудовано інтегральні зображення точних 
аналітичних розв'язків алгоритмічного характеру нестаціонар-
них задач феноменологічної теорії теплопровідності в напів-
обмежених багатошарових (кусково-однорідних) просторових 
середовищах. Для побудови головних розв'язків залучено від-
повідні інтегральні перетворення Фур'є для однорідних сере-
довищ та перетворення Фур'є на декартовій півосі з n точками 
спряження. 

Ключові слова: рівняння теплопровідності, початкові та 
крайові умови, умови спряження, інтегральні перетворення, 
головні розв’язки. 

Вступ. Проблеми математичного моделювання реальних фізич-
них процесів, зокрема процесів теплопровідності для кусково-одно-
рідних середовищ у декартовій, сферичній та циліндричній системах 
координат становлять значний теоретичний та практичний інтерес [1-
4]. Питанням побудови методом інтегральних перетворень точних 
аналітичних розв’язків двовимірних та тривимірних лінійних темпе-
ратурних задач присвячені монографії [5-8]. Зокрема, в [8] розгляну-
то випадок напівобмежених кусково-однорідних за декартовою коор-
динатою циліндрично-кругових середовищ. Необмежені двоскладові 
та тришарові просторові середовища розглянуто у працях [9-12]. У 
цій статті ми пропонуємо точні аналітичні розв’язки нестаціонарних 
задач теплопровідності для напівобмежених кусково-однорідних се-
редовищ у просторовій декартовій системі координат. 

Постановка задачі. Задача про структуру нестаціонарного тем-
пературного поля в ортотропному напівобмеженому (n + 1)-шарово-
му просторовому середовищі математично зводиться до побудови 
обмеженого на множині 
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розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь теплопровід-
ності [13, 14] 
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умовами неідеального теплового контакту [15] 
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та відповідними крайовими умовами на межі Ω2, де 0,, ≥zjyjxj aaa  – 
коефіцієнти температуропровідності у напрямках координатних осей 
x, y, z ( 1,1 += nj ); 02 ≥jχ  – коефіцієнти дисипації теплової енергії; 

{ }),,,(,),,,,(),,,,(),,,( 121 zyxtfzyxtfzyxtfzyxtf n+= …  – інтенсивність 
теплових джерел; { }),,(,),,,(),,,(),,( 121 zyxgzyxgzyxgzyxg n+= …  – 

температура середовища в початковий момент часу; 0
11

0
11, βα  – деякі 

дійсні сталі; g0(t, x, y) – задана обмежена неперервна функція в облас-
ті (0; +∞) × Ω2; 0≥kR  – коефіцієнти термоопору; 0, 1 ≥+kk νν  – кое-
фіцієнти теплопровідності; { ,),,,,(),,,,(),,,( 21 …zyxtTzyxtTzyxtT =  

}),,,(1 zyxtTn+  – шукана температура. 
Випадки областей Ω2 = (–∞; +∞) × (–∞; +∞), Ω2 = (–∞; +∞) × 

× (0; +∞) розглянуто в [16]. 
1. Математичне моделювання процесу теплопровідності в 

кусково-однорідному середовищі ( ) ( ) { }+∈×+∞×+∞ nIz;0;0 . 

Розглянемо область Ω2 = (0; +∞) × (0; +∞). У цьому випадку на 
межі області Ω2 виконуються крайові умови 
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щодо змінної х та крайові умови 
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щодо змінної у, де 0≥p  – коефіцієнт теплообміну через поверхню 

0=x ; ( ) ( )zytpTzytg c
jj ,,,,1 = , ( )zytT c

j ,,  – температура середовища 
на поверхні 0=x ; 0≥h  – коефіцієнт теплообміну через поверхню 

0=y ; ( ) ( )zxthTzxtg c
jj ,,,,2 = , ( )zxtT c

j ,,  – температура середовища на 
поверхні 0=y . 

Вважаємо, що для задачі (1)-(6) виконуються умови узгодженос-
ті [13]: 
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Припустимо, що розв'язок задачі (1)-(6) існує і задані й шукані 
функції задовольняють умови застосовності залучених нижче інтег-
ральних перетворень [17, 5]. 

До задачі (1)-(6) застосуємо інтегральне перетворення Фур'є на 
декартовій півосі щодо змінної х [17]: 
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де ядро перетворення ( ) ( ) ( )
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Інтегральний оператор xF+  за правилом (7) внаслідок тотожнос-
ті (9) початково-крайовій задачі (1)-(6) ставить у відповідність задачу 
побудови обмеженого на множині ( ){ ( );;0;0>,,3 +∞∈=′ ytzytD  

}+∈ nIz  розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь 
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та умовами спряження 
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де .1,1);,,(),0(),,,(
~

),,,(~ 12 +=+= njzytgKazytfzytF jxxjjj σσσ  
До задачі (10)-(14) застосуємо інтегральне перетворення Фур'є 

на декартовій півосі щодо змінної у [17]: 
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де ядро перетворення 
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Інтегральний оператор yF+  за правилом (15) внаслідок тотожно-
сті (17) початково-крайовій задачі (10)-(14) ставить у відповідність 
задачу побудови обмеженого на множині ( ){ }+∈=′′ nIztztD ;0>,3  
розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь 
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де ).,,(~),0(),,(~),0(),,,(
~~

),,,(
~~ 2212 ztgsKazstgKazstfzstF jyyjjxxjjj σσσσ ++=  
До задачі (18)-(21) застосуємо інтегральне перетворення Фур'є на 

декартовій півосі 00 ≥≥ lz  з n точками спряження щодо змінної z [5]: 
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У рівностях (22)-(24) беруть участь величини і функції: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

+− −+−−=
n

k
nnkkk lzzVzllzzVzV

1
11 ,,, θβθθββ ; 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

+− −+−−=
n

k
nnkkk lzzllzz

1
11 θσθθσσ ; 

( ) ( ) ( )βββ ,, 2
12 zGqczV m

n

mj
njm ∏

=
+= ; nm ,1= ; 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )zqzqzV nnnnn
2

11
2

121 sincos, ββωββωβ +++ −= ; 

∏
=

+=
n

kj kj

nj
k

ac

ac
2

2

11σ ; 2
2

11

nn

nn
n

ac
ac +=σ ; 

1
1

1

+
+ =

n
n a

σ ; 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )zqzqzG kkkkk
2

1,1
2

2,1 sincos, ββωββωβ −− −= ; nk ,1= ; 

( ) ( ) 2/12212
jjj kaq += − ββ ; 1,1 += nj ; ( ) ( ) 2/1222

jj kb += ββ ; 1,1 += nj ; 

( ) ( )01
01
110101 lqlq νω −= ; ( ) ( )01

02
110102 lqlq νω −= ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )jjjj
j
mjjjjj

j
mjjm lqlqlqlq 121,1112,1 ;; +−+− −= ψβωψβωβω ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kk
km

kk
kj

kk
km

kk
kj

kkkk
k
jm lqlqlqlqlqlq 11221122111; +++ −= ννννψ ; 

( ) ( ) ( )ms
k
ijmss

k
ijms

k
ij lqlqqlq cossin1 βαν +−= ; 2,1, =ji ; nk ,1= ; 

( ) ( ) ( )ms
k
ijmss

k
ijms

k
ij lqlqqlq sincos2 βαν += ; 1,1 += ns ; 1,1 += nm ; 

k
k R=11α ; 111 =kβ ; 012 =kα ; 112 =kβ ; 

k
k να =21 ; 021 =kβ ; 122 += k

k να ; 022 =kβ ; 

02112 ≠−= k
j

k
j

k
j

k
jjkc βαβα ; 2,1, =ji ; nk ,1= ; 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

 32 
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n
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=Ω , 

θ (x) – одинична функція Гевісайда [18]. 
Запишемо систему диференціальних рівнянь (18) та початкові 

умови (19) у матричній формі 
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де ( ) 222222 , jyjxjj saasq χσσ ++= ; 22
zjj aa ≡ ; 1,1 += nj . 

Інтегральний оператор +,nF , який діє за правилом (22), зобрази-
мо у вигляді операторної матриці-рядка 
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і застосуємо за правилом множення матриць до задачі (25), (26). 
Внаслідок тотожності (24) одержуємо задачу Коші 
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Припустимо, не зменшуючи загальності, що { } 2
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1 ,...,,max qqqq n =+  і 

покладемо всюди 22
1

2
jj qqk −=  ( )1,1 += nj . Задача Коші (28), (29) 

набуває вигляду 
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де ( ) ( )∑
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=
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~~~ n

j
j stTstT βσβσ , 
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~~~ n

j
j stFstF βσβσ , 

( ) ( )∑
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=
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,,
~~~,,

~~~
n

j
j sgsg βσβσ . 

Безпосередньо перевіряється, що єдиним обмеженим розв’язком 
задачі (30), (31) є функція 
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+
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∫
(32) 

де )(τδ+  – міра Дірака, зосереджена в точці 0+=τ  [18]. 

Оскільки суперпозиція операторів +,nF  та 1
,
−

+nF  є одиничним 

оператором, то оператор 1
,
−

+nF  зобразимо у вигляді операторної мат-
риці-стовпця 
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За правилом множення матриць застосуємо операторну матри-

цю-стовпець (33) до матриці-елемента 







),,,(

~~~ βσ stT , де функція 

),,,(
~~~ βσ stT  визначена формулою (32). Одержуємо єдиний обмеже-
ний розв’язок задачі (18)-(21): 
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До функцій ),,,(
~~ zstT j σ  послідовно застосуємо обернені опера-

тори 1−
+ yF за правилом (16) та 1−

+xF  за правилом (8). Виконавши не-
складні перетворення, одержуємо функції 
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,1,1;),,(),,,,,(
1

1 0 0
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1
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+=−+
n

k

t l

l
kkyjkyj

k

k

njdddgzyxtWa τζξσζξτζξτ  

які описують структуру нестаціонарного температурного поля в роз-
глянутому середовищі. 

У формулах (35) застосовано компоненти: 
фундаментальної матриці розв’язків 

( )[ ]
,),(),(),(),()(),(),(

exp2),,,,,,( 2
1

22
1

22
1

2

0 0 0

βσησξσββζβ

χσβ
π

ζηξ

dsddsKsyKKxKVzV

tsaazyxtE

yyxxnkj

yxjk

Ω×

×+++−= ∫ ∫ ∫
+∞+∞+∞

 (36) 

аплікатної матриці Гріна 
 ),,,,,,()(),,,,,( 01

10
11

2
11 lzyxtEazyxtW jj ηξασηξ −−= , (37) 

абсцисної матриці Гріна 
 ( ) ( )ζηζη ,,,,0,,,,,,, zyxtEzyxtW jkxjk = , (38) 
ординатної матриці Гріна 
 ( ) ( )ζξζξ ,,0,,,,,,,,, zyxtEzyxtW jkyjk =  (39) 
параболічної початково-крайової задачі (1)-(6). 

З використанням властивостей фундаментальних функцій 
),,,,,,( ζηξ zyxtE jk  і функцій Гріна ),,,,,( zyxtW j ηξ , ,,,( yxtWxjk  

),, ζη z , ( )ζξ ,,,,, zyxtWyjk  безпосередньо перевіряється, що функції 

),,,( zyxtT j , визначені формулами (35), задовольняють рівняння (1), 
початкові умови (2), крайові умові (3), (5), (6) та умови спряження (4) 
в сенсі теорії узагальнених функцій [18]. 

Зауваження 1. У випадку 02222 ≥≡== jzjyixj aaaa  формули (35) 
визначають структуру нестаціонарного температурного в ізотропно-
му напівобмеженому ( 1+n )-шаровому просторовому середовищі. 

Зауваження 2. Якщо деякі з коефіцієнтів термоопору kR  дорів-
нюють нулю, то безпосередньо з формул (35) одержуємо структуру 
нестаціонарного температурного поля у випадку здійснення на відпо-
відних площинах klz =  ідеального теплового контакту. 

Зауваження 3. При ( )nkRk ,10 ==  безпосередньо з формул (35) 
одержуємо структуру нестаціонарного температурного поля у випад-
ках здійснення на всіх площинах klz =  ідеального теплового контакту. 

Зауваження 4. Параметри 0
11

0
11, βα  дають можливість виділяти із 

формул (35) розв’язки початково-крайових задач у випадках задання 
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на поверхні 0lz =  крайової умови 1-го роду ( ,1,0 0
11

0
11 == βα  

( ) ( ))yxtTyxtg ,,,, 0
0
110 α= , 2-го роду ( )0,1 0

11
0
11 =−= βα  та 3-го роду 

( )0,1 0
11

0
11 >≡−= hβα . 
Зауваження 5. Аналіз розв’язку (35) в залежності від аналітич-

ного виразу функцій ( ),,,, zyxtf j  ( ),,, zyxg j  ( ),,,1 zytg j  ( )zxtg j ,,2  

( )1,1 += nj  та ( )yxtg ,,0  проводиться безпосередньо. 

2. Математичне моделювання процесу теплопровідності в 
кусково-однорідному середовищі ( ) ( ) { }+∈××+∞ nIzb;0;0 . 

Розглянемо область Ω2 = (0; +∞) × (0; b). У цьому випадку на 
межі області Ω2 виконуються крайові умови (5) щодо змінної х та 
крайові умови 
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, (40) 

щодо змінної y, де h1 ≥ 0 – коефіцієнт теплообміну через поверхню 
y = 0; ( ) ( )zxtThzxtg c

jj ,,,, 1
11 = , ( )zxtT c

j ,,1  – температура середовища 
на поверхні y = 0; h2 ≥ 0  – коефіцієнт теплообміну через поверхню 
y = 0; ( ) ( )zxtThzxtg c

jj ,,,, 2
22 = , ( )zxtT c

j ,,2  – температура середовища 
на поверхні y = 0. 

Вважаємо, що для задачі (1)-(5), (40) виконуються умови узго-
дженості: 
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Припустимо, що розв'язок задачі (1)-(5), (40) існує і задані й шу-
кані функції задовольняють умови застосовності залучених нижче 
інтегральних перетворень [17, 5]. 

До задачі (1)-(5), (40) застосуємо інтегральне перетворення Фу-
р’є на декартовій півосі щодо змінної х. Інтегральний оператор xF+  
за правилом (7) внаслідок тотожності (9) початково-крайовій задачі 
(1)-(5), (40) ставить у відповідність задачу побудови обмеженого на 
множині ( ) ( ){ }+∈∈=′ nIzbytzytD ;;0;0>,,3  розв’язку сепаратної сис-
теми диференціальних рівнянь (10) з початковими умовами (11), кра-
йовими умовами (12), крайовими умовами 

 );,,(~~
1

0
1 ztgTh

y j
y

j σ=
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∂
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−
=

),,(~~
22 ztgTh

y j
by

j σ=







+

∂
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=

 (41) 

та умовами спряження (14). 
До задачі (10)-(12), (41), (14) застосуємо інтегральне перетво-

рення Фур’є на декартовому сегменті [0, b] щодо змінної у [17]: 
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де ядро перетворення 

( ) ( ) ( )
2
1

2
1 sincos

h

yhy
y

k

kkk
k

+

+
=

γ

γγγ
ν , 

( ) ( )( )
( )( )∫ ++

++
+=≡

b

kk

k
kk

hh
hhhhbdyy

0
2
2

22
1

2
21

2
2122

22 γγ
γνν  – квадрат норми спектраль-

ної функції, { }∞
=1kkγ  – монотонно зростаюча послідовність дійсних 

різних додатних коренів трансцендентного рівняння 

( ) ( )21

21
2

hh
hhbctg

+
−

=
γ
γγ , 

які утворюють дискретний спектр. 
Інтегральний оператор ykΛ  за правилом (42) внаслідок тотож-

ності (44) початково-крайовій задачі (10)-(12), (41), (14) ставить у 
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відповідність задачу побудови обмеженого на множині 
( ){ }+∈=′′ nIztztD ;0>,3  розв’язку сепаратної системи диференціаль-

них рівнянь 
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з початковими умовами 
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та умовами спряження 
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де 
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З точністю до позначень початково-крайова задача на спряження 
(45)-(48) співпадає із задачею (18)-(21). Побудований методом інтег-
рального перетворення Фур’є на декартовій півосі 00 ≥≥ lz  з п точ-
ками спряження єдиний обмежений розв’язок задачі (45)-(48) відпо-
відно до формул (34) визначають функції 
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Застосувавши послідовно до функцій ( )ztT jk ,,~ σ , визначених 

формулами (49), обернені оператори 1−Λ yk  та 1−
+xF , одержуємо функції 
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 (50) 

які описують структуру нестаціонарного температурного поля в роз-
глянутому середовищі. 

У формулах (50) застосовано компоненти: 
фундаментальної матриці розв’язків 
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(51) 

аплікатної матриці Гріна 
 ),,,,,,()(),,,,,( 01

10
11

2
11 lzyxtEazyxtW jj ηξασηξ −−= , (52) 

абсцисної матриці Гріна 
 ( ) ( )ζηζη ,,,,0,,,,,,, zyxtEzyxtW jkxjk =  (53) 
лівої ординатної матриці Гріна 
 ( ) ( )ζξζξ ,,0,,,,,,,,,1 zyxtEzyxtW jkyjk = , (54) 
правої ординатної матриці Гріна 
 ( ) ( )ζξζξ ,,,,,,,,,,,2 zbyxtEzyxtW jkyjk =  (55) 
параболічної початково-крайової задачі (1)-(5), (40). 

З використанням властивостей фундаментальних функцій 
),,,,,,( ζηξ zyxtE jk  і функцій Гріна ),,,,,( zyxtW j ηξ , ,,,,( ηyxtWxjk  

),ζz , ( )ζξ ,,,,,1 zyxtWyjk , ( )ζξ ,,,,,2 zyxtWyjk  безпосередньо перевіря-
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ється, що функції ),,,( zyxtT j , визначені формулами (50), задоволь-
няють рівняння (1), початкові умови (2), крайові умові (3), (5), (40) та 
умови спряження (4) в сенсі теорії узагальнених функцій [18]. 

Зазначимо, що: 1) зауваження 1-4 поширюються на випадок роз-
глянутої температурної задачі; 2) параметри p, hj дають можливість 
виділяти із формул (50) розв’язки початково-крайових задач у випад-
ках задання на поверхнях x = 0; y = 0, y = b крайових умов 1-го й 2-го 
роду та їх можливих комбінацій; 3) аналіз розв’язку (50) в залежності 
від аналітичного вигляду функцій ( )zyxtf j ,,, , ( )zyxg j ,, , ( )zytg j ,,1 , 

( )zxtg j ,,1 , ( )zxtg j ,,2  ( )1,1 += nj  та ( )yxtg ,,0  проводиться безносе-
редньо. 

Висновки. При найбільш загальних припущеннях в межах фе-
номенологічної теорії теплопровідності побудовано інтегральні зо-
браження точних аналітичних розв’язків математичних моделей (по-
чатково-крайових задач) процесів теплопровідності в напівобмеже-
них багатошарових просторових середовищах. Одержані розв’язки 
носять алгоритмічний характер, неперервно залежать від параметрів 
та даних задачі й можуть бути використані як в теоретичних дослі-
дженнях, так і в інженерних розрахунках. 
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The method of fundamental functions and functions of Grin (main de-
cisions) is build the integral images of exact analytical decisions of algo-
rithmic character of variables tasks of theory of heat conductivity in spatial 
environments. For the construction of main decisions the proper integral 
transformations of Fourier are attracted for homogeneous environments 
and transformation of Fourier on Cartesian half of wasp with the n points 
of interface. 
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