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Постановка проблеми 
В основі дослідження внутрішньої структури 

планети покладено просторове розміщення мас 
δ  в середині планети. Його можна отримати, 
використовуючи дані про зовнішнє гравітаційне 
поле. Mаксимальне врахування неоднорідностей 
потенціалу дозволяє будувати більш точні 
тривимірні функції розподілу густини. 

 
Зв’язок з важливими науковими  
і практичними завданнями 

Встановлення глобальних скупчень мас, що 
відображаються в побудованій асиметричній 
моделі планети, є важливим в геофізичних 
дослідженнях, оскільки може бути порівняне з 
такими, що отримані з використанням методів 
томографії. Відхилення від сферично-симет-
ричного розподілу мас дає можливість більш 
детально встановити причини тривимірності 
зовнішнього потенціалу, регіональні аномалії 
можуть дати ключ до розуміння геодинамічних 
явищ планетарного характеру. 

 
Аналіз останніх досліджень та публікацій, 
в яких започатковано розв’язання проблеми 
Побудову тривимірних моделей густини з 

використанням даних про гравітаційне поле 
Землі започатковано професором Г.О. Ме-
щеряковим в роботах [1, 2]. При цьому 
використання динамічного стиску дало 
можливість знайти розклад функції густини до 
2-го порядку. Використання стоксових 
постійних і додаткова інформація у вигляді 
функції на поверхні планети з допомогою 
методики, описаної в [4], дозволяють збільшити 
порядок апроксимації до степеня чотири. 
Запропонований нижче метод дає можливість 
визначити такий розклад з використанням 
стоксових сталих до четвертого порядку  

 
Невирішені аспекти загальної проблеми 
Не досліджена можливість використання 

набору стоксових постійних вище четвертого 
порядку для знаходження відповідних функцій 
розподілу мас. 

 
Постановка завдання 

За даними про гравітаційне поле Землі, її 
стокcові сталі до четвертого порядку і динаміч- 

ний стиск Н необхідно побудувати функцію 
розподілу мас у вигляді суми біортогональних 
многочленів.  
 
Виклад основного матеріалу дослідження 
Раніше [4] встановлена можливість побудови 

функції густини δ еліпсоїдної планети при 
відомих даних про гравітаційне поле до 2-го 
порядку і густини на поверхні планети, похідні 
якої подані так:  
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{ }{ }PqSPqS W,ω  дві біортогональні системи в τ. 
При певних умовах [4] функцію δ можна 
відновити за її похідними, а саме 
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Формула (3) для практичного застосування не є 
придатною, оскільки важко встановити 

аналітичний вигляд виразу . Тому в 

подальшому підемо іншим шляхом: густину 
представимо традиційно у вигляді лінійної 
комбінації поліномів   
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Коефіцієнти  мають вигляд 

. В подальшому множник 

 при  для простоти запису 
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півосі планетарного еліпсоїда, а – екваторі-
альний радіус (як правило, А=В=а)). 

Коефіцієнти  при mnkb 2)( ≤++ knm  
знаходяться з системи рівнянь, яка отримується 
підстановкою формули (4) в стоксові сталі 

 і динамічний стиск Н 
(аналогічно, як при визначенні степеневих 
моментів  )  
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розв’язок якої наступний: 
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Для визначення значень +≤ mbmnk 3(  

 підставимо їх в стоксові сталі 3-го 
і 4-го порядків, формули для яких можна 
отримати з [5] 
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В результаті отримаємо ряд залежностей для 
коефіцієнтів  3-го порядку, які групуємо mnkb
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Одна величина визначається безпосередньо, 
а саме 11132210 bSC =δ . 

Аналогічно для 4-го порядку виписуємо 
рівняння, які також об’єднуємо  
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Кожна з систем рівнянь (9)–(16) 
недовизначена. Для їх доповнення використаємо 
представлення похідних рівностями (1), 
коефіцієнти розкладу яких визначаються через 
степеневі моменти густини ( )2≤++ sqpI pqs  
та інтегральні поверхневі характеристики  
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1 bbbbdddd ++−=++−  

1x                      
( ) ( )

( )022220202
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'
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8
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3
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2x                     ( ) 112130310110
'
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'
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'
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'
010 6662

2
3 bbbbdddd −−−=++−  

3x                      ( ) ( ) 121301103101
'
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'
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'
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'
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2
3 bbbbdddd −+−=++−    

2
1x                     ( 102120300

'
002

'
020

'
200 335

2
3

2
1

2
1

2
3 bbbddd ++=++ )                                        (21) 

2
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2
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'
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2
13

2
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21xx                    030012210
'
110 9392 bbbd ++=

 

31xx                   201003021
'
101 9932 bbbd ++=

 

32 xx                  111
'
011 2

1052 bd =  

3x                      ( ) ( )[ ] ( )[ ]022202220004040400
'
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'
102

'
300 31512140

8
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3
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'
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'
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2
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3
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'
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2
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3
2
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2
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2
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'
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'
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'
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4
3

8
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2
32 xx                  ( ) 121103301

'
021

'
030

'
201 1866939

2
1 bbbddd ++=++  

3
2
2 xx                  ( ) 112130310

'
210

'
030

'
012 1866939

2
1 bbbddd ++=++  

Система рівнянь (9)-(16), а також (21) дозволяє знайти коефіцієнти розкладу  через , а 
структура її дозволяє розділити  на частини, а саме: 

mnkb pqsd

( ) ( ) 001
222

30021201003 2
12710532 bCbbb C ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=+− βαγδ  

( ) 001
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30021001 2
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3
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3
020

3
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3
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2
2
1

3
2 bddddbbb +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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( ) 3
002

3
020

3
200201021003 35 dddbbb ++=++                                                                                   (22) 

3
002

3
020

3
200201021003 2333 dddbbb ++=++  

3
002

3
020

3
200021021003 3333 dddbbb ++=++  

 

( ) ( ) 100
222
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2
127105

3
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⎞

⎜
⎝
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( ) 100
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33120
300 27105
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C βαδ −−=−  

'
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'
020

'
200102120300 3335 dddbbb ++=++                                                                                   (23) 

'
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1
3
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( ) ( ) 010
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2
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=+− βαγ  
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'
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2
000010012210030 2

1
2
3 ddddbbbb +++−=++                                                      (24) 

2
002

2
020

2
200012210030 3335 dddbbb ++=++  

2
002

2
020

2
2000122100303 dddbbb ++=++  

2
002

2
020

2
200012210030 33 dddbbb ++=++  

 
Маємо три системи рівнянь, які доповнюємо умовами: 

001021201003

010012210030

100102120300

σσσσ
σσσσ
σσσσ

=++
=++
=++

                                                               (25) 

Аналогічно групуємо системи для коефіцієнтів 4-го порядку: 
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( )021201
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'
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⎜
⎝
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2
16610 ddddbbb )                                                                   (28) 
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Отримання останньої системи випливає з тотожності: 
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pqsmnkmnk WdW
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b
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В результаті одержимо: 
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2
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2
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362 ddddbbbb ++−=++−  

Системи рівнянь (24)–(27) знову замикаємо 
умовами, пам’ятаючи, що  визначається 

через 

i
pqsd

pqsσ  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++
=++
=++
=++
=++
=++

011013211031

101103121301

110112130310

002022004202

020022040220

200202220400

σσσσ
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σσσσ
σσσσ
σσσσ
σσσσ

              (29) 

Опишемо алгоритм знаходження коефі-
цієнтів  для кожної з частин: mnkb

1. Визначаємо коефіцієнти розкладу 
)2( ≤++ knmbmnk  за формулою (6). 

2. Введемо позначення: 
b – стовпець невідомих  розмірності , mnkb 1z
d – стовпець знайдених  розмірності , i

pasd 1l
C – стовпець стоксових сталих – , 1t
c* – стовпець обчислених стоксових сталих 
розмірності , 1t
A – матриця зв’язку розмірності ,  і 

, 
11 dt × mnkb

i
pqsd

F – матриця зв’язку розмірності  сток-

сових сталих ,  і  
11 dt ×

nkС nkS mnkb
mD  – матриця зв’язку між векторами d і  mσ

mσ  – стовпець величин  (при mσ 1−≤ km ) є 
відомими. 

Тоді ряд матричних рівнянь дає розв’язок 
задачі: 

Abd = ,  (при )       (30) dAb 1−= 0detA ≠

∑
−

=

+=
1

0

n

m

nnmm DDd σσ
 

∑
−

=

−− +=
1

0

11
n

m

nnmm DADAb σσ
    (31) 

FbcC =− *
, 

∑
−

=

−− +=−
1

0

11*
n

m

nnmm DFADFAcC σσ .  (32) 

Доповнюючи останнє матричне рівняння 
сукупністю рівностей виду (25), (29), одержимо 
систему 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−−=

−

−

=

−− ∑
2

1

0

1*1

nn

n

m

mmnn DFAcCDFA

σσ

σσ

,  (33) 
в якій кількість рівнянь ( ) така ж, як і 

кількість невідомих . 
11 lt +

nσ
Застосовуючи цей алгоритм до систем 

однотипних рівнянь, визначаємо послідовно 
вектор невідомих , а далі з рівності (31) і 
вектор , що дає можливість знаходити 
розподіл густини мас за формулою (4) в 
довільній точці еліпсоїдальної планети.  

nσ
b
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МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАСС ПЛАНЕТЫ  
С УЧЕТОМ СТОКСОВЫХ ПОСТОЯННЫХ ДО ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

М.М. Фис, Р.С. Фоца, А.Р. Согор, В.О. Волос 

Описан алгоритм построения модельных распределений плотности планеты с учетом стоксовых 
постоянных четвертого порядка. 

Ключевые слова: вычислительный алгоритм; модель распределения плотности; стоксовы 
постоянные. 

 

METHOD FOR PLANETS DENSITY DISTRIBUTION CONSTRUCTION  
WITH USING OF STOKE’S CONSTANTS TO FOURTH ORDER 

M.M. Fys, R.S. Fotsa, A.R. Sogor, V.O. Volos 

The algorithm for planets density distributions construction with using of Stoke’s constant of fourth order 
is presented. 

Key words: computational algorithm; density distributions model; Stoke’s constants. 
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