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e of Hilbert.ÂñòóïÀñèìïòîòè÷íi çàäà÷i äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèíèêàëè iðîçâ'ÿçóâàëèñÿ îäíî÷àñíî ç âèíèêíåííÿì òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâ-íÿíü, îñêiëüêè çàñíîâíèê öi¹¨ òåîði¨ É.I. �iõìàí ðîçãëÿäàâ çàäà÷i ïðî àñèìïòîòè÷íóïîâåäiíêó ÿê ïåðâèííi. Ñàìi ñòîõàñòè÷íi äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ áóäóâàëèñÿ É.I.�iõìàíîì äëÿ òîãî, ùîá ìîæíà áóëî íå òiëüêè ñòðîãî ñ�îðìóëþâàòè àñèìïòîòè÷íiçàäà÷i, àëå é ¨õ ðîçâ'ÿçóâàòè. Ìîæíà âèäiëèòè òàêi íàïðÿìêè äîñëiäæåííÿ àñèìïòî-òè÷íèõ âëàñòèâîñòåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè:1) äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïðè t!1;2) äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè, ùî çàëåæèòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðó " > 0 ïðè éîãî ïðÿ-ìóâàííi äî 0;3) äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè ïðè îäíî÷àñíîìó ïðÿìóâàííi " äî 0, à t äî +1.Ïðè ðîçãëÿäi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè äîñëiäíèêiâ öiêàâèòüñòàáiëiçàöiÿ öi¹¨ ñèñòåìè. Òåðìiíîì "ñòàáiëiçàöiÿ"ñèñòåìè ìîæíà õàðàêòåðèçóâàòèäåÿêó çàêîíîìiðíiñòü, ÿêà ïðèòàìàííà ïîâåäiíöi ñèñòåìè. Íàéáiëüø ãðóáèì õàðàê-òåðîì òàêî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ¹ îáìåæåíiñòü çà éìîâiðíiñòþ, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ åðãîäè÷íiñòüäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Öÿ âëàñòèâiñòü íàéáiëüø òî÷íî õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó ñèñòåìèíà ïðîìiæêó [0;+1). Ïðè âèâ÷åííi ïîâåäiíêè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà [0;+1) ïðè-ðîäíî âèíèêàþòü ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü öi¹¨ ñèñòåìè â îêîëi ñòàíóðiâíîâàãè ÷è ¨¨ íåñòiéêiñòü. Äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì ïðè ïåâíèõ ïðèïóùåííÿõ içñòiéêîñòi âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü. Îñîáëèâó çàöiêàâëåíiñòü ïðåäñòàâëÿþòüñîáîþ ëiíiéíi ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ �àçîâà íóëüîâà òî÷êà ¹ ¹äèíîþ òî÷êîþ ðiâíîâàãè.Òàêi ñèñòåìè àáî ñòiéêi, àáî íåñòiéêi, ïðè öüîìó ñèñòåìà àáî ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi,àáî îñöèëþ¹. Ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëü-íèõ ðiâíÿíü ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ íà áåçìåæíîâèìiðíèé âèïàäîê äàëåêîíå òðèâiàëüíå. Âèâ÷åííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ëiíiéíèõ ñèñòåì ïðèçâåëî äî ïîíÿòòÿ ñòîõà-ñòè÷íî¨ ïiâãðóïè, ÿêå ââiâ À.Â. Ñêîðîõîä. Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâëiíiéíèõ ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîâ'ÿçàíà çi ñòiéêiñòþ âæåíåâèïàäêîâèõ ïiâãðóï ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ãiëü-áåðòîâîìó ïðîñòîði. Äàíà ðîáîòà ïðîäîâæó¹ öi äîñëiäæåííÿ i ïðèñâÿ÷åíà àíàëiçó



34 Íiêiòií À.Â.ñòiéêîñòi ñèñòåì ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïóàññîíîâèìè çáóðåííÿìèó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó.1. Ïåðøèé ðîçäiëÍåõàé X � ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið íàä R iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (�; �)X i íîð-ìîþ k � kX ;. �îçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ fx(t) � x(t; !); t � t0g � Rn, çàäàíèéíà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (
; F; P ) ÿê ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñòîõàñòè÷íèõ äè-�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäódx(t) = Ax(t)dt + 1Xi=1 [Bix(t)dWi(t) + ZU Ci(u)x(t)~�i(dt; du)℄; t > t0; (1)x(t0) = x0; (2)äå fW1(t)g; fW2(t)g; ::: � ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè; ~�1(dt; du); ~�r(dt; du); ::: �öåíòðîâàíi ïóàññîíiâñüêi ìiðè; A;Bi; i = 1; 2; ::: � äiéñíi ìàòðèöi ðîçìiðó n � n;fCj(u)g; j = 1; 2; ::: � ìàòðèöi-�óíêöi¨ òàêi, ùî1Xj=1 ZU jCj(u)j2�j(du) < +1:Âèâ÷èìî ïèòàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (1), (2) íà íåñêií-÷åííîìó iíòåðâàëi ÷àñó.Òåîðåìà 1. (êðèòåðié àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó)Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê x(t) � 0 çàäà÷i (1), (2) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé ó ñåðåäíüî-ìó êâàäðàòè÷íîìó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:1) ìàòðèöÿ À ãóðâiöåâà;2) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê H � HT > 0n�n óçàãàëüíåíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ñiëüâå-ñòðà ATH +HA+ 1Xi=1 [BTi HBi + ZU CTi (u)HCi(u)�i(du)℄ = �G; (3)äå G � GT > 0n�n.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ñèñòåìà (1) ëiíiéíà i àâòîíîìíà, òî ïîòðiáíó �óíêöiþ Ëÿïóíîâàñëiä øóêàòè ñåðåä äîäàòíî âèçíà÷åíèõ êâàäðàòè÷íèõ �îðì âèãëÿäóv(x) = xTHx; (4)äå íåâiäîìó ìàòðèöþ H � HT > 0n�n âèçíà÷èìî äàëi.Ïåðåâiðèìî óìîâè, ÿêèìè ïîâèííà âîëîäiòè �óíêöiÿ Ëÿïóíîâà, ùîá ðîçâÿçîêñèñòåìè áóâ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó:�min(H)jxj2 � v(x) = xTHx � �max(H)jxj2;Îá÷èñëèìî îïåðàòîð Lv(x) íà ðîçâ'ÿçêàõ ñèñòåìè (1):¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ... 35Lv(x) = (rv(x); Ax) + 12sp 1Xi=1 r2v(x)Bix(Bix)T++ ZU v(x+ 1Xi=1 Ci(u)x)� v(x)� (rv(x); 1Xi=1 Ci(u)x(t))�i(du) == xTATHx+ xTHAx+ 1Xi=1 [xTBTi HBix + ZU xTCTi (u)HCi(u)x�i(du)℄ == xT [ATH +HA+ 1Xi=1 [BTi HBi + ZU CTi (u)HCi(u)�i(du)℄℄x:Îïåðàòîð Lv(x) áóäå âiä'¹ìíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿATH +HA+ 1Xi=1 [BTi HBi + ZU CTi (u)HCi(u)�i(du)℄áóäå âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ, ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, ìîæëèâî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿH � HT > 0n�n çíàõîäèòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê (3). Òåîðåìó äîâåäåíî. ��îçãëÿíåìî �óíêöiþ Ëÿïóíîâà ó âèãëÿäi êâàäðàòè÷íî¨ �îðìèv(x) = xTH0x; (5)äå H0 � HT0 > 0n�n � ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ËÿïóíîâàATH0 +H0A = �G; (6)äå G � GT > 0n�n. �iâíÿííÿ (6) âèíèêà¹ ç ðiâíÿííÿ (3) ïðè âiäñóòíîñòi âèïàäêîâèõçáóðåíü.Òåîðåìà 2. Äëÿ ãóðâiöåâî¨ ìàòðèöi A ðîçâ'ÿçîê x(t) � 0 çàäà÷i (1), (2) àñèìïòî-òè÷íî ñòiéêèé ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòüATH0 +H0A+ 1Xi=1 [BTi H0Bi + ZU CTi (u)H0Ci(u)�i(du)℄ < 0n�n;äå H0 � HT0 > 0n�n � ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà (6).Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 çäiéñíþ¹òüñÿ ïîâòîðåííÿì õîäó äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ñòî-ñîâíî �óíêöi¨ Ëÿïóíîâà (5).Òåîðåìà 3. �îçâ'ÿçîê x(t) � 0 çàäà÷i (1), (2) ç íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè Biòà Ci(u), i = 1; 2; ::: àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, ÿêùîìàòðèöÿ A ãóðâiöåâà i âèêîíó¹òüñÿ ìàòðè÷íà íåðiâíiñòü1Xi=1 [BTi (H00 � I)Bi + ZU CTi (u)(H00 � I)Ci(u)�i(du)℄ � 0n�n;¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009



36 Íiêiòií À.Â.äå H00 � HT00 > 0n�n � ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ËÿïóíîâàATH00 +H00A = � 1Xi=1 [BTi Bi + ZU CTi (u)Ci(u)�i(du)℄: (7)Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ó âèïàäêó íåâèðîäæåíîñòi ìàòðèöü Bi òà Ci(u), i = 1; 2; :::,âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi1Xi=1 BTi Bi > 0n�n; 1Xi=1 ZU CTi (u)Ci(u)�i(du) > 0n�n;òî �óíêöi¹þ Ëÿïóíîâà äëÿ çáóðåíî¨ çàäà÷i (1), (2) ìîæå áóòè êâàäðàòè÷íà �îðìà�àçîâèõ çìiííèõ v(x) = xTH00x; (8)äå H00 � HT00 > 0n�n � ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà (7).Îñêiëüêè âèìàãà¹òüñÿ âiä'¹ìíiñòü Lv(x) íà ðîçâ'ÿçêàõ çàäà÷i (1), (2), òî âèêî-íó¹òüñÿ íåðiâíiñòüATH00 +H00A+ 1Xi=1 [BTi H00Bi + ZU CTi (u)H00Ci(u)�i(du)℄ < 0n�n;çâiäêè, âðàõîâóþ÷è (7), îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3. �Òåîðåìà 4. Äëÿ ñòiéêî¨ ìàòðèöi A i íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü Biòà Ci(u), i = 1; 2; :::, äîñòàòíüîþ óìîâîþ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ó ñåðåä-íüîìó êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó x(t) � 0 çàäà÷i (1), (2) ¹ âèêîíàííÿ äëÿ ñëiäóìàòðèöi H00 íåðiâíîñòi trH00 < 1: (9)Äîâåäåííÿ. Çãiäíî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3, äîñòàòíüîþ óìîâîþ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòié-êîñòi ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó x(t) � 0 çàäà÷i (1), (2) ¹ âèêîíàííÿíåðiâíîñòi 1Xi=1 [BTi (H00 � I)Bi + ZU CTi (u)(H00 � I)Ci(u)�i(du)℄ � 0n�n;ÿêà ñïðàâåäëèâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ ¹ ìàòðèöÿ H00 � I.Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ ìàòðèöi H00 ïîâèííiáóòè ìåíøi çà îäèíèöþ, òîáòî �(H00) < 1. Äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùîá �(H00) < 1¹ íåðiâíiñòü (9) äëÿ ñëiäó ìàòðèöi H00 [3℄. Òåîðåìó 4 äîâåäåíî. �Çàêëþ÷åííÿÓ ðîáîòi îäåðæàíi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè: âñòàíîâëåíi íåîáõiäíi i äîñòàòíióìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêiâ ËÑÄ�Iòî-Ñêîðîõîäà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2009
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