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Математичне моделювання термомеханiчних процесiв

у пружних тiлах iз врахуванням локального змiщення

маси

Using the methods of continuum mechanics and non-equilibrium thermodynamics, a model for

coupled processes in thermoelastic isotropic solids is proposed taking into account the local di-

splacement of a mass which is caused, for example, by a body structure ordering. It is shown that

this approach results in expanding the state parameters space, non-local constitutive equations,

redefining the stress tensor, and occurrence of additional volume forces.

1. У класичних моделях термопружних систем [1, 2] здебiльшого не враховують локаль-
ного змiщення маси, яке може спричинюватися, наприклад, локальним упорядкуванням
структури тiла. Внаслiдок такого упорядкування, зазвичай, виникає додатковий потiк ма-
си. Такий потiк спостерiгається, зокрема, при русi зi змiнним прискоренням елементiв тiла,
молекули якого характеризуються несиметричною за масою структурою; при поляриза-
цiї тiла; виникненнi нової поверхнi тощо. Врахування локального змiщення маси для опису
приповерхневої неоднорiдностi на основi лагранжевого пiдходу проводилось у роботах [3, 4].

У данiй роботi за пiдходом Ейлера з використанням методiв термодинамiки нерiвноваж-
них процесiв та механiки суцiльного середовища сформульовано основнi спiввiдношення
термомеханiки пружних систем, в яких спостерiгається локальне змiщення маси.

2. Об’єкт дослiдження. Розглядаємо iзотропне термопружне тiло, яке займає область
(V ) евклiдового простору та обмежене гладкою поверхнею (Σ).

Тiло перебуває пiд впливом зовнiшньої силової та теплової дiй. У результатi цього в ньо-
му протiкають деформацiйнi та тепловi процеси, а також вiдбувається змiна локальної
структури тiла, яка призводить до виникнення додаткового потоку маси густини ~J∗. Як
звичайно, деформацiйнi процеси будемо характеризувати тензорами деформацiй ê та на-
пруження σ̂, а тепловi — ентропiєю S, абсолютною температурою T та потоком тепла ~Jq

(або потоком ентропiї ~Js, який пов’язаний iз потоком тепла спiввiдношенням ~Js = ~Jq/T ).
Усi поля, якi характеризують процеси, що протiкають у тiлi, повиннi задовольняти фун-

даментальнi закони фiзики — балансу маси, iмпульсу, ентропiї та енергiї.
3. Рiвняння балансу маси. Базовi спiввiдношення математичної моделi розглядувано-

го тiла будемо формулювати за пiдходом Ейлера. Тодi закон збереження маси у припущеннi,
що в довiльнiй областi тiла маса не виробляється, в iнтегральнiй формi має вигляд [1]

d

dt

∫

(V )

ρdV = −

∫

(Σ)

~J · ~ndΣ. (1)

Тут ~J — вектор густини потоку маси; ρ — густина маси; ~n — зовнiшня нормаль до поверхнi
(Σ), що обмежує область (V ); крапкою позначено скалярний добуток.
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Приймемо, що вектор ~J визначається сумою конвективної складової ρ~v∗ (де ~v∗ — середня
швидкiсть частинок тiла) та складовою ~J∗, тобто

~J = ρ~v∗ + ~J∗. (2)

Якщо, згiдно з формулою

~Πm(~r, t) =

t∫

0

~J∗(~r, t
′) dt′, (3)

ввести вектор змiщення маси ~Πm, то для потоку ~J∗ одержимо

~J∗ =
∂~Πm

∂t
. (4)

Такий потiк маси вперше введено у роботi [5], а в [3, 4] застосовано для аналiзу припо-
верхневих явищ. Вiдзначимо також, що подiбним чином описується вектор електричного
змiщення [6].

Враховуючи спiввiдношення (2) та (4), рiвняння (1) балансу маси можемо записати так:

∫

(V )

∂ρ

∂t
dV = −

∫

(Σ)

(
ρ~v∗ +

∂~Πm

∂t

)
· ~ndΣ. (5)

За використання теореми Остроградського–Гаусса рiвняння (5) у локальнiй формi на-
буде вигляду

∂ρ

∂t
= −~∇ ·

(
ρ~v∗ +

∂~Πm

∂t

)
, (6)

де ~∇ — оператор Гамiльтона. Якщо для формулювання закону збереження маси викорис-
тати уявлення про континуум центрiв мас, то

∂ρ

∂t
= −~∇ · (ρ~v), (7)

де ~v — вектор швидкостi центра маси частинок тiла, для якого маємо таке спiввiдношення:

~v =
1

ρ

(
ρ~v∗ +

∂~Πm

∂t

)
. (8)

Враховуючи, що

~Jm = ρ(~v∗ − ~v), (9)

рiвняння балансу маси можна записати ще так:

∂ρ

∂t
= −~∇ ·

(
ρ~v + ~Jm +

∂~Πm

∂t

)
. (10)
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4. Рiвняння балансу ентропiї. Швидкiсть змiни ентропiї елемента тiла визначається
притоком ентропiї ззовнi, виникненням ентропiї за одиницю часу та тепловими джерелами,
тобто

d

dt

∫

(V )

SdV = −

∫

(Σ)

S~v · ~ndΣ +

∫

(V )

σsdV +

∫

(V )

ρ
R

T
dV, (11)

де σs — виробництво ентропiї; R — питома потужнiсть теплових джерел.
Рiвняння (11) у локальнiй формi буде таким:

T
∂S

∂t
= −T ~∇ · ~Js + Tσs + ρR. (12)

Якщо ввести у розгляд питому ентропiю s = S/ρ i врахувати спiввiдношення ~Js = ~Jq/T ,
яке пов’язує вектори потокiв тепла та ентропiї, то з формули (12) одержимо

ρT
ds

dt
= −~∇ · ~Jq +

1

T
~Jq ·

~∇T + Tσs + ρR. (13)

Тут d · · · /dt = ∂ · · ·/∂t + ~v · ~∇ · · · — оператор субстанцiональної похiдної за часом.
5. Рiвняння балансу енергiї. Згiдно з законом збереження енергiї, повна енергiя сис-

теми повинна зберiгатися. Приймаємо, що повна енергiя у довiльний момент часу є сумою
внутрiшньої та кiнетичної енергiй i змiна її вiдбувається внаслiдок наявностi конвективної
складової потоку внутрiшньої та кiнетичної енергiй через поверхню тiла, роботи внутрiшнiх
поверхневих сил, потоку тепла, роботи, затраченої на масоперенесення i на упорядкування
структури тiла, дiї масових сил ~F та розподiлених теплових джерел R

d

dt

∫

(V )

ρ

(
u +

1

2
~v2

)
dV = −

∫

(Σ)

[
ρ

(
u +

1

2
~v2

)
~v + ~Jq + µ ~Jm + µπ

∂~Πm

∂t
− σ̂ · ~v

]
· ~ndΣ +

+

∫

(V )

(ρ~F · ~v + ρR)dV, (14)

де u — питома внутрiшня енергiя; σ̂ — тензор напружень Кошi; µ — хiмiчний потенцiал;
µπ — потенцiал, пов’язаний з потоком ∂~Πm/∂t.

Враховуючи рiвняння балансу маси (7) та ентропiї (13), з рiвняння балансу енергiї (14)
у локальнiй формi отримаємо

ρ
du

dt
= ρT

ds

dt
+ σ̂ :

dê

dt
− ~∇µ′

π ·
∂~Πm

∂t
− µ′

π

∂~∇ · ~Πm

∂t
−

1

T
~Jq ·

~∇T − Tσs −

− ~v ·

(
ρ
d~v

dt
− ~∇ · σ̂ − ρ~F

)
. (15)

Тут µ′

π = µπ − µ; ê — тензор деформацiї Альманзi, який у лiнiйному наближеннi визначає-
ться через вектор перемiщення ~u спiввiдношенням Кошi [7]

ê =
~∇⊗ ~u + ~u ⊗ ~∇

2
;

“⊗” — дiадний добуток.
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Якщо ввести питомi величини ~πm = ~Πm/ρ, ρπ = Pπ/ρ, де Pπ = ~∇ · ~Πm, i врахувати
рiвняння балансу маси (7), то прийдемо до такого рiвняння балансу внутрiшньої енергiї:

ρ
du

dt
= ρT

ds

dt
+ σ̂∗ :

dê

dt
− ρµ′

π

dρπ

dt
− ρ~∇µ′

π ·
d~πm

dt
− Tσs −

1

T
~Jq ·

~∇T −

− ~v ·

(
ρ
d~v

dt
− ~∇ · σ̂∗ − ρ~F∗

)
, (16)

де

σ̂∗ = σ̂ + ~∇ · (ρ~πmµ′

π)Î , ρ ~F∗ = ρ~F − ~∇ · (ρ~πm ⊗ ~∇µ′

π), (17)

Î — одиничний тензор. За умови iнварiантностi рiвняння балансу енергiї щодо просторових
трансляцiй з рiвняння (16) отримуємо рiвняння руху

ρ
d~v

dt
= ~∇ · σ̂∗ + ρ~F∗, (18)

вираз для виробництва ентропiї

σs = −
1

T 2
~Jq ·

~∇T (19)

та узагальнене рiвняння Гiббса

du = Tds +
1

ρ
σ̂∗ : dê − µ′

πdρπ − ~∇µ′

π · d~πm. (20)

У такому разi можна прийняти, що внутрiшня енергiя є функцiєю незалежних параметрiв
s, ê, ρπ, ~πm. Отже, врахування потоку маси, спричиненого упорядкуванням структури тi-
ла, призводить до розширення, порiвняно з класичною теорiєю термопружностi, простору
параметрiв стану (новими параметрами є ρπ та ~πm), а також до виникнення додаткового
тиску p = −~∇ · (ρ~πmµ′

π) i масової сили ~Fm = −~∇ · (ρ~πm
~∇µ′

π).
6. Визначальнi спiввiдношення. Перейдемо в рiвняннi (20) до узагальненої питомої

вiльної енергiї Гельмгольца f

f = u − Ts + ~πm · ~∇µ′

π. (21)

Тодi отримаємо

df = −sdT +
1

ρ
σ̂∗ : dê − µ′

πdρπ + ~πm · d~∇µ′

π. (22)

Приймаючи вiльну енергiю f функцiєю незалежних параметрiв ê, T , ρπ, ~∇µ′

π, тобто f =
= f(ê, T, ρπ, ~∇µ′

π), приходимо до таких рiвнянь стану:

s = −
∂f

∂T

∣∣∣∣
ê,ρπ,~∇µ′

π

, σ̂∗ = ρ
∂f

∂ê

∣∣∣∣
T,ρπ,~∇µ′

π

,

µ′

π = −
∂f

∂ρπ

∣∣∣∣
ê,T,~∇µ′

π

, ~πm =
∂f

∂~∇µ′
π

∣∣∣∣
ê,T,ρπ

.

(23)
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Зауважимо, що якщо вигляд функцiї f є вiдомий, то рiвняння стану (23) можна записати
в явному виглядi.

Вираз для виробництва ентропiї (19) використаємо для встановлення зв’язку мiж пара-
метрами процесу, тобто мiж термодинамiчними потоками i силами. Якщо прийняти лiнiйне
наближення, то прийдемо до вiдомого закону Фур’є [1, 2]

~Jq = −λ~∇T. (24)

Тут λ — кiнетичний коефiцiєнт (коефiцiєнт теплопровiдностi), який у загальному випадку
є функцiєю параметрiв стану.

Таким чином, рiвняння балансу маси (7) та ентропiї (13), рiвняння руху (18), визначаль-
нi спiввiдношення (23) i (24), за означеностi вiльної енергiї як функцiї параметрiв ê, T , ρπ,
~πm, разом iз спiввiдношенням Кошi складають повну систему рiвнянь для визначення вза-
ємозв’язаних полiв у пружно-деформiвних тiлах за урахування локального змiщення маси.
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