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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ãëîáàëüíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ äâ³÷³ íåïåðåðâíî-äè-
ôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é â³ä äåê³ëüêîõ çì³ííèõ íà çàäàíîìó ³íòåðâàë³. Ìåòîä
´ðóíòóºòüñÿ íà ðîçâ’ÿçàíí³ ñèñòåìè íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü, óòâîðåíî¿ ÷àñòêîâè-
ìè ïîõ³äíèìè ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿, çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà Êðàâ÷èêà. Çàñòîñó-
âàííÿ ìåòîäó ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ÷èñåëüíèõ ïðèêëàäàõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãëîáàëüíà ì³í³ì³çàö³ÿ, îïåðàòîð Êðàâ÷èêà, ïîøóê êîðåí³â,
ãåññ³àí.

ÂÑÒÓÏ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ãëîáàëüíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿ äåê³ëüêîõ çì³ííèõ

min ( , ..., )f x xn1 ,

a x b a x bn n n1 1 1� � � �, ...,

òà ïðèïóñòèìî, ùî f x x C Dn( ) ( )( )
1

2� � �� (ïîçíà÷åííÿ C Dl( ) ( ) âèêîðèñòî-

âóºòüñÿ äëÿ ïðîñòîðó l ðàç³â íåïåðåðâíî-äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é íà ³íòåð-

âàë³ D a b a bn n� � �[ ; ] [ ; ]1 1 � ).

Íàéá³ëüø øèðîêî âèêîðèñòîâóâàí³ íà ïðàêòèö³ ìåòîäè ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³é

´ðóíòóþòüñÿ íà êëàñè÷íîìó ìåòîä³ Íüþòîíà. Òàê, íàïðèêëàä, âåëèêó ïîïó-

ëÿðí³ñòü çäîáóëè êâàç³íüþòîí³âñüê³ ìåòîäè, îñê³ëüêè âîíè íå ïîòðåáóþòü îá÷èñ-

ëåííÿ äðóãèõ ïîõ³äíèõ [1]. Ïðîòå ö³ ìåòîäè íå ìîæóòü ãàðàíòóâàòè çíàõîäæåííÿ

ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó. ²íøîþ êàòåãîð³ºþ º òàê çâàí³ ìåòîäè ïðÿìîãî ïîøó-

êó (direct search), òàê³ ÿê ìåòîä Íåëäåðà–Ì³äà [2], ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü âèêëþ÷íî

çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿. Òàêîæ â³äîì³ ìåòîäè ñòîõàñòè÷íî¿ ì³í³ì³çàö³¿, äî

ÿêèõ íàëåæàòü ìåòîäè ³ì³òàö³¿ â³äïàëó (simulated annealing), ãåíåòè÷í³ àëãîðèòìè,

ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî òà ³í. [3].

Çíà÷íèì ïîøòîâõîì äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ãëîáàëüíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ ñòàâ ðîçâèòîê

ïðîãðàìíèõ ³ àïàðàòíèõ çàñîá³â îá÷èñëþâàëüíî¿ òåõí³êè ó 60-õ ðîêàõ ìèíóëîãî

ñòîë³òòÿ. Òîä³ ç’ÿâèëèñü àëãîðèòìè òà ïðîãðàìí³ ïàêåòè, çäàòí³ ïðàöþâàòè ç ³ñòîòíè-

ìè íåë³í³éíîñòÿìè òà â³äíîñíî âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ çì³ííèõ. Ç-ïîì³æ îñíîâíèõ ñó÷àñ-

íèõ ï³äõîä³â ñë³ä â³äçíà÷èòè ìåòîäè, ùî ´ðóíòóþòüñÿ íà ³íòåðâàëüí³é àðèôìåòèö³,

ÿêà âïåðøå áóëà âïðîâàäæåíà â ñó÷àñíîìó âèãëÿä³ â ðîáîò³ Ìóðà â 1962 ð. [4]. Ïðî-

òå, ÿê çàçíà÷åíî â ðîáîò³ [5], áåçïîñåðåäíº çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â ³íòåðâàëüíî¿ àðèô-

ìåòèêè íå ïðèçâîäèòü ãàðàíòîâàíî äî áàæàíèõ ðåçóëüòàò³â ³ ïîòðåáóº ðåòåëüíîãî

àíàë³çó ìîæëèâîñò³ ¿¿ âèêîðèñòàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ò³º¿ ÷è ³íøî¿ çàäà÷³.

Âàæëèâèì êðîêîì ó ðîçâèòêó ìåòîä³â ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³é, ùî ´ðóíòóþòüñÿ

íà ³íòåðâàëüí³é àðèôìåòèö³, ñòàëî âïðîâàäæåííÿ îïåðàòîðà Êðàâ÷èêà [6]. Ó ðî-

áîò³ [7] ïîêàçàíî, ùî çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðà Êðàâ÷èêà äàº çìîãó âèÿâèòè íà-

ÿâí³ñòü êîðåí³â ñèñòåìè ð³âíÿíü íà á³ëüø øèðîêîìó ³íòåðâàë³ ïîð³âíÿíî ç òåîðå-

ìîþ Êàíòîðîâè÷à. Êð³ì òîãî, îïåðàòîð Êðàâ÷èêà ìàº á³ëüøó îá÷èñëþâàëüíó

çðó÷í³ñòü, îñê³ëüêè íå ïîòðåáóº îá÷èñëåííÿ òàêèõ ïàðàìåòð³â, ÿê êîíñòàíòà

Ë³ïøèöÿ äëÿ ìàòðèö³ ßêîá³.

Çàçíà÷èìî, ùî ìåòîäè ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³é ò³ñíî ïîâ’ÿçàí³ ç ìåòîäàìè çíà-

õîäæåííÿ êîðåí³â ñèñòåì íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü. Äàí³ çàäà÷³ íå º ïîâí³ñòþ åêâ³âà-

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 6 195

© Â.Þ. Ñåìåíîâ, ª.Â. Ñåìåíîâà, 2019



ëåíòíèìè, ïðîòå êîíöåïòóàëüí³ ï³äõîäè äî ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ º ñõîæèìè ³ ðîç-

ðîáëåííÿ ìåòîä³â äëÿ îäíîãî êëàñó äàº çìîãó çíàéòè â³äïîâ³äíå ð³øåííÿ äëÿ

³íøîãî. Ó ö³é ñòàòò³ íàâåäåíî ìåòîä ãëîáàëüíî¿ ì³í³ì³çàö³¿, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà

ðîçâ’ÿçàíí³ ñèñòåìè íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü, óòâîðåíî¿ ÷àñòêîâèìè ïîõ³äíèìè

ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿:
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(1)

íà ³íòåðâàë³ D a b a bn n� � �[ ; ] [ ; ]1 1 � .

Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïàðàëåëüíî çä³éñíþº ïîøóê ëîêàëüíèõ ì³í³ìóì³â òà

â³äêèäàííÿ îáëàñòåé, ÿê³ íå ìîæóòü ì³ñòèòè ãëîáàëüíèé ì³í³ìóì. Äëÿ ïîøóêó

ëîêàëüíèõ ì³í³ìóì³â âèêîðèñòàíî îïåðàòîð Êðàâ÷èêà [6], åôåêòèâí³ñòü

çàñòîñóâàííÿ ÿêîãî äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü áóëî ïðîäåìîí-

ñòðîâàíî, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [7, 8, 9]. Ó ñòàòò³ íàâåäåíî ðåçóëüò³âíèé àëãîðèòì

ïîøóêó òî÷îê ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó. Ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó

ïðîäåìîíñòðîâàíî íà äåê³ëüêîõ ïðèêëàäàõ.

ÄÎÏÎÌ²ÆÍ² ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß

Çã³äíî ç [3] áóäåìî íàçèâàòè âåêòîð �x ëîêàëüíèì ì³í³ìóìîì, ÿêùî

f x f x( � ) ( )� äëÿ óñ³õ x ç äåÿêîãî îêîëó âåêòîðà �x òà ãëîáàëüíèì ì³í³ìóìîì,

ÿêùî f x f x( � ) ( )� äëÿ óñ³õ x D� . Ëîêàëüíèé ì³í³ìóì º âíóòð³øí³ì, ÿêùî â³í

íå íàëåæèòü ãðàíèö³ ³íòåðâàëó D.

ßê â³äîìî, âíóòð³øí³ ëîêàëüí³ ì³í³ìóìè º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè (1), ùî ìà-

þòü ïîçèòèâíî âèçíà÷åíèé ãåññ³àí
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. (2)

Çã³äíî ç êðèòåð³ºì Ñ³ëüâåñòðà ãîëîâí³ ì³íîðè � � �1 2, , ..., n ìàòðèö³ (2) ìàþòü

áóòè íåâ³ä’ºìíèìè.

Äàë³ íàâåäåìî òâåðäæåííÿ ùîäî ïîâåä³íêè ôóíêö³¿ f òà ¿¿ ïîõ³äíèõ íà

n-âèì³ðíîìó ³íòåðâàë³ D c d c d c dn n0 1 1 2 2� � � �[ , ] [ , ] [ , ]� , D D0 � , ç öåíòðîì

x c d c d c dn n
( ) [ . ( ), . ( ), ..., . ( )]0

1 1 2 20 5 0 5 0 5� � � � .

Ïîäàëüø³ òâåðäæåííÿ çàñíîâàí³ íà âëàñòèâîñòÿõ îïåðàòîðà Êðàâ÷èêà [6],
ÿêèé äëÿ ³íòåðâàëó D0 âèçíà÷àºòüñÿ ÿê

K D x CF x I CF x D D x( ) ( ) ( ( , ))( )( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0
0 0

0� � � � � ,

äå F x( ) — âåêòîð-ôóíêö³ÿ ë³âî¿ ÷àñòèíè ñèñòåìè (1), F x D( , )( )0
0 — ³íòåð-

âàëüíèé ïðèð³ñò (slope) [7] ôóíêö³¿ F íà n-âèì³ðíîìó ³íòåðâàë³ D0 â³äíîñíî

òî÷êè x ( )0 . ²íòåðâàëüíèé ïðèð³ñò âèçíà÷àºòüñÿ ó òàêèé ñïîñ³á. Ñïî÷àòêó âèç-

íà÷èìî ôóíêö³þ ïðèð³ñòó F x x( , )( )0 ÿê

F x F x F x x x x( ) ( ) ( , ) ( )( ) ( ) ( )� � �0 0 0 .

Òîä³ F x D( , )( )0
0 º ³íòåðâàëüíèì ðîçøèðåííÿì [7, 8] ôóíêö³¿ F x x( , )( )0 íà

³íòåðâàë³ D0 . Öå îçíà÷àº, ÷òî êîæíèé åëåìåíò ìàòðèö³ F x D( , )( )0
0 ÿâëÿº ñî-
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áîþ îäíîâèì³ðíèé ³íòåðâàë, ùî ì³ñòèòü ä³àïàçîí çíà÷åíü â³äïîâ³äíîãî åëåìåí-

òà ìàòðèö³ F x x( , )( )0 . Ó òîìó ðàç³, ÿêùî ³íòåðâàëüíèé ïðèð³ñò âàæêî îá÷èñëè-

òè, éîãî ìîæíà çàì³íèòè ³íòåðâàëüíèì ðîçøèðåííÿì äëÿ ìàòðèö³ Ãåññå (2).

Ìàòðèöþ C çàçâè÷àé îáèðàþòü ó âèãëÿä³ C F x� � �[ ( )]( )0 1.

Òåîðåìà 1 [6]. Íåõàé äëÿ ³íòåðâàëó D0 âèêîíóºòüñÿ óìîâà

K D D( )0 0� . (3)

Òîä³ ñèñòåìà (2) ìàº íà ³íòåðâàë³ D0 ºäèíèé ðîçâÿçîê.

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ òîãî, ùîá ºäèíèé ðîçâÿçîê áóâ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî

ì³í³ìóìó íåîáõ³äíî, ùîá ãîëîâí³ ì³íîðè � � �1 2, , ..., n ìàòðèö³ ��F áóëè

íåâ³ä’ºìíèìè íà ³íòåðâàë³ D0 . Öÿ ïåðåâ³ðêà äëÿ ³íòåðâàëó D0 ìîæå áóòè âèêî-

íàíà çà ïðàâèëàìè ³íòåðâàëüíî¿ àðèôìåòèêè.

Ïîïåðåäí³ òâåðäæåííÿ ñòîñóâàëèñÿ, ïî ñóò³, ïîøóêó êîðåí³â ñèñòåìè (1).

Ïðîòå àëãîðèòì ïîøóêó ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó ìîæíà çíà÷íî ïðèñêîðèòè çà ðà-

õóíîê â³äêèäàííÿ ³íòåðâàë³â, ùî íå ìîæóòü ì³ñòèòè òî÷êè ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó.

Òåîðåìà 2 [6]. Íåõàé äëÿ ³íòåðâàëó D0 âèêîíóºòüñÿ óìîâà

K D D( )0 0� ��, (4)

òîä³ ñèñòåìà (1) íå ìàº êîðåí³â íà ³íòåðâàë³ D0 , ³ ÿê íàñë³äîê, ³íòåðâàë D0

íå ìîæå ì³ñòèòè âíóòð³øí³õ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóì³â.

Çàóâàæåííÿ 2. Äîêëàäí³ ïðèêëàäè îá÷èñëåííÿ îïåðàòîðà Êðàâ÷èêà ìîæíà

çíàéòè â ðîáîòàõ [8, 9].

Íàñòóïí³ òâåðäæåííÿ ´ðóíòóþòüñÿ íà ðîçêëàä³ ôóíêö³¿ f ó ðÿä Òåéëîðà òà

âèò³êàþòü ç ëåìè 1, íàâåäåíî¿ â [10]. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ òî÷îê ³íòåðâàëó

x x x Dn� �( , ..., )1 âèêîíóþòüñÿ òàê³ îáìåæåííÿ:

�
�
�

�
� �

�
�� �
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x
M i n

i
i , , ..., ,1 (5)

�
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�

�
�

�

�
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2

1
f

x x
M i k n

i k
ik , , , ..., . (6)

Òåîðåìà 3. Íåõàé f x x C Dn( , ..., ) ( )( )
1

1
0� òà âèêîíóþòüñÿ îáìåæåííÿ (5).

Òîä³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ f íà ³íòåðâàë³ D0 ëåæàòü ó òàêèõ ìåæàõ:

f x M d c f x f x M di i

i

n

i i i

i

n

( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( )0

1

0

1

1

2

1

2
� � � � �

� �
� � � ci ) . (7)

Öÿ òåîðåìà äàº çìîãó îö³íèòè âåðõíþ òà íèæíþ ãðàíèö³ ôóíêö³¿ f íà ³íòåð-

âàë³ D0 .

Òåîðåìà 4. Íåõàé f x x C Dn( , ..., ) ( )( )
1

2
0� òà âèêîíóþòüñÿ îáìåæåííÿ (6).

Òîä³ � �x D0 òà áóäü-ÿêîãî 1� �i n âèêîíóþòüñÿ îáìåæåííÿ

� � � � � �f x x M d c f x x f x xi ki i

k

n

i i i/ ( ) ( ) / ( ) / (( ) (0

1

1

2
� � � �

�
� 0

1

1

2

) ) ( )� �
�
�M d cki i

i

n

i .

Êð³ì òîãî, ÿêùî ³ñíóº íîìåð i òàêèé, ùî

� �f x x M d ci ki i

k

n

i/ ( ) ( )( )0

1

1

2
� �

�
� , (8)

òî ïîõ³äíà � �f xi/ íå îáíóëÿºòüñÿ íà ³íòåðâàë³ D0 ³, ÿê íàñë³äîê, ôóíêö³ÿ f

íå ìîæå ì³ñòèòè íà D0 òî÷êó âíóòð³øíüîãî ëîêàëüíîãî ì³í³ìóìó.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÃËÎÁÀËÜÍÎ¯ Ì²Í²Ì²ÇÀÖ²¯

ßê â³äîìî, ãëîáàëüíèé ì³í³ìóì ôóíêö³¿ äîñÿãàºòüñÿ íà ãðàíèö³ îáëàñò³ éîãî

ïîøóêó àáî ó òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ì³í³ìóìó âñåðåäèí³ îáëàñò³ ïîøóêó

ì³í³ìóìó. Òîìó ñòðóêòóðà çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí:

à) ïîøóê ãëîáàëüíèõ ì³í³ìóì³â íà ãðàíèö³ ³íòåðâàëó D; á) ïîøóê ãëîáàëüíèõ

ì³í³ìóì³â âñåðåäèí³ ³íòåðâàëó D. Ïåðøà ÷àñòèíà çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ çà-

äà÷³ ì³í³ì³çàö³¿ ìåíøî¿ ðîçì³ðíîñò³, îòæå ìîæå áóòè ðîçâ’ÿçàíà ðåêóðñèâíèì

øëÿõîì (â îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó öå îçíà÷àº ïîð³âíÿííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿

ó ãðàíè÷íèõ òî÷êàõ ³íòåðâàëó). ßê ðåçóëüòàò ïåðøî¿ ÷àñòèíè îòðèìóºìî òî÷êó

ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó ôóíêö³¿ f íà ãðàíèö³ ³íòåðâàëó D, à òàêîæ â³äïîâ³äíå

ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ f min (ÿêå áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü ÿê ïî÷àòêîâå íàáëè-

æåííÿ äëÿ äðóãî¿ ÷àñòèíè ïîøóêó ì³í³ìóìó).

Äàë³ ðîçãëÿíåìî ñòðóêòóðó àëãîðèòìó ãëîáàëüíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿ f íà

³íòåðâàë³ D.

Ïðèçíà÷åííÿ àëãîðèòìó: çíàõîäæåííÿ ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó (àáî

ì³í³ìóì³â) ôóíêö³¿ f íà ³íòåðâàë³ D a b a bn n� � �[ ; ] [ ; ]1 1 � .

Âõ³äí³ äàí³: ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêö³¿ f , ¿¿ ÷àñòêîâèõ ïîõ³äíèõ

� � �f x k nk/ , , ...,1 , òà ³íòåðâàëüíîãî ðîçøèðåííÿ ìàòðèö³ Ãåññå (2); êîíñòàíòè

â îáìåæåííÿõ (5), (6); � — ì³í³ìàëüíî äîïóñòèìèé ðîçì³ð àíàë³çîâóâàíîãî ³íòåð-

âàëó (ïàðàìåòð � äàº çìîãó óíèêíóòè ðîçá³æíîñòåé àëãîðèòìó (áåçê³íå÷íî¿ ðå-

êóðñ³¿) ó âèïàäêó ïîõèáîê çàîêðóãëåííÿ).

Âèõ³äí³ äàí³: f min — îö³íêà ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ f íà ³íòåðâàë³

D ³ x k Kk( ) , , ...,�1 , — â³äïîâ³äí³ òî÷êè ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó; ìíîæèíà

ï³ä³íòåðâàë³â R ç ðîçì³ðîì (ä³àãîíàëëþ), ìåíøèì çà � (äëÿ ÿêèõ ñèòóàö³ÿ º íåâèç-

íà÷åíîþ).

Àëãîðèòì: àëãîðèòì ì³í³ì³çàö³¿ ñêëàäàºòüñÿ ç íàâåäåíèõ íèæ÷å êðîê³â, ÿê³

âèêîíóþòüñÿ äëÿ ïîòî÷íîãî ³íòåðâàëó D0 . Íà ïî÷àòêó àëãîðèòìó çä³éñíþºòüñÿ

³í³ö³àë³çàö³ÿ D D0 � .

1. ßêùî ðîçì³ð ³íòåðâàëó D0 íå ïåðåâèùóº �, D0 äîäàºòüñÿ äî ìíîæèíè íå-

âèçíà÷åíèõ ³íòåðâàë³â R.

2. Îö³íþºòüñÿ ä³àïàçîí çíà÷åíü [ , ]min maxM M ôóíêö³¿ f íà ³íòåðâàë³ D0 çà

äîïîìîãîþ íåð³âíîñòåé (7). ßêùî M fmax min� , òîä³ âèêîíóºòüñÿ ïðèñâîºííÿ

f Mmin max:� . ßêùî M fmin min� , òî ³íòåðâàë D0 âèëó÷àºòüñÿ ç ðîçãëÿäó. ßêùî

æîäíà ç öèõ äâîõ óìîâ íå âèêîíóºòüñÿ, ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó.

3. Âèêîíóºòüñÿ ïåðåâ³ðêà óìîâ (8) äëÿ i n�1 2, , ..., . ßêùî õî÷à á îäíà ç ÷àñò-

êîâèõ ïîõ³äíèõ íå îáíóëÿºòüñÿ, ³íòåðâàë D0 âèëó÷àºòüñÿ ç ðîçãëÿäó. Â ³íøèõ âè-

ïàäêàõ ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó.

4. Âèêîíóºòüñÿ ïåðåâ³ðêà óìîâè (3). ßêùî óìîâó âèêîíàíî, òî ïðèéìàºòüñÿ

ð³øåííÿ ïðî íàÿâí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (1) íà ³íòåðâàë³ D0 . Çíà÷åííÿ ãëîáàëü-

íîãî ì³í³ìóìó óòî÷íþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Íüþòîíà àáî ³òåðàòèâíîãî âè-

êîðèñòàííÿ îïåðàòîðà Êðàâ÷èêà. ßêùî îá÷èñëåíà òî÷êà º ä³éñíî òî÷êîþ ëîêàëü-

íîãî ì³í³ìóìó òà â³äïîâ³äíå ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ M min º ìåíøèì çà f min , òîä³

âèêîíóºòüñÿ ïðèñâîºííÿ f Mmin min:� òà ³íòåðâàë D0 âèëó÷àºòüñÿ ç ðîçãëÿäó.

Â ³íøîìó âèïàäêó ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó.

5. Âèêîíóºòüñÿ ïåðåâ³ðêà óìîâè (4). ßêùî óìîâó âèêîíàíî, òî ³íòåðâàë D0 âè-

ëó÷àºòüñÿ ç ðîçãëÿäó. Â ³íøîìó âèïàäêó ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó.

6. ßêùî æîäíà ³ç çàçíà÷åíèõ óìîâ íå âèêîíóºòüñÿ, ³íòåðâàë D0 ðîçä³ëÿºòüñÿ

íà ð³âí³ ÷àñòèíè, äëÿ êîæíî¿ ç ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ êðîêè 1–5.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïðèñêîðåííÿ ðîáîòè àëãîðèòìó äîö³ëüíèì º âèêîðèñòàí-

íÿ âëàñíèõ îáìåæåíü (5), (6) äëÿ êîæíîãî ³íòåðâàëó D0 . Êð³ì òîãî, ïåðåâ³ðêè, ùî
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ì³ñòÿòüñÿ â òåîðåìàõ 3, 4, ìîæóòü áóòè ïîêðàùåí³ çà ðàõóíîê âèêîðèñòàííÿ

ïîõ³äíèõ âèùèõ ïîðÿäê³â.

Çàóâàæåííÿ 3. Ó áàãàòüîõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ ðîáîòà àëãîðèòìó ìîæå áóòè

çíà÷íî ïðèñêîðåíà. Íàïðèêëàä, ÿêùî ôóíêö³ÿ f x xn( )1� �� º ñèìåòðè÷íîþ â³äíîñíî

çì³ííèõ ( )x xn1� �� , òî ³íòåðâàëè D0 , ùî çàçäàëåã³äü íå ìîæóòü ì³ñòèòè òî÷îê ç

ð³âíèìè êîîðäèíàòàìè, ìîæíà îäðàçó â³äêèíóòè. Òå ñàìå ñòîñóºòüñÿ âèïàäêó, êîëè

³ç çì³ñòó çàäà÷³ âèïëèâàº, ùî êîîðäèíàòè ( )x xn1� �� ìàþòü áóòè ìîíîòîííèìè.

Çàóâàæåííÿ 4. Çàçâè÷àé ìåòîäè branch-and-bound, ïîä³áíèì äî ÿêèõ º çàïðîïî-

íîâàíèé ìåòîä, ìàþòü åêñïîíåíö³éíó ñêëàäí³ñòü, ùî ïðèçâîäèòü äî çíà÷íîãî çðîñ-

òàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ çàòðàò ïðè çá³ëüøåíí³ n. Òàêèé åôåêò â³äîìèé ÿê «ïðîêëÿòòÿ

ðîçì³ðíîñò³» (curse of dimensionality). Çàçíà÷èìî, îäíàê, ùî äëÿ äåÿêèõ êëàñ³â çàäà÷

öåé åôåêò ìîæå áóòè í³âåëüîâàíèé çàâäÿêè ãðàìîòíîìó îá÷èñëåííþ ä³àïàçîí³â

çì³íè (³íòåðâàëüíèõ ðîçøèðåíü) ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíèõ (ïðèêëàä òàêîãî

ð³çêîãî çíèæåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ çàòðàò äëÿ âèñîêèõ çíà÷åíü n íàâåäåíî, íàïðèê-

ëàä, ó ðîáîò³ [8]). Äî òîãî æ åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó

çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü â³ä ñïîñîáó ðîçáèòòÿ ïîòî÷íîãî ³íòåðâàëó. Ó çâ’ÿçêó ç öèì

îäíèì ³ç íàïðÿìê³â ïîäàëüøîãî âäîñêîíàëåííÿ ìåòîäó º çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â âåê-

òîðíîãî êâàíòóâàííÿ [11] äëÿ àäàïòèâíîãî ðîçáèòòÿ ³íòåðâàëó.

ÏÐÈÊËÀÄÈ

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ãëîáàëüíó ì³í³ì³çàö³þ ôóíêö³¿ [12]

f x a x b xk

k

n

k
k

n

( ) ( ) ( . )� � � �
� �
� �1 0 252

1

2 2

1

(9)

íà ³íòåðâàë³ [ , ] [ , ]� � � �1 1 1 1� äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â a b� �001 1. ; .

Íàïðèêëàä, äëÿ n � 3 çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó [8] äëÿ ëîêàë³çàö³¿ âñ³õ íóë³â

ñèñòåìè (1) äàº òðè çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ òî÷îê: x ( ) ( . , . , . )1 0 275 0 275 0 275� � � � ,

x ( ) ( . , . , . )2 0021 0021 0021� � � � , x ( ) ( . , . , . )3 0 296 0 296 0 296� . Çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ðîç-

áèòò³â ïî÷àòêîâîãî ³íòåðâàëó ñòàíîâèòü 1904. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâ³ðêà ãåññ³àí³â

ïîêàçóº, ùî òî÷êà x ( )3 º ëîêàëüíèì ì³í³ìóìîì, x ( )2 — ëîêàëüíèì ìàêñèìóìîì,

à x ( )1 — ïðîñòîþ ñòàö³îíàðíîþ òî÷êîþ. Ïðîòå, ÿêùî çàñòîñóâàòè àëãîðèòì, îïèñàíèé

ó ö³é ñòàòò³, òî òî÷êó ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó x ( )3 ìîæíà çíàéòè çà 1758 ðîçáèòò³â.
Â³äïîâ³äíå ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ (11) ñòàíîâèòü 61.12. Ãðàô³ê ïðîåêö³¿
ðåêóðñèâíîãî ðîçáèòòÿ íà ïëîùèíó ( , )x x1 2 , âèêîíàíèé öèì àëãîðèòìîì, íàâåäå-

íî íà ðèñ. 1. Òî÷êè x ( )1 òà x ( )3 ïîçíà÷åíî íà ãðàô³êó. ²íòåðâàë, ùî ì³ñòèòü òî÷êó x ( )2 ,
â³äêèíóòî âïðîäîâæ ðîáîòè àëãîðèòìó.

ßêùî çàñòîñóâàòè â àëãîðèòì³ â³äêèäàííÿ ³íòåðâàë³â, ùî íå ìîæóòü ì³ñòèòè

ì³í³ìóìè ç îäíàêîâèìè êîîðäè-

íàòàìè, òî ê³ëüê³ñòü ðîçáèòò³â

ñêîðî÷óºòüñÿ äî 166, òîáòî

á³ëüø í³æ ó äåñÿòü ðàç³â.

Â³äïîâ³äíèé ãðàô³ê ðåêóðñèâ-

íîãî ðîçáèòòÿ (ïðîåêö³ÿ íà ïëî-

ùèíó ( , )x x1 2 ), âèêîíàíèé öèì

àëãîðèòìîì, íàâåäåíî íà ðèñ. 2.

Ê³ëüê³ñòü ðîçáèòò³â N div

äëÿ çíà÷åíü ðîçì³ðíîñòåé

n � 3 5 7 9 11, , , , ñòàíîâèòü â³äïî-

â³äíî N div � 166, 778, 3468,

13028, 55910.
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Ðèñ. 1. Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíîãî ìåòîäó äî
ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿ (9)

x1

x2



Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ³ìïóëüñíî¿ õàðàêòå-

ðèñòèêè êàíàëó çâ’ÿçêó çà íàÿâíèìè çàøóìëåíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè. Ìîäåëü

äèñêðåòíîãî ñïîñòåðåæóâàíîãî ñèãíàëó z n( ) ìàº âèãëÿä

z n g h s n kk

k

p

( ) ( )� � �
�
�

0

�( )n ,
(10)

äå s n( ) — ³íôîðìàòèâíèé

(íåâ³äîìèé) ñèãíàë, ùî íàáó-

âàº ç îäíàêîâîþ éìîâ³ðí³ñòþ

çíà÷åííÿ { , }�1 1 ; hk — øóêàí³

êîåô³ö³ºíòè ³ìïóëüñíî¿ õàðàê-

òåðèñòèêè êàíàëó (ââàæàºòüñÿ,

ùî h0 1� ), �( )n — àäèòèâíèé

á³ëèé øóì ç äèñïåðñ³ºþ P� ;

g — êîåô³ö³ºíò ï³äñèëåííÿ

(channel gain). Ê³ëüê³ñòü ñïîñ-

òåðåæåíü ñèãíàëó z n( ) ïîçíà-

÷èìî L.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè-

êó, çàïðîïîíîâàíó â [13], ìîæ-

íà ïîêàçàòè, ùî ìàêñèì³çàö³ÿ ôóíêö³¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³ ñèãíàëó (10) çâîäèòüñÿ

äî ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿

f x x Q x x Z Q x xp j p j j p

j

( ) ( log ( ) ( ))1 1 1 1 1 1� � � � � � � � �� � �
�

� � �

1

L

� , (11)

äå Q x x F x x P F x x xj p j p j p p( ) ( ) / [ ( ) ]1 1 1 1 1 1� � � � � � � �� � �� � �� ; x gp
p

�
��1

2 12/ ,

( , , ..., )x x x p1 2 º âïîðÿäêîâàíèì âåêòîðîì ë³í³éíèõ ñïåêòðàëüíèõ ïàð (LSP) [13] òà

F x x c c xj p j j

k p

k( ) ( ) ( )

, ,... ,

1 1

1 3 1

2

1� � � � �
�

�

�
�

�

�

�
��

� �
 � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

�
 ( ) ( )

, ,...,

1

2 4

2

c c xj j

k p

k ,

äå êîíñòàíòè c j Lj � cos ( / )2� .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ì³í³ì³çàö³þ ôóíêö³¿ (11) ç òàêèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòð³â:

h1 09� � . ; h2 0 7� . ; g � 0 7. ; P� � 00001. . (12)

²ç ô³ç³÷íî¿ ïðèðîäè çàäà÷³, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, â³äîìî, ùî çì³ñò ìàþòü ëèøå

òàê³ ðîçâ’ÿçêè, äëÿ ÿêèõ

� � � �1 11 2x x . (13)

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî îáìåæåííÿ çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó [8] äëÿ ëîêàë³çàö³¿
âñ³õ íóë³â ñèñòåìè (1) íà ³íòåðâàë³ [ , ] [ , ] [ ; ]� � � �1 1 1 1 0 2 äàº äâà çíà÷åííÿ:

x ( ) ( . , . , . )1 0 298 0 633 0 988� , x ( ) ( . , . , . )2 0 482 0 482 1647� , ïðè÷îìó îáèäâ³ çíàéäåí³ òî÷-

êè º çíà÷åííÿìè ëîêàëüíèõ ì³í³ìóì³â. Çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ðîçáèòò³â ïî÷àòêîâîãî
³íòåðâàëó ñòàíîâèòü 32237.

Ïðîòå, ÿêùî çàñòîñóâàòè àëãîðèòì, çàïðîïîíîâàíèé ó ö³é ñòàòò³, òî òî÷êó

ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó x ( )1 ìîæíà çíàéòè çà 19336 ðîçáèòò³â (òîáòî íà 40 % ìåí-
øå). Ïåðåðàõóâàííÿ çíàéäåíî¿ òî÷êè ì³í³ìóìó ó çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ( , , ))h h g1 2
äàº òàê³ çíà÷åííÿ:

� .h1 0 931� � ; � .h2 0664� ; � .g � 0 706,

ÿê³ º áëèçüêèìè äî çíà÷åíü (12).

200 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 6

Ðèñ. 2. Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíîãî ìåòîäó äî
ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿ (9) ç óðàõóâàííÿì ð³âíîñò³ êîîðäèíàò
òî÷êè ì³í³ìóìó

x1

x2



Â³äïîâ³äíèé ãðàô³ê ðåêóð-

ñèâíîãî ðîçáèòòÿ (ïðîåêö³ÿ íà

ïëîùèíó ( , )x x1 2 ), âèêîíàíèé

çàïðîïîíîâàíèì àëãîðèòìîì,

íàâåäåíî íà ðèñ. 3.

Çàçíà÷èìî, ùî çàñòîñóâàí-

íÿ äî öüîãî ïðèêëàäó â³äîìîãî

ìåòîäó Íåëäåðà–Ì³äà [2] âèÿ-

âèëî çíà÷íó çàëåæí³ñòü â³ä âè-

áîðó ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ

äëÿ ³òåðàö³éíîãî ïîøóêó òî÷êè

ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó. Òàê,

á³ëüøå í³æ ó 50% âèïàäê³â öåé

ìåòîä ïðèçâîäèâ äî çá³æíîñò³ äî òî÷êè (0.9535, 0.4482, 0.4405), ùî íå º òî÷êîþ ãëî-

áàëüíîãî ì³í³ìóìó, à òàêîæ íå çàäîâîëüíÿº óìîâàì ô³çè÷íîãî çì³ñòó (13). Çàñòîñóâàí-

íÿ øèðîêî âèêîðèñòîâóâàíîãî ïàêåòó îïòèì³çàö³éíîãî ïàêåòó KNITRO [14] äëÿ ãëî-

áàëüíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿ (11) òàêîæ ïðîäåìîíñòðóâàëî çàëåæí³ñòü â³ä ÿêîñò³ ïî÷àò-

êîâîãî íàáëèæåííÿ.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ãëîáàëüíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ äâ³÷³ íåïåðåðâíî-äèôå-
ðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿ f x xn( )1� �� íà ³íòåðâàë³ D a b a bn n� � �[ ; ] [ ; ]1 1 � . Ìåòîä
´ðóíòóºòüñÿ íà ðîçâ’ÿçàíí³ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà Êðàâ÷èêà ñèñòåìè
íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü, óòâîðåíî¿ ÷àñòêîâèìè ïîõ³äíèìè ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ ç ïàðà-
ëåëüíèì â³äêèäàííÿì îáëàñòåé, ùî çàçäàëåã³äü íå ìîæóòü ì³ñòèòè òî÷êó
ì³í³ìóìó. Íàâåäåíî ÷èñåëüíèé àëãîðèòì, ùî ðåàë³çóº çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä.
Ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ïðèêëàäàõ, çîêðåìà äëÿ
çàäà÷³ îö³íþâàííÿ õàðàêòåðèñòèêè êàíàëó çâ’ÿçêó.
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Â.Þ. Ñåìåíîâ, Å.Â. Ñåìåíîâà
ÌÅÒÎÄ ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÊÐÀÂ×ÈÊÀ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè äâàæäû íå-
ïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íà çàäàííîì
èíòåðâàëå. Ìåòîä îñíîâàí íà ðåøåíèè ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îáðà-
çîâàííîé ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè öåëåâîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
Êðàâ÷èêà. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãëîáàëüíàÿ ìèíèìèçàöèÿ, îïåðàòîð Êðàâ÷èêà, ïîèñê êîð-
íåé, ãåññèàí.

V.Yu. Semenov, Ye.V. Semenova
GLOBAL MINIMIZATION METHOD BASED ON KRAWCZYK OPERATOR

Abstract. Global minimization method for twice differentiable functions of
several variables on the given interval is proposed. The method is based on the
solution of systems of nonlinear equations formed by partial derivatives of
the objective function with the use of Krawczyk operator. The application of the
method is illustrated by numerical examples.

Keywords: global minimization, Krawczyk operator, rootfinding, Hessian.
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