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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è îïòèìè-
çàöèè íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ äèôôóçèè è òåïëîïðîâîäíîñòè. Äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äèôôóçèè è òåïëîï-
ðîâîäíîñòè ïðåäëîæåí ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé èäåþ ðàñùåïëåíèÿ è ðåàëè-
çàöèþ ïîëó÷åííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ ñõåì áåãóùåãî
ñ÷åòà. Èññëåäîâàíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ, àï-
ïðîêñèìàöèè è óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èçó÷å-
íû äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ïðåäëîæåí èòåðàöè-
îííûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
÷èñëåííûé ìåòîä, ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, óñòîé÷èâîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì è íàèáîëåå ïåðñïåêòèâ-
íûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèÿ àêòóàëüíûõ çàäà÷ ýêîëîãèè, ìíîãî÷èñëåííûõ
äèíàìè÷åñêèõ òåïëîâûõ è äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ïàðàáîëè-
÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà [1–5].

Îñíîâîé êîìïüþòåðíîé òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî-
öåññîâ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ áàçîâûå ìîäåëè è ýôôåêòèâ-
íûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå áàçèðóþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ,
êîíå÷íî-îáúåìíûõ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé [5–20].

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêè çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìåòîäû
ôàêòîðèçàöèè è ðàñùåïëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñâåñòè ðåøåíèå èñõîäíûõ çàäà÷
ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ñ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé è ïîñòðîåíèå áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûõ ñõåì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ è îïòèìèçàöèè íåñòàöèîíàðíûõ òåïëîâûõ è äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ íà
îñíîâå ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà ñ ÿâíîé îðãàíèçàöèåé âû÷èñëåíèé.

Â îñíîâå ñõåì ðàñùåïëåíèÿ ïåðåõîä íà íîâûé âðåìåííîé ñëîé ñâÿçàí ñ ðåøåíè-
åì ðÿäà áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äèñêðåòíûõ ìîäå-
ëåé èñïîëüçóåò èäåþ ðàñùåïëåíèÿ è ðåàëèçàöèþ ïîëó÷åííûõ ñõåì íà îñíîâå ÿâíûõ
ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà, ïðèâåäåííûõ â [7] äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè.

Â ðàáîòå äëÿ ïîñòðîåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà èññëåäîâàíû
âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè è óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Â öåëÿõ ïðèìå-
íåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èçó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà êà÷åñ-
òâà, ïðèâåäåí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ è ìíîãîïðîöåññîð-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî
ñîêðàòèòü âðåìåííûå çàòðàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè àëãîðèòìàìè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×

Âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàñùåïëå-
íèÿ ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
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íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ïðè ìîäåëèðîâàíèè è îïòèìèçàöèè ìíîãî÷èñëåííûõ
íåñòàöèîíàðíûõ òåïëîôèçè÷åñêèõ èëè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ [2, 3, 6].

Ïóñòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( , )x y íà âðåìåííîì èíòåðâàëå
0� �t T ôóíêöèÿ u x y t( , , ) óäîâëåòâîðÿåò â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè G x y� {( , )| ,
0 01 2� � � �x l y l, } ñ ãðàíèöåé �G äâóìåðíîìó íåñòàöèîíàðíîìó ïàðàáîëè÷åñêîìó
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f x y t1 2 ( , , ), ( , )x y G� , t T�( , ]0 , (1)

â êîòîðîì u x y t( , , ) — èñêîìàÿ ôóíêöèÿ (õàðàêòåðèñòèêà èññëåäóåìûõ ïðîöåñ-
ñîâ), êîýôôèöèåíòû k k x y� � �� � �( , ) 0, � �1 2, , — ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâ-
íî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, f x y t( , , ) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íè-
êîâ. Óðàâíåíèå (1) äîïîëíÿåòñÿ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

u x y t x y G( , , ) , ( , )� ��0 , 0� �t T . (2)

Êðîìå òîãî, äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ñëåäóåò äîïîëíèòü íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u x y u x y x y G( , , ) ( , ), ( , )0 0� � . (3)

Ñôîðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè õàðàêòå-
ðèñòèêè ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè äèôôóçèè (òåïëîôèçèêè), ïðîèñõîäÿùè-
ìè â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ñ ãðàíèöåé �G íà îòðåçêå
âðåìåíè 0� �t T , ñîñòîÿíèå ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ
ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì
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f x y t v1 2 ( , , ) (x y t, , ), ( , )x y G� , t T�( , ]0 , (4)

ãäå f x y t( , , ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, v x y t( , , ) — óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ,
k x y k x y1 2( , , ( , )), — çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, k x y� �( , ) � � 0, � �1 2, .

Äëÿ óðàâíåíèÿ (4) áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíîå

u x y u x y x y G( , , ) ( , ), ( , )0 0� � (5)
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� �( , , ) ( , , ), ( , )x y G�� , 0� �t T , (6)

óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâåííî, ãäå � �u N/ — êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ
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n y1 2cos( , ) cos( , ),

n — åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê �G, �( , , )x y t —çàäàííàÿ ôóíêöèÿ,
�( , , )x y t � 0 — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà �G.

Â äàëüíåéøåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
k x y k x y k x y1 2( , ) ( , ) ( , )� � , ò.å. êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ � �u N/ ñîâïàäàåò ñ âû-
ðàæåíèåì k u n� �/ .

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ñôîðìóëèðóåì êàê ðå-
øåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà â öåëÿõ îáåñïå÷åíèÿ ìèíè-
ìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëèðóåìîãî ïîëÿ îò çàäàííûõ â îá-
ëàñòè G. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå v x y t( , , )
â ïðàâîé ÷àñòè ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4). Òîãäà îäíó èç ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå v v x y t� 0 ( , , ) è ñîîòâåòñòâóþùåå
åìó ðåøåíèå u u x y t� 0 ( , , ) çàäà÷è (4)–(6), ÷òîáû ôóíêöèîíàë

J v u x y T h x y dxdy dt v x y t dxd

G G

�
�

( ) ( ( , , ) ( , )) ( , , )� � �� �
2

2

21
y

T

0

� (7)

ïðèíèìàë íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Çäåñü T — ôèêñèðîâàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, h x y( , ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, v x y t( , , ) — óïðàâëåíèå èç íåêîòî-
ðîãî âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà U v x y t L Q� �{ }( , , ) ( )2 , ãäå L Q2 ( ) —
ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì â îáëàñòè

Q x y t x l y l t T� � � � � � �{ }( , , )| , , ,0 0 01 2 . (8)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â L Q2 ( ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

( , ) ( , , ) ( , , )u v u x y t v x y t dGdt

Q
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ â ôóíêöèîíàë êà-

÷åñòâà (7) äîáàâëåí ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë
1

2

2

�
| | | |v ïðè íåêîòîðîì çà-

äàííîì � � 0.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ áåç îãðàíè÷åíèé (U H L Q� � 2 ( )),
ò.å. îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè óïðàâëåíèÿ w, ïðè êîòîðîì
ôóíêöèîíàë (7) äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè

J w J v
v H

� �( ) ( )�
�
inf . (9)

ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ ÁÅÃÓÙÅÃÎ Ñ×ÅÒÀ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé
ðàçðàáîòàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå áàçè-
ðóþòñÿ, â îñíîâíîì, íà ìåòîäàõ ðàñùåïëåíèÿ [6, 8, 16]. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëü-
íûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ ñ çàäàí-
íûìè ñâîéñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, ñ ÿâíîé îðãàíèçàöèåé âû÷èñëåíèé.

Äâóõøàãîâàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ. Èçëîæèì ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðàçíîñ-
òíûõ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ íà ïðèìåðå äâóõøàãî-
âîé ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3). Â ðàìêàõ ýòîãî
ïîäõîäà äâóõøàãîâóþ ñõåìó ðàñùåïëåíèÿ íà äèôôåðåíöèàëüíîì óðîâíå ìîæíî
ïîëó÷èòü, ïðåäñòàâëÿÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) â îïåðàòîðíîì âèäå
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Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) èçâåñòíî,

òîãäà äëÿ ìîìåíòà �t t� � � çíà÷åíèå u x y t( , , � ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ðÿäà

Òåéëîðà â âèäå
u x y t u x y t

u x y t

t
O( , , � ) ( , , )

( , , )
( )� �

�

�
� �� �2

� � � � �[ ] ( , , ) ( )E L L u x y t f O� � � �1 2
2 . (11)

Ðàññìîòðèì äâå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è:

�

�
� � �

u

t
L u f u x y t u x y t1

1 1 1
1

2
, ( , , ) ( , , ), (12)

�

�
� � �

u

t
L u f u x y t u x y t2

2 2 2 1
1

2
, ( , , ) ( , , � ). (13)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ (12), (13) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

u x y t E L u x y t f O1 1 1
2

2
( , , � ) [ ] ( , , ) ( )� � � ��

�
� ,

u x y t E L u x y t f O2 2 2
2

2
( , , � ) [ ] ( , , ) ( )� � � ��

�
� .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u x y t u x y t2 1( , , ) ( , , � )� , èìååì

u x y t E L L u x y t f O2 1 2
2( , , � ) [ ] ( , , ) ( )� � � � �� � � � . (14)

Ïðèíèìàÿ u x y t u x y t( , , � ) ( , , � )� 2 è ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (11) è (14), ïðèõîäèì

ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî ðåøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çàäà÷è (12), (13), ïîëó÷àåì ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ (10) äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè �t ñ ïîãðåøíîñòüþ O( )� 2 .

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé (12), (13) â îáëàñòè G
ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó

� � 	h h h ix y x x ih� � � � �{( , ): 1, i N� 0 1, ;

y y jhj� � 2 , j N� 0 2, ; h l N� � � �� �/ , ,1 2},

ãäå � h — ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ, à 	 h — ãðàíè÷íûõ óçëîâ. Îïðåäåëèì
êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H h ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
ñåòêå �h è ðàâíûõ íóëþ íà åå ãðàíèöå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H h çàäà-
äèì ñîîòíîøåíèåì

( , ) ( , ) ( , )

( , )


 � 
 �
�

�
�
� x y x y h h

x y h

1 2
, (15)

òîãäà íîðìà | | | | ( , )
 
 
� . Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî è ïîëîæèòåëüíîãî ðàçíîñòíî-

ãî îïåðàòîðà D ìîæíî îïðåäåëèòü ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî H D ñî ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì ( , ) ( , )
 � 
 �D D� è íîðìîé | | | | ( , )
 
 
D D� .

Ïóñòü � � �� � � � � �{ }t t t n n N N Tn: , , ,0 — ðàâíîìåðíàÿ âðåìåííàÿ ñåòêà

ñ øàãîì �. Â äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñåòî÷íûå ôóíêöèè 
( )tn äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà tn �� � ñî çíà÷åíèÿ-
ìè èç êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà H h , ò.å. 
( )t Hn h� .

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû L L1 2, áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ðàçíîñòíûìè
ñõåìàìè ñ ïîìîùüþ èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà, èñïîëüçîâàâ äëÿ àï-
ïðîêñèìàöèè äèôôóçèîííûõ îïåðàòîðîâ â ìîìåíò âðåìåíè t tn� ñåòî÷íûå
îïåðàòîðû

�

�

�

�

	



�

�



� �

�
�

�

�

�x
k

u

x h
k

h
k

i j

i j
n

i j
n

i
1

1
1 1

2

1

1
1

1~

,

, ,( )
 

1

2

1

1
,

, ,
( )

j

i j
n

i j
n

h


 
�	




�
�
�

�




�
�
�

�
,

�

�

�

�

	



��

�



�� �

�
�

�

�

y
k

u

y h
k

h
k

i j

i j
n

i j
n

2
2

2 1

2

1

2
2

1~

,

, ,( )
 


i j

i j
n

i j
n

h,

, ,
( )

�

�
�	




�
�
�

�




�
�
�

1

2

1

2


 

.

Òîãäà, íàïðèìåð, îïåðàòîðó L1 â óçëàõ ( , )x yi j äâóìåðíîé ñåòêè ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

�1 1 2
1

2

1

2

 
 
� � �( ) ( )a ax x y y , ( , )x y h�� ,

êîòîðûé àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñî âòîðûì ïîðÿäêîì.
Çäåñü 
 — ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â óçëàõ ñåòêè � h , è èñïîëüçóþòñÿ îá-
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ùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì [6, 21]


 
 
 
 
� � � �( , , ) , ,x y ti j n i j
n n

i j ,


 
 
 � 
 
 
 
 
 
t
n n

x i j i j x i j i jh� � � � � ��
� �( ) / , ( ) / , (, , , ,

1
1 1 1 ) / h1,

( ) ( ) ( (a
h

a a
h

a a ax x i x i x i i i1
1

1 1 1

1
2 1 1 1 1 1

1 1

 
 
 
� � � � �� � � � 1 1 1i i i ia) )
 
� � ,

a a a k k x yi i j k i i j1 1 1 1 1 2 1 1 2� � � �� �, , / /( , ).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ïî äðóãîìó êîîðäèíàòíî-
ìó íàïðàâëåíèþ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
âûðàæåíèé L1, L2 :


 
 
 
 
 
y i j i j y i j i jh h� � � �� �( ) / , ( ) /, , , ,1 2 1 2 ,

( ) ( )a
h

a ay y j y j y2
2

2 1 2
1


 
 
� � ��

� � � �� � � �
1

2
2 2 1 1 2 1 2 2 1

h
a a a aj j j j j j j( ( ) )
 
 
 ,

a a a k k x yj i j i j i j2 2 2 2 1 2 2 1 2� � � �� �, , / /( , ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (12) ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

�1 1 1 1
2 2

1
2

2
2u L u O h h h h� � � �(| | ), | | ,

ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà


 
 
t x
n

x y
n

y
na a f� � �� � �1

2

1

2

1

2
1

1
2

1 1 2( ) ( ) /
(16)

àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå (12) ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è
âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó.

Åñëè â óðàâíåíèè (16) îïåðàòîðû 
 x
n�1, 
 y

n�1 çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè

îïåðàòîðàìè ïðè t tn� , òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâóõñëîéíóþ ñõåìó áåãóùåãî
ñ÷åòà


 
 
 
 
t i x
n

i x
n

j y
n

j y
n

h
a a

h
a a� � � ��

�
�

�1

2

1

21
1 1 1

1

2
2 1 2

1( ) ( ) � �1

2

1 2f n / . (17)

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13) ìîæíî ïîëó÷èòü äâóõ-
ñëîéíóþ ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ
íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà


 
 
t x
n

x y
n

y
na a f� � �� � �1

2

1

2

1

2
1

1
2

1 1 2( ) ( ) / .

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ â ýòîì óðàâíåíèè îïåðàòîðû 
 x
n�1, 
 y

n�1

ñëåäóåò çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàòîðàìè íà ïðåäûäóùåì ñëîå t tn� .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâóõñëîéíóþ ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà


 
 
 
 
t i x
n

i x
n

j y
n

j y
n

h
a a

h
a a� � � ��

�
�

�1

2

1

21
1 1

1
1

2
2 1

1
2( ) ( ) � �1

2

1 2f n / . (18)

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî
ñ÷åòà (17), (18) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ ðåàëèçàöèè ïî ÿâíûì ðåêóððåíòíûì ñî-
îòíîøåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, àíàëèç øàáëîíà ðàçíîñòíîé ñõåìû (17) ñâèäåò-

åëüñòâóåò î òîì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 
 i
n�1 íåîáõîäèìî çíàòü

çíà÷åíèå ôóíêöèè â ñîñåäíåé ñëåâà òî÷êå íà ðàçíîñòíîé ñåòêå. Ïîýòîìó, èñïîëü-
çóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå ñåòî÷íîé
ôóíêöèè íà (n �1)-ì øàãå ïî âðåìåíè.
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Èç àíàëèçà øàáëîíà ðàçíîñòíîé ñõåìû (18) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñå-

òî÷íîé ôóíêöèè 
 i
n�1 íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè 
 â ñîñåäíåé ñïðàâà

òî÷êå íà ðàçíîñòíîé ñåòêå, ÷òî òîæå äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ïî
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì.

Ïðè ýòîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) â ìîìåíò âðåìåíè t tn� �1 ÿâëÿåòñÿ ñòàð-
òîâûì äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (18).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà ðàñùåïëåíèÿ (17), (18)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èíòåðâàë � ìåæäó òî÷êàìè tn è tn�1
ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, ïîëó÷åííóþ ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó îáîçíà-
÷èì tn�1 2/ . Íà ïåðâîé ÷àñòè èíòåðâàëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

( )
( )

/
/
 


�

 


n n

i x
n

i x
n

h
a a

�

�
��

� �
	



�� �

1 2

1
1 1 1

1 21

2

1

� �
�



�� ��

� �1 1

22
2 1 2

1 2 1 2

h
a a fj y

n
j y

n n( )/ /
 
 , (19)

íà âòîðîé — çàïèñûâàåòñÿ âòîðàÿ ïîäñèñòåìà

( )/
 


�

n n� ��
�

1 1 2

� � � ��
� �

�
�1

2

1 1

1
1 1

1
1

1 2

2
2 1

1
2

h
a a

h
a ai x

n
i x

n
j y

n
j y( ) (/
 
 
 
n nf� �	



��

�



�� �1 2 1 21

2

/ /) . (20)

Â îòäåëüíîñòè êàæäîå èç ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (19), (20) íå àïïðîêñèìèðó-
åò èñõîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (12), (13). Îäíàêî â ñîâîêóïíîñòè
(19), (20) ñîñòàâëÿþò ðàçíîñòíóþ ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà, àïïðîêñèìèðóþùóþ èñ-
õîäíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó. Äåéñòâèòåëüíî, ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (19),
(20), ïîëó÷àåì
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1 1
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2
2 1

1
2

h
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h
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n
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n
j y

n
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�



�� �1 2 1 21

2

/ /)

èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

1 11

1
1 1

1 2
1

1 2
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( ) ( )/ /n n

i x
n

i x
n

h
a a�

�
� �� � � �
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� � �O h

h
a a fj y

n
j y

n n( /| | ) ( )/ / /� 
 
2 2

2
2 1

1 2
2

1 2 1 21

� � � �� � �( ) ( ) ( /| | )/ / /a a f O hx x
n

y y
n n

1
1 2

2
1 2 1 2 2 2
 
 � .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (19), (20) àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå (1) ñ ïîãðåøíîñòüþ O h h(| | / | | )2 2 2 2� �� � , ãäå ñëàãàåìîå

�2 2/| |h âëèÿåò íà ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè. Ïîýòîìó òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ,

ïîëó÷àåìûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîñòíîé çàäà÷è (19), (20), áóäåò çàâèñåòü îò
ñîîòíîøåíèÿ øàãîâ ñåòêè.

Òåïåðü èññëåäóåì âàæíîå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì (17), (18)
ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ïîêàæåì ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷èâîñòü. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
óñòîé÷èâîñòè ñåòî÷íûõ çàäà÷ èñïîëüçóåì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîëó÷åíèè àï-
ðèîðíûõ îöåíîê äëÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì çàìîðîæåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ [11] è ïðåîáðàçóåì îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (17), (18) ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè äèôôóçèè a x y z c� �( , , ) � � const, � �1 2, , ê êàíîíè÷åñêî-
ìó îïåðàòîðíîìó âèäó

B At
 
� � 0, (21)

ãäå ëèíåéíûå îïåðàòîðû A B, äåéñòâóþò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H h ,


 
� �n
hH .

Êàê èçâåñòíî [6, 21], íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïî
íà÷àëüíûì äàííûì äâóõñëîéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû (21) ñ ñàìîñîïðÿæåííûìè
ïîëîæèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè A, B îçíà÷àåò âûïîëíåíèå îïåðàòîðíîãî
íåðàâåíñòâà

B A� 0 5, � , (22)

ïðè÷åì äëÿ ðåøåíèÿ 
n�1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå | | | |� A :

| | | | | | | | , ,
 
n
A

n
A n N� � �1 0 .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (17) ñ íóëå-
âîé ïðàâîé ÷àñòüþ
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çàïèøåì â ýêâèâàëåíòíîì âèäå
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t x t y t
c c c

h

c

h
� � � � �1

1
2

2
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1

2

22 2 2 2
0� � � � ,

ãäå �1
 
� � xx , � 2
 
� � yy , � x x
 
� , � y y
 
� . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàç-
íîñòíîå óðàâíåíèå (23) ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå (21), ãäå ëèíåé-
íûå îïåðàòîðû A B, äåéñòâóþò â ñåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå H h è îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè

A
c c


 
 
� �1
1

2
2

2 2
� � , B E

c

h

c

h
x t y t
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�

� � �1

1

2

22 2
� � ,

ãäå E — åäèíè÷íûé îïåðàòîð.
Ïîñêîëüêó


 
 
 
 
x
x

xx
x

h h� � � �
� �

0 5 0 51 1 1, , � , 
 
 

x

x x�
� �0 5, ( ),


 
 
 
 
y
y

yy
y

h h� � � �
� �

0 5 0 52 2 2, , � , 
 
 

y

y y�
� �0 5, ( ),

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ A B, :

A
c c

� �1
1

2
2

2 2
� � , B B B B E

c c
� � � � �0 1 0

1
1

2
2

4 4
,

� �
� � , (24)

B
c

h

c

hx y
1

1

1

2

22 2



�



�

� �

� �
. (25)

Èñïîëüçóÿ ðàçíîñòíûå ôîðìóëû Ãðèíà [6, 21], ìîæíî ïîêàçàòü ñàìîñîïðÿ-
æåííîñòü è ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðîâ A B, 0 â ñìûñëå ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (15). Àíàëîãè÷íî ìîæíî óñòàíîâèòü êîñîñèììåòðè÷íîñòü
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îïåðàòîðîâ B1, òîãäà ( , )B1 0
 
 � . Ïîýòîìó óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (22) ýêâèâàëåí-
òíî óñëîâèþ B A0 0 5� , � . Ïîñêîëüêó

B E
c c

E A0
1

1
2

2
4 4 2

� � � � �
� � �

� � ,

çàïèøåì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè â âèäå

E A A� �
� �

2 2
.

Ýòî óñëîâèå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (23) ðàâíîìåðíî
óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå | | | |� A .

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Äâóõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà (21), (24), (25)
ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå | | | | ,� A
è äëÿ åå ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

| | | | | | | | , ,
 
n
A

n
A n N� � �1 0 .

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (17)
ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè a x y� �( , ), ,�1 2, âû-
ïîëíÿåòñÿ îïåðàòîðíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó çàìîðîæåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñõåìà (17) ðàâíîìåðíî
óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì, åñëè óñëîâèå (22) âûïîëíåíî ïðè âñåõ âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî óñòàíîâèòü ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷èâîñòü âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è (18), ÷òî â öåëîì ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèé ïðè ïåðåõîäå
ñ n-ãî íà ( )n �1 -é âðåìåííîé ñëîé.

ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

×èñëåííûå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ âèäà (1)–(3),
ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äð.

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4)–(9) â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé
îïòèìàëüíîñòè è èñïîëüçîâàíèÿ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè èññëåäóåì
äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà êðèòåðèÿ êà÷åñòâà (7). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíê-
öèîíàë (7) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå v U� . Äëÿ ýòîãî îöå-
íèì ãëàâíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà �J v J v v J v� � ��( ) ( ) ( )� � �
â çàâèñèìîñòè îò ïðèðàùåíèÿ óïðàâëåíèÿ v.

Çàäàäèì óïðàâëåíèþ v x y t( , , ) íåêîòîðîå ïðèðàùåíèå � �v v x y t� ( , , ) è îáîçíà-
÷èì � �u u x y t� ( , , ) ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðèðàùåíèå ôóíêöèè u u x y t� ( , , ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèðàùåíèå ðåøåíèÿ �u x y t( , , ) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëü-
íî-êðàåâîé çàäà÷å (k k k1 2� � )

�

�
�

�

�

�

�

	



�

�



� �

�

�

�

�

	



��

�



�� �

� � �
�

u

t x
k

u

x y
k

u

y
v x y t( , , ), ( , )x y G� , t T�( , ]0 , (26)

k
u

n
x y t u

G

�

�
�

	



�

�



� �

�

�
� �( , , ) 0, ( , )x y G�� , 0� �t T , (27)

�u x y x y G( , , ) , ( , )0 0� � . (28)

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

�J v u x y T u x y T h x y u x y T h x� �( ) [ ( ( , , ) ( , , ) ( , )) ( ( , , ) (� � � � �2 , )) ]y dxdy

G

2 ��

� � ���
1

2

2 2

0�
�dt v x y t v x y t v x y t dxdy

G

T

[( ( , , ) ( , , )) ( , , )] .
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Ïîñêîëüêó
( ( , , ) ( , , ) ( , )) ( ( , , ) ( , ))u x y T u x y T h x y u x y T h x y� � � � �� 2 2

� � �2 2� �u x y T u x y T h x y u x y T( , , )[ ( , , ) ( , )] ( , , ),

( ( , , ) ( , , )) ( , , ) ( , , ) ( , , )v x y t v x y t v x y t v x y t v x y t� � �� �2 2 2 � �v x y t2 ( , , ),

ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà ïðèíèìàåò âèä

�J v u x y T h x y u x y T dxdy dt v x y� �
�

( ) [ ( , , ) ( , )] ( , , ) ( , ,� � �2
2

2
t v x y t dxdy

G

T

G

) ( , , )���� �

0

� � ��� ( ( , , )) ( ( , , ))�
�

�u x y T dxdy dt v x y t dxdy

G

T

G

2

2

2

0

1
. (29)

×òîáû îêîí÷àòåëüíî îïðåäåëèòü âûðàæåíèå äëÿ ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè,
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ �( , , )x y t êàê ðåøåíèå â îáëàñòè Q
íåêîòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Êëàññè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà âûâîäà ñîïðÿæåí-
íîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (26) óìíîæàþòñÿ íà
ôóíêöèþ �( , , )x y t è èíòåãðèðóþòñÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå â ïðåäåëàõ,
îáóñëîâëåííûõ ïîñòàíîâêîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (26)–(28)
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� dy dt vdxdy
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�� ���

0 0

�� . (30)

Äàëåå ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ â (30) ñ öåëüþ ââåñòè ôóíêöèþ �( , , )x y t
â äèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ âìåñòî �u. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, äëÿ ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî â (30) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (28) íàõîäèì

dt
u

t
dxdy

G

T

�
��
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���

0

� �
�

�
� �

� �� � ���� �
�

�� �u dxdy dt u
t

dxdy u dxdy dt u
t

T

G G
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T

0
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���
�

t
dxdy

G

T

0

. (31)

Ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà [22] è ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (27),
â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà â (30) ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì
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y dt u ds
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�0 0

��� , (32)
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n
ds
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T
� � � �
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�

0

���
G

T

0

. (33)

Òàêèì îáðàçîì, èç (30)–(33) ñëåäóåò ïðåîáðàçîâàííîå âûðàæåíèå

�� �
� � �

u dxdy dt u
t x

k
x y

k
yt T

G
�� � �

�

�
�

�

�

�

�

	



�

�



� �

�

�

�

�

	



��

�



��

�

�
�

�

�
� � �� ���

�

dxdy dt u ds

G G

TT

���

00

� �
�

�
�

�
�� ��dt uk

n
ds dt vdxdy

G

T

G

T

�
�

��

0 0

. (34)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c ââîäîì ôóíêöèè �( , , )x y t êàê ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîãî
óðàâíåíèÿ
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�
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�

�
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�

�

�

	



��

�



�� �

� � �

t x
k

x y
k

y
0, ( , )x y G� , t T�( , ]0 , (35)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

k
n G

�

�
�

	



�

�



� �

�

�
�� 0, ( , ) ,x y G t T�� � �0 , (36)

âûðàæåíèå (34) ïðèíèìàåò âèä

�� ��u dxdy dt vdxdyt T

G G

T

�� ���

0

. (37)

Åñëè îïðåäåëèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ðåòðîñïåêòèâíîé çàäà÷è ôîðìóëîé

� t T u x y T h x y� � �( , , ) ( , ), (38)

òî èç (37) ñëåäóåò

( ( , , ) ( , ))u x y T h x y u dxdy dt vdxdyt T

G G

T

� ��� ��� ��

0

. (39)

Íà îñíîâàíèè (39) ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà (29) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

�J v dt v vdxdy o u o v

G

T

� �
�

� � �( ) || || || ||� �
�

�
�

�

�
� � ���2

1

2
0

.

Îòñþäà ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèîíàëà J v� ( ) ïî v â ïðîñòðàíñòâå
L Q2 ( ).

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèîíàë (7) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå â ïðî-
ñòðàíñòâå L Q2 ( ). Ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîïðÿæåííîå ñîñòî-
ÿíèå âûðàæåíèåì

grad J v x y t v x y t� �
�

( ) ( ( , , ) ( , , ))� �2
1

2
, (40)

ãäå � — ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (35), (36), (38).

Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4)–(9) grad J v� ( ) � 0
ñ ó÷åòîì (40) ïðèíèìàåò âèä

�
�

( , , ) ( , , ) ,x y t v x y t� �
1

0
2

( , )x y G� , t T�( , ]0 .

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà íåîáõîäèìî ïðè
ôèêñèðîâàííîì v ïîëó÷èòü ðåøåíèå äâóõ êðàåâûõ çàäà÷. Âíà÷àëå ñ ïîìîùüþ
ïðÿìîé çàäà÷è (4)–(6) ñëåäóåò îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u x y t( , , ), à çàòåì èç (35), (36),
(38) íàéòè çíà÷åíèå ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4)–(9) ìîæíî ïî-
ëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ãðàäèåíòíûå ìåòîäû [6, 23, 24], à òàêæå èçëîæåííóþ ðàíåå ìå-
òîäèêó ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî äâóõøàãîâûå ðàçíîñòíûå ñõåìû
ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü è äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè
ïðîöåññîâ äèôôóçèè (òåïëîïðîâîäíîñòè) â âèäå ïðÿìûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ äëÿ ìíîãîìåðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé äèôôóçèè ïðåäëîæåí ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé èäåþ
ðàñùåïëåíèÿ è ðåàëèçàöèþ ïîëó÷åííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ
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ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà. Ðàññìîòðåíû è èññëåäîâàíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ñõåì
ðàñùåïëåíèÿ, àïïðîêñèìàöèè è óñòîé÷èâîñòè ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïî íà-
÷àëüíûì äàííûì. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
èçó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ïðåäëîæåí èòåðà-
öèîííûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ
îïèñàííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé
äèôôóçèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé
ïàìÿòüþ ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìåííûå çàòðàòû.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ìàð÷óê Ã.È. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ïðîáëåìå îêðóæàþùåé ñðåäû. Ìîñêâà: Íàóêà,

1982. 320 ñ.

2. Åãîðîâ À.È. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå òåïëîâûìè è äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè. Ìîñêâà: Íàóêà,

1978. 463 ñ.

3. Åãîðîâ À.È. Îñíîâû òåîðèè óïðàâäåíèÿ. Ìîñêâà: Ôèçìàòãèç, 2004. 504 ñ.

4. Çãóðîâñêèé Ì.Ç., Ñêîïåöêèé Â.Â., Õðóù Â.Ê., Áåëÿåâ Í.Í. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ â îêðóæàþùåé ñðåäå. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1997. 368 ñ.

5. Ñåðãèåíêî È.Â., Ñêîïåöêèé Â.Â., Äåéíåêà Â.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èññëåäîâà-

íèå ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1991. 432 ñ.

6. Ñàìàðñêèé À.À., Âàáèùåâè÷ Ï.Í. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåïëîïåðåäà÷à. Ìîñêâà: Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ,

2003. 784 ñ.

7. Ñàóëüåâ Â.Ê. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ìåòîäîì ñåòîê. Ìîñêâà: Ôèç-

ìàòãèç, 1960. 324 ñ.

8. Samarskii A.A., Vabishchevich P.N. Numerical methods for solving inverse problems of

mathematical physics. Berlin: Walter de Gruyter, 2007. 438 p.

9. Vabishchevich P.N., Vasil’ev V.I. Computational algorithms for solving the coefficient inverse

problem for parabolic equations. Inverse Probl. Sci. Engin. 2016. Vol. 24, N 1. P. 42–59.

10. Âàáèùåâè÷ Ï.Í., Âàñèëüåâà Ì.Â., Âàñèëüåâ Â.È. Âû÷èñëèòåëüíàÿ èäåíòèôèêàöèÿ ïðàâîé

÷àñòè ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèçèêè. 2015. Ò. 55, ¹ 6.

Ñ. 1020–1027.

11. Ãîäóíîâ Ñ.Ê., Ðÿáåíüêèé Â.Ñ. Ðàçíîñòíûå ñõåìû. Ìîñêâà: Íàóêà, 1977. 440 ñ.

12. Àãîøêîâ Â.È. Ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé â çàäà÷àõ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ôèçèêè. Ìîñêâà: ÈÂÌ ÐÀÍ, 2004. 256 ñ.

13. Äåéíåêà Â.Ñ., Ñåðãèåíêî È.Â. Ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Êèåâ:

Íàóê. äóìêà, 2001. 606 ñ.

14. Èëüèí Â.Ï. Ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íîâîñèáèðñê: Èçä. ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, 2001. 318 ñ.

15. Vabishchevich P.N., Zakharov P.E. Explicit-implicit splitting schemes for parabolic equations and

systems. Numerical methods and applications. Springer, 2015. P. 157–166.

16. Ìàð÷óê Ã.È. Ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ. Ìîñêâà: Íàóêà, 1988. 264 c.

17. Gladky A.V. Stability of difference splitting schemes for convection diffusion equation. Cybernetics

and Systems Analysis. 2017. Vol. 53, N 2. P. 193–203.

18. Gladky A.V. Analysis of splitting algorithms in convection–diffusion problems. Cybernetics and

Systems Analysis. 2014. Vol. 50, N 4. P. 548–559.

19. Vabishchevich P.N. On a new class of additive (splitting) operator sub difference schemes. Math.

Comput. 2012. Vol. 81, N 277. P. 267–276.

20. Vabishchevich P.N. Flux-splitting schemes for parabolic problems. Computational Mathematics and

Mathematical Physics. 2012. Vol. 52, N 8. P. 1128–113.

21. Ñàìàðñêèé À.À., Ãóëèí À.Â. Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ìîñêâà: Íàóêà, 1973. 416 ñ.

22. Ìàð÷óê Ã.È., Àãîøêîâ Â.Í. Ââåäåíèå â ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû. Ìîñêâà: Íàóêà, 1981. 416 ñ.

132 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 6



23. Àëèôàíîâ Î.Ì. Ýêñòðåìàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ìîñêâà: Íàóêà, 1988.

288 ñ.

24. Âàñèëüåâ Ï.Ô. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ìîñêâà: Ôàêòîðèàë Ïðåññ, 2002. 824 ñ.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 08.02.2019

À.Â. Ãëàäêèé, Þ.À. Ãëàäêà
ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÑÕÅÌÓ ÐÎÇÙÅÏËÅÍÍß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÔÓÇ²¯ ÒÀ ÒÅÏËÎÏÐÎÂ²ÄÍÎÑÒ²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà îïòèì³çàö³¿
íåñòàö³îíàðíèõ ïðîöåñ³â äèôóç³¿ ³ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿ-
çàííÿ áàãàòîâèì³ðíèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äèôóç³¿ ³ òåïëîïðîâ³äíîñò³
çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä, ÿêèé âèêîðèñòîâóº ³äåþ ðîçùåïëåííÿ òà ðåàë³çàö³þ
îòðèìàíèõ ð³çíèöåâèõ ñõåì çà äîïîìîãîþ ÿâíèõ ñõåì íàñêð³çíîãî
ðîçðàõóíêó. Äîñë³äæåíî ïèòàííÿ ïîáóäîâè ð³çíèöåâèõ ñõåì ðîçùåïëåííÿ,
àïðîêñèìàö³¿ òà ñò³éêîñò³ çà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿ-
çàííÿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ äîñë³äæå-
íî äèôåðåíö³àëüí³ âëàñòèâîñò³ ôóíêö³îíàëà ÿêîñò³, çàïðîïîíîâàíî ³òå-
ðàö³éíèé àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿííÿ, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÷è-
ñåëüíèé ìåòîä, ìåòîäè ðîçùåïëåííÿ, ð³çíèöåâà ñõåìà, ñò³éê³ñòü.

A.V. Gladky, Y.A. Gladka
ABOUT ONE SPLITTING SCHEME FOR DIFFUSION AND HEAT CONDUCTION PROBLEMS

Abstract. The problem of mathematical modeling and optimization of diffusion
and heat conduction non-stationary processes is considered. An approach that
uses the idea of splitting and computation of the obtained difference schemes
using explicit schemes of running counting is proposed for the numerical
solution of multidimensional diffusion and heat conduction initial-boundary-value
problems. Construction of difference splitting schemes and approximation and
stability on the initial data are investigated. Differential properties of the quality
functional are analyzed for the numerical solution of the optimal control
problem for a parabolic equation. An iterative algorithm for determining the
optimal control is proposed.

Keywords: parabolic equation, optimal control problem, numerical method,
splitting methods, difference scheme, stability.
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