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Àííîòàöèÿ. Äëÿ áèïàðàáîëè÷åñêîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ è åãî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ âûïîëíåíû ïî-
ñòàíîâêè è ïîëó÷åíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåëî-
êàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ðàññìîòðåíû âàðèàíòû ïðÿìîé è îáðàò-
íîé ïîñòàíîâîê çàäà÷. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è ïðåäïî-
ëàãàåò ïîèñê âìåñòå ñ ðåøåíèåì èñõîäíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà òàêæå åãî íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòè, ôóíêöèî-
íàëüíî çàâèñÿùåé òîëüêî îò ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèïàðàáîëè÷åñêîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå, äðîáíî-äèô-
ôåðåíöèàëüíûé àíàëîã áèïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à, îáðàòíàÿ çàäà÷à, áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ôóíêöèé.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè, îñíîâàííîé íà ëè-
íåéíîì óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
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ãäå u — òåìïåðàòóðà, x En
 , � — îïåðàòîð Ëàïëàñà, � � 0 — ôèçè÷åñêàÿ êîí-
ñòàíòà, ïðåäïîëàãàþòñÿ òàêèå æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîöåññû, êàê áåñêî-
íå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé è ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïîòîêà
îò ãðàäèåíòà ïîëÿ, à òàêæå ýíåðãèè îò òåìïåðàòóðû [1–3]. Íàðóøåíèå óêàçàí-
íûõ óñëîâèé íå ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëó÷èòü
äîñòàòî÷íî êîððåêòíîå îïèñàíèå äèíàìèêè ïðîöåññîâ òåïëîìàññîïåðåíîñà è
ïðèâîäèò ê ðÿäó èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ [2–4]. Ïðè ýòîì íåêîòîðûìè àâòîðàìè
äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ áûëî ïðåäëîæåíî ãèïåðáîëè-
÷åñêîå óðàâíåíèå, ó÷èòûâàþùåå ðåëàêñàöèþ òåïëîâîãî ïîòîêà [3, 4], îäíàêî
(êàê îòìå÷åíî â [5]) çàìåíà óðàâíåíèÿ (1) óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
òðóäíîîáúÿñíèìà ñ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó âñå íåñòàöèî-
íàðíûå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûå âõîäÿò âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, íåèíâà-
ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ. Îòñóòñòâèå ó ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ îçíà-
÷àåò, ÷òî îíî íå îòîáðàæàåò îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ [5].

Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòàõ [5, 6] óêàçàíî íà îäíî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå
óðàâíåíèÿ (1)

Lu L u L u L L L� � � �� �1 1 2 2 2 1 10, , (2)

ãäå � �1 2, — äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ãàëèëåÿ G( , )1 3 , ïî-
ýòîìó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ äèôôóçèîííîãî òèïà,
íå çàâèñÿùèõ îò òîãî, â êàêèõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îíè íàáëþäàþòñÿ [5, 6].
Ñîãëàñíî ðàáîòå [5] óðàâíåíèå (2) íàçûâàåòñÿ áèïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì;
ïðè �1 1� , � 2 0� îíî ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ôóðüå. Áèïàðàáîëè-
÷åñêîå óðàâíåíèå íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëîñü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ
ýâîëþöèîííûõ ïðîöåññîâ â åñòåñòâîçíàíèè, â ÷àñòíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ îñîáåí-
íîñòåé äèíàìèêè äåôîðìèðóåìûõ âîäîíàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåä â ïðîöåññå
èõ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê [7–9].
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøîé èíòåðåñ ó èññëåäîâàòå-
ëåé âûçûâàåò òåîðèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà âî ôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ. Ýòî îáóñëîâëå-
íî òåì ôàêòîì, ÷òî ãåîôèçè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå óêàçûâàþò íà òî,
÷òî ãåîñðåäà íåëèíåéíà, áëî÷íà è íåðåäêî îáëàäàåò ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ìå-
õàíèçìû ïåðåíîñà â ñðåäàõ ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿþòñÿ àíîìàëüíûìè [10].
Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé ïðîöåññîâ ïåðåíîñà
â òàêèõ ñðåäàõ, îñíîâàííûé íà òåîðèè èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïî-
ðÿäêà [11–14], èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ è ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ íîâûõ îáëàñ-
òÿõ [15–23]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [23] ïðåäëîæåí äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûé
àíàëîã áèïàðàáîëè÷åñêîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (2), ÿâëÿþùèéñÿ åñòåñò-
âåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî áèïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ è ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àíîìàëüíîé äèíàìèêè òåï-
ëîâûõ è äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ ïðîòåêàíèÿ. Â ðàìêàõ
äàííîãî ïîäõîäà äëÿ ââåäåííîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ ðÿäà
çàäà÷, â ÷àñòíîñòè çàäà÷è òèïà Êîøè è êðàåâîé çàäà÷è íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå.
Êðîìå òîãî, â [23] ïðåäëîæåíà íîâàÿ (äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ) ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ àíîìàëüíîé äèíàìèêè ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â òðå-
ùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ, îñíîâàííàÿ íà óêàçàííîì àíàëîãå áèïàðàáîëè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå êðàòêî èçëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ çàìêíóòûõ ðå-
øåíèé íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (êàê
â ïðÿìîé, òàê è îáðàòíîé ïîñòàíîâêàõ) äëÿ áèïàðàáîëè÷åñêîãî ýâîëþöèîííîãî
óðàâíåíèÿ è åãî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ.

ÇÀÄÀ×À Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ
ÄËß ÁÈÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíèêå ( , ) ( , )0 1 0� T êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ
u x t( , ), óäîâëåòâîðÿþùóþ áèïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

( ) ( , )L L u x tr� �� 2 0, (3)

íåñàìîñîïðÿæåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u t u t( , ) ( , )0 1� , u tx ( , )0 0� , u t u txx xx( , ) ( , )0 1� , u txxx ( , )0 0� , t T
[ , ]0 , (4)

è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
u x x( , ) ( )0 � � , � �u xt ( , )0 0, x 
[ , ]0 1 , (5)

ãäå L
t x

L LL�
�

�
�

�

�
�� 2

2

2

2, , � 2 , �r — âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, �( )x — çà-

äàííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (3)–(5) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u x t Cx t T( , ) ( ),
( , )
 4 2 � ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (3) è óñëîâèÿì (4), (5), ãäå

C u x t u u u u u u u ux t T x xx xxx xxxx t tx,
( , ) ( ) ( , ) : , , , , , , ,4 2 � � { txx tt Tu C, ( )
 � },

�T x t x t T� � � � �{ }( , ): ,0 1 0 .

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èùåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñïåöèàëüíî
âûáðàííîìó áàçèñó èç ñèñòåìû ôóíêöèé [24]

X x X x x X x x x kk k k k k0 2 1 21 2( ) , ( ) cos ( ), ( ) sin ( ),� � � �� � � � � ( , , ).k �1 2 � (6)

Âìåñòå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

Y x x Y x x x Y xk k k0 2 1 22 1 4 1 4( ) ( ), ( ) ( )cos ( ), ( ) sin (� � � � �� � � k x) ( , , )k �1 2 � (7)

ýòè ñèñòåìû îáðàçóþò áèîðòîãîíàëüíóþ íà èíòåðâàëå ( , )0 1 ñèñòåìó ôóíêöèé è
ëþáóþ ôóíêöèþ èç L2 0 1( , ) ìîæíî ðàçëîæèòü â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä [24, 25].
Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ u x t( , ) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä âèäà
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ãäå

u t u x t Y x0 0( ) ( ( , ), ( ))� , u t u x t Y xk k2 1 2 1� ��( ) ( ( , ), ( )),

u t u x t Y xk k2 2( ) ( ( , ), ( ))� ( , , )k �1 2 � ,

( , )f g — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2 0 1( , ).

Ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è �( )x â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä
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ãäå � �k kx Y x� ( ( ), ( )) ( , , , )k � 0 1 2 � , è ïðèìåíÿÿ ôîðìàëüíóþ ñõåìó ìåòîäà
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì èç (3)–(5) äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ u tk ( ) ( , , , )k � 0 1 2 � òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ Êîøè:
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u uk k k2 1 2 1 2 10 0 0� � �� � �( ) , ( )� ( , , )k �1 2 � . (11)
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2 22 2� � �� � � ( , , )k �1 2 � .

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [26] ðåøåíèÿ çàäà÷ (9)–(11) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

u t0 0( ) � � , (12)

u t tk k k2 2( ) ( )� � 
 ( , , )k �1 2 � , (13)

u t t R tk k k k2 1 2 1� �� �( ) ( ) ( )� 
 ( , , )k �1 2 � , (14)
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Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè (8), (12)–(16). Ïðè ýòîì íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî â [27] ïîä-
õîäà íåòðóäíî äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü âñòðå÷àþùèõñÿ ðÿäîâ è, òà-
êèì îáðàçîì, óñòàíîâèòü íàëè÷èå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è:

u x t Cx t T( , ) ( ),
( , )
 4 2 � . Àíàëîãè÷íî ìåòîäèêå ðàáîòû [27] äîêàçûâàåòñÿ òàêæå

åäèíñòâåííîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.
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ÇÀÄÀ×À Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÄËß
ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÎÃÀ ÁÈÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíèêå ( , ) ( , )0 1 0� T êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ
u x t( , ), óäîâëåòâîðÿþùóþ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó àíàëîãó áèïàðàáîëè÷åñ-
êîãî óðàâíåíèÿ [23]

( ) ( , )L L u x tr1 1
2 0� �� , (17)

ãðàíè÷íûì

u t u t u t u t u t u tx xx xx xxx( , ) ( , ), ( , ) , ( , ) ( , ), ( ,0 1 0 0 0 1 0� � � ) , [ , ],� 
0 0t T (18)

è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u x x D u x xt( , ) ( ), ( , ) , [ , ]( )0 0 0 0 1� � 
� � , (19)

ãäå L D
x

t1
2

2

2
� �

�

�

( )� � , L L L
1
2

1 1� , Dt
( )� — îïåðàòîð äðîáíîé ïðîèçâîäíîé

Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà [12–14] ïî ïåðåìåííîé t ïîðÿäêà � ( )0 1� �� .

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (17)–(19) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u x t Cx t T( , ) ( ),
( , )
 4 2� � ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (17) è óñëîâèÿì (18), (19), ãäå

Cx t T,
( , ) ( )4 2� � �

� {u x t u u u u u D u D u D ux xx xxx xxxx t t x t( , ): , , , , , , ,( ) ( ) ( )� � �
xx t t TD D u C, ( )( ) ( )� � 
 � }.

Àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èùåì

â âèäå áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿäà (8). Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ êîýôôèöèåí-

òîâ u tk ( ) ( , , , )k � 0 1 2 � äàííîãî ðÿäà èç (17)–(19) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè çàäà÷:

� � � �
r t t tD D u t D u t( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0� � , u0 00( ) � � , D ut

( ) ( )�
0 0 0� , (20)

� 	� � �
k t t k t k k kD D u t D u t u t( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 0� � � ,

u k k2 20( ) � � , D ut k
( ) ( ) ,�

2 0 0� (21)

� 	� � �
k t t k t k k kD D u t D u t u t G u( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (2 1 2 1 2 1 2� � �� � � k t( )),

u k k2 1 2 10� ��( ) � , D ut k
( ) ( )�

2 1 0 0� � , (22)

ãäå

G u t u t D u tk k k k t kk
( ( )) ( ( ) ( ))( )

2
2

2 22 2� �� � � � ( , , )k �1 2 � .

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (20)–(22) ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèîííîãî ìåòîäà
àíàëîãè÷íî [23]. Îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå âûêëàäêè, îêîí÷àòåëüíî èìååì

u t0 0( ) � � , (23)

u t p tk k k2 2( ) ( )( )� � � ( , , )k �1 2 � , (24)

u t p t r tk k k k2 1 2 1� �� �( ) ( ) ( )( ) ( )� � � ( , , )k �1 2 � , (25)

ãäå

p t E t E
k r k k r k

r

( ) ( ) ( ) ( )�
�

�
�� � � � � � � �

�
� �� � � � � �1

12 2 2 2 2 2 2
k

t2�

�
��

�

	




�

�
�
�

�

	





� , (26)
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r t
k k k
( ) ( )� � � �� �2 2

2

� � � � �
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t E t Er k k r k
r
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� �
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�

( ) ( )
, ,

1
12 2

1
2 2 2 2 2

1
2 �
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��
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�
 

! 
� � �2 2

k
t

� � � � �
�

�
��

�

	




�

�
�
�

�

	





�

�
�

�
� � �

�
� ��

�
�

�
r k

r
k

E t E t( )2 2 2 21

�
�
"
#
 

$ 
, (27)

ãäå E z� ( ) — ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [12–14], E z
� �
�

,
( ) — îáîá-

ùåííàÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [19, 28, 29].
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (8), (23)–(27) îïðåäåëÿþò ôîðìàëüíîå ðåøåíèå

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (17)–(19). Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî
óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ ðÿäîâ.

Ñ ó÷åòîì èçâåñòíîé îöåíêè äëÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [28]
èìååì

� �
 �

� �

 �t E t M| ( )|
,

� � ( , )t % �0 0� , (28)

ãäå 0 2� �� , � 
R, 
 �1 2, , M M� �( , )� � 0, ïîëó÷àåì èç (24), (26) ñëåäóþ-
ùóþ îöåíêó:

| ( )| | |u t
M

k k

k

2 2
1

2
� �

�
( , , ,k M� �1 2 01� , t t% �0 0). (29)

Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (28), èç ñîîòíîøåíèÿ (27) íàõîäèì

| ( )| | |( )r t
M

k k
k

� �
�

� 2
2 ( , , ,k M� �1 2 02� , t t% �0 0). (30)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (29), (30) èç ñîîòíîøåíèé (25) ïîëó÷àåì îöåíêó

| ( )| |u t
M L

k k

k

k
k

2 1 2 1 2 2� �� ��
�

�
�

( , , , ,k M L� �1 2 0� , t t% �0 0). (31)

Íàëîæèâ íà ôóíêöèþ �( )x äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â âèäå

�( ) [ , ]x C
 5 0 1 , � � ��� �� �( ) ( )0 0 0, � �( ) ( )0 1� , �� � ��� �( ) ( )0 1 , � �( ) ( )( ) ( )4 40 1� ,

ïÿòèêðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì â âûðàæåíèè � �2 2k kx Y x� ( ( ), ( ))

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå �
�

�2 5

5
2

4
k

k

kx Y x� ( ( ), ( ))( ) ( , , )k �1 2 � .

Îòñþäà èìååì �
�

2 5

1
k

k

O�
�

�

�
�

�

	






( )k & � . Ïðè ýòîì äëÿ �2 1k� ñïðàâåäëèâà òàêàÿ

æå îöåíêà: �
�

2 1 5

1
k

k

O� �
�

�

�
�

�

	






( )k & � . Ñ ó÷åòîì ýòèõ îöåíîê è ñîîòíîøåíèé

(29), (31) íà îñíîâàíèè ìàæîðàíòíîãî ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà çàêëþ÷àåì, ÷òî
ðÿäû â (8) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îáëàñòè �T è ôóíêöèÿ u x t( , )
íåïðåðûâíà â ýòîé îáëàñòè u x t C T( , ) ( )
 � . Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ è
ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ èç ïðîèçâîäíûõ u x t( , ). Íàïðèìåð, äëÿ ïðîèç-
âîäíîé 4-ãî ïîðÿäêà ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé

�

�
� � �� �

�

�

�
4

4

4
2 1 2 1

1

2
4

2 4
u

x
u t X x u t X x

k k k

k

k k k� �( ) ( ) ( )[ ( ) �
k k

k

X x3
2 1

1

�
�

�

� ( )] (32)

èìååì (ñ ó÷åòîì (29), (31)) ñëåäóþùèå îöåíêè:
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�
�

� � � �
k k

k

k k
k

k

u t
C C C4

2 1

4

5

1

2

2

2
| ( )|� � �

�

�

�
�

�

	





� ( , , , )k C� �1 2 0� , (33)

� �
� �

k k k

k k

u t
N N3

2
3

7 4
| ( )|� � , �

�
k k

k

u t
N4

2 3
| ( )|� ( , , , )k N� �1 2 0� . (34)

Èç îöåíîê (33), (34) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â ñîîòíîøå-

íèè (32) è ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ
�

�



4

4

u

x
C T( )� .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íàéäåííîå âûøå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

åäèíñòâåííî, ïîñêîëüêó, åñëè ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ u u1 2, äàííîé

çàäà÷è, äëÿ u u u� �1 2 èìååì çàäà÷ó âèäà (17)–(19) ïðè �( )x � 0 ( [ , ])x 
 0 1 . Òîãäà

� �k kx Y x� �( ( ), ( )) 0 ( , , , )k � 0 1 2 � è èç ñîîòíîøåíèé (23)–(25), (27) ïîëó÷àåì,

÷òî u t u tk0 0( ) ( )� � ( , , , )0 1 2� � �t T k � . Ïðè ýòîì ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (8)

èìååì u x t( , ) � 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî.

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÄËß
ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÎÃÀ ÁÈÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè ( , ) ( , )0 1 0� T çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè f x( ) äëÿ
äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëîãà áèïàðàáîëè÷åñêîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ

( ) ( , ) ( )L L U x t f xr1 1
2� �� (35)

è åãî ðåøåíèÿ U x t( , ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

U t U t U tx( , ) ( , ), ( , )0 1 0 0� � , U t U txx xx( , ) ( , )0 1� , U txxx ( , )0 0� , t T
[ , ],0 (36)

U x x D U xt( , ) ( ), ( , )( )0 0 0� �� � , U x T h x( , ) ( ),� x 
[ , ]0 1 , (37)

ãäå �( ), ( )x h x — çàäàííûå ôóíêöèè íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ óñëîâèé.

Ïîä ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (35)–(37) áóäåì ïîíèìàòü ïàðó ôóíêöèé

{ }U x t f x( , ), ( ) , ãäå U x t Cx t T( , ) ( ),
( , )
 4 2� � , f x C( ) [ , ]
 0 1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâ-

íåíèþ (35) è êðàåâûì óñëîâèÿì (36), (37).

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèé â áèîðòîãî-
íàëüíûå ðÿäû:

U x t U t X x U t X x U t Xk k

k

k k( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � �� �
�

�

�0 0 2 1 2 1

1

2 2 x

k

)

�

�

�
1

, (38)

f x f X x f X x f X xk k

k

k k

k

( ) ( ) ( ) ( )� � �� �
�

�

�

�

� �0 0 2 1 2 1

1

2 2

1

, (39)

ãäå f f x Y xk k� ( ( ), ( )) ( , , , )k � 0 1 2 � è ñèñòåìû X x Y xk k( ), ( ) ( , , , )k � 0 1 2 �

îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (6), (7) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàçëîæèâ â áèîðòîãîíàëüíûå ðÿäû òàêæå ôóíêöèè íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ
óñëîâèé �( )x è h x( ),

� � �
( )

( )
( )

x

h x h
X x

h

k

kk

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�

��0
0

2 1

2 11

�

�
�

�

� ��
�

�
�

�

�
�X x

h
X xk

k

kk

k2 1
2

21

2( ) ( )
�

, (40)

ãäå � �k kx Y x� ( ( ), ( )) ( , , , )k � 0 1 2 � , èç (35)–(37) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (40)
ïîëó÷àåì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷:

� � � �
r t t tD D U t D U t f( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0� � , U 0 00( ) � � , D Ut

( ) ( )�
0 0 0� , (41)
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� 	
�

�

� � �
k t t k t k k k

k

r
kD D U t D U t U t f( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2� � � , U k k2 20( ) � � ,

D Ut k
( ) ( )�

2 0 0� ( , , )k �1 2 � , (42)

� 	
�

�

� � �
k t t k t k k k

k

r

D D U t D U t U t( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1� � �� � � f G U tk k2 1 2� � ( ( )),

U D uk k t k2 1 2 1 2 10 0 0� � �� �( ) , ( )( )� � ( , , )k �1 2 � , (43)

ãäå

G U t U t D U tk k k k t k( ( )) ( ( ) ( ))( )
2

2
2 22 2� �� � � � ( , , )k �1 2 � .

Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ U x T h x x( , ) ( ) ( [ , ])� 
 0 1 ñ ó÷åòîì (38), (40) íàõîäèì

U T h U T hk k0 0( ) , ( )� � ( , , )k �1 2 � . (44)

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (41)–(43) îòûñêèâàåì ñ ïîìîùüþ îïåðàöèîííîãî ìåòîäà [13, 14].
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

U t f
t

E
t

r r
0 0 0

2

2 1( ) ,� � �
�

�

�
�

�

	




��

� �

�

� �

�

, (45)

U t u t f tk k k k2 2 2( ) ( ) ( )( )� � ' � ( , , )k �1 2 � , (46)

U t u t f tk k k k2 1 2 1 2 1� � �� �( ) ( ) ( )( )' � ( , , )k �1 2 � , (47)

ãäå u t u tk k2 2 1( ), ( )� çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (24)–(27), à ôóíêöèÿ '
k

t( ) ( )�

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

'
k k

r
k

t t E t E( )
, ,( ) ( )� �

� �
�

� �� �
�

� �� � � � �
�

�
��

�

	
� �1

2 2
1

2 21




�

�
�
�

�

	





�

�
�

�

�
�t �

(çäåñü E z� �, ( ) — äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [28, 29]).
Èç óñëîâèé (44) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (45)–(47) íàõîäèì íåèçâåñòíûå

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè f x( ) â âèäå

f
h

T E
T

r

r

0
0 0

2
2 1

�
�

�
�

�

�
�

�

	




�

( )

,

� �

�

�
� �

�
, f

h u T

T
k

k k

k

�
� ( )

( )( )' �
( , , )k �1 2 � . (48)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè (38), (39), (45)–(48).

Íàëîæèì íà ôóíêöèþ h x x( ) ( [ , ])
 0 1 òå æå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è âûøå äëÿ
ôóíêöèè �( ) ( [ , ])x x 
 0 1 . Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (48) ñ ó÷åòîì (28) ïîëó÷àåì

îöåíêè f f Ok k

k

2 2 1 3

1
, � �

�

�

�
�

�

	




�

( )k & � , èç êîòîðûõ ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ è ðàâíî-

ìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà îòðåçêå [ , ]0 1 ðÿäîâ â ðàçëîæåíèè (39), à òàêæå
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f x( ) ïðè x 
[ , ]0 1 . Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèé (46), (47)
ñ ó÷åòîì (29), (31) óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü ïðè t t% �0 0 ñëåäóþùèõ
ñîîòíîøåíèé:

| ( )|U t
L

k

k

2 1
1

5� �
�

, | ( )|U t
L

k

k

2
2

5
�

�
( , , , , )k L L� �1 2 01 2� . (49)

Èç îöåíîê (49) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü â îáëàñòè �T ðÿäîâ â ñîîòíîøåíèè (38). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì
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U x t C T( , ) ( )
 � . Ôàêò íàëè÷èÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ áèïàðàáîëè÷åñêîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è
åãî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ âûïîëíåíû ïîñòàíîâêè è ïîëó÷åíû
çàìêíóòûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. Ðàññìîòðåíû êàê ïðÿìàÿ, òàê è îáðàòíàÿ íåëîêàëüíûå çàäà÷è äëÿ
äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëîãà ñòàíäàðòíîãî áèïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò ïî-
èñê âìåñòå ñ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà òàêæå åãî íå-
èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòè, ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿùåé òîëüêî îò ãåîìåòðè÷åñêîé
ïåðåìåííîé.
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Àíîòàö³ÿ. Äëÿ á³ïàðàáîë³÷íîãî åâîëþö³éíîãî ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè
ïîõ³äíèìè òà éîãî äðîáîâî-äèôåðåíö³éíîãî óçàãàëüíåííÿ âèêîíàíî ïîñòà-
íîâêè òà îäåðæàíî çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè äåÿêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåëîêàëüíè-
ìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Ðîçãëÿíóòî âàð³àíòè ïðÿìî¿ òà îáåðíåíî¿ ïîñòàíî-
âîê çàäà÷. Ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà îáåðíåíî¿ çàäà÷³ ïåðåäáà÷àº ïîøóê
ðàçîì ç ðîçâ’ÿçêîì âèõ³äíîãî ³íòåãðî-äèôåðåíö³éíîãî ð³âíÿííÿ äðîáîâîãî
ïîðÿäêó òàêîæ éîãî íåâ³äîìî¿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè, ÿêà ôóíêö³îíàëüíî çàëåæèòü
ëèøå â³ä ãåîìåòðè÷íî¿ çì³ííî¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: á³ïàðàáîë³÷íå ýâîëþö³éíå ð³âíÿííÿ, äðîáîâî-äèôå-
ðåíö³éíèé àíàëîã á³ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ, íåëîêàëüíà êðàéîâà çàäà÷à, çâî-
ðîòíÿ çàäà÷à, á³îðòîãîíàëüí³ ñèñòåìè ôóíêö³é.

V.M. Bulavatsky
SOME NONLOCAL BOUNDARY-VALUE PROBLEMS FOR BIPARABOLIC
EVOLUTION EQUATION AND ITS FRACTIONAL DIFFERENTIAL ANALOGUEE

Abstract. For biparabolic evolution partial differential equation and its fractional
differential generalization, statements are made and closed form solutions of
some boundary-value problems with nonlocal boundary conditions are obtained.
Variants of direct and inverse problem statements are considered. The
mathematical formulation of the inverse problem involves the search together
with the solution of the original integro-differential equation of fractional order
also its unknown right-hand side that depends functionally only on the geometric
variable.

Keywords: biparabolic evolution equation, fractional-differential analogue of
biparabolic equation, nonlocal boundary value problem, inverse problem,
biorthogonal systems of functions.
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