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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí íîâûé âàðèàíò ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûìè è
ëèïøèöåâûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Â ìåòîäå èñïîëüçîâàíî ðàñõîæäåíèå (ðàññòî-
ÿíèå) Áðýãìàíà âìåñòî åâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ è íîâàÿ ðåãóëèðîâêà âåëè÷è-
íû øàãà, íå òðåáóþùàÿ çíàíèÿ êîíñòàíòû Ëèïøèöà äëÿ îïåðàòîðà. Â îòëè-
÷èå îò ïðèìåíÿâøèõñÿ ðàíåå ïðàâèë âûáîðà âåëè÷èíû øàãà â ïðåäëàãàåìîì
ìåòîäå íå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé îïåðàòîðà
è ïðîêñ-îòîáðàæåíèÿ. Äîêàçàíà òåîðåìà ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, ïñåâäîìîíîòîííîñòü, óñëîâèå
Ëèïøèöà, ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä, ðàñõîæäåíèå Áðýãìàíà, ñõîäèìîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîãèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî çàïè-

ñàòü â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ [1, 2]. Îñîáåííî îíè ïîïóëÿðíû â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå, ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ïîòî-

êîâ è òåîðèè èãð [2]. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðåäëîæåíî

ìíîæåñòâî ìåòîäîâ [3–11]. Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîÿâëåíèåì ãåíåðèðóþùèõ ñîñòÿçà-

òåëüíûõ íåéðîííûõ ñåòåé (generative adversarial network, GAN) èíòåðåñ ê àëãî-

ðèòìàì ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ âîçíèê è â ñðåäå ñïåöèàëèñòîâ

â îáëàñòè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [12].

Íàèáîëåå èçâåñòíûì îáîáùåíèåì ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà äëÿ âàðèàöèîí-

íûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä Ã.Ì. Êîðïåëåâè÷ [13]. Èññëå-

äîâàíèþ ýòîãî àëãîðèòìà ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé [14–19].

Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàëèñü ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà Ã.Ì. Êîðïåëåâè÷ ñ îäíèì ìåò-

ðè÷åñêèì ïðîåêòèðîâàíèåì íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî [16, 17]. Äëÿ âàðèàöèîííûõ

íåðàâåíñòâ îäíèì èç ñîâðåìåííûõ âàðèàíòîâ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ

ïðîêñèìàëüíûé çåðêàëüíûé ìåòîä À.Ñ. Íåìèðîâñêîãî [18], êîòîðûé ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê âàðèàíò ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ñ ïðîåêòèðîâàíèåì, ïîíèìàå-

ìûì â ñìûñëå ðàñõîæäåíèÿ Áðýãìàíà. Îí ïîçâîëÿåò èíîãäà õîðîøî ó÷èòûâàòü

ñòðóêòóðó äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëÿ ñèìïëåêñà â êà÷åñòâå

ðàññòîÿíèÿ ìîæíî âûáðàòü ðàñõîæäåíèå Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà (ðàñõîæäåíèå Áðýã-

ìàíà, ïîñòðîåííîå ïî îòðèöàòåëüíîé ýíòðîïèè) è ïîëó÷èòü ÿâíî âû÷èñëÿåìûé

îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñèìïëåêñ.

Òàêæå çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ìåòîä äâîéñòâåííîé ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ ðåøåíèÿ

âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, ïðåäëîæåííûé Þ.Å. Íåñòåðîâûì [6]. Îòìåòèì è îáîá-

ùåííûé ìåòîä ýëëèïñîèäîâ [5] äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ äóàëüíûõ âàðèàöèîí-

íûõ íåðàâåíñòâ ñ õàðàêòåðîì ñõîäèìîñòè, çàâèñÿùèì òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà. Â ïóáëèêàöèÿõ [20–22] èññëåäîâàíû äâóõýòàïíûå ïðîêñèìàëüíûå çåð-

êàëüíûå ìåòîäû — ìîäèôèêàöèè äâóõýòàïíîãî ïðîêñèìàëüíîãî àëãîðèòìà [23]

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñõîæäåíèÿ Áðýãìàíà âìåñòî åâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòåé [19–22] è ïîñâÿùåíà èçó÷å-

íèþ áðýãìàíîâñêîãî ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà [18] ñ íîâîé ýêîíîìíîé ðåãóëè-

ðîâêîé øàãà, íå òðåáóþùåé çíàíèÿ êîíñòàíòû Ëèïøèöà äëÿ îïåðàòîðà. Â îòëè-
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÷èå îò ïðèìåíÿâøèõñÿ ðàíåå ïðàâèë âûáîðà âåëè÷èíû øàãà [14, 16–18] â ïðåäëà-

ãàåìîì ìåòîäå íå ïðîâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé îïåðàòîðà

è ïðîêñ-îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûìè

è ëèïøèöåâûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì íîð-

ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, äîêàçàíà òåîðåìà ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Ïóñòü E — êîíå÷íîìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé | | | |�

(íå îáÿçàòåëüíî åâêëèäîâîé). Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì E� . Äëÿ

a E� � è b E� áóäåì îáîçíà÷àòü ( , )a b çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè a â òî÷êå b.

Äâîéñòâåííàÿ íîðìà | | | |� � íà E� îïðåäåëåíà ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì:

| | | | max ( , ): | | | |a a b b� � �{ }1 , îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Øâàð-

öà ( , ) | | | | | | | |a b a b� � äëÿ âñåõ a E� � , b E� .

Ïóñòü C — íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà E , A — îïåðàòîð, äåéñòâó-

þùèé èç E â E� . Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî

íàéòè x C� : ( , )Ax y x� � 0 	 �y C , (1)

ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîãî îáîçíà÷èì S .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:


 ìíîæåñòâî C E� âûïóêëîå è çàìêíóòîå;


 îïåðàòîð A E E: � � ïñåâäîìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé ñ êîíñòàíòîé

L 
 0 íà C ;


 ìíîæåñòâî S íå ïóñòî.

Çàìå÷àíèå 1. Ïñåâäîìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A íà ìíîæåñòâå C çàêëþ÷àåò-

ñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âñåõ x, y C� èç ( , )Ax y x� � 0 ñëåäóåò ( , )Ay y x� � 0.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè àëãîðèòìà êîíñòðóêöèè. Ïóñòü

ôóíêöèÿ � : E � � � ��� � { } óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:


 int dom � � E — íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî;


 � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà int dom �;


 åñëè int dom bd dom� �� � �x xn , òî | | ( ) | |� � ���� xn ;


 � ñèëüíî âûïóêëà îòíîñèòåëüíî íîðìû || | |� ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóê-

ëîñòè � 
 0:

� � �
�

( ) ( ) ( ( ), ) | | | |a b b a b a b� � � � � �
2

2 	 �a dom �, b� int dom �.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè � ðàñõîæäåíèå Áðýãìàíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé [24]

V a b a b b a b( , ) ( ) ( ) ( ( ), )� � � � �� � � 	 �a dom �, b� int dom �.

Çàìå÷àíèå 2. Èíîãäà ðàñõîæäåíèå Áðýãìàíà íàçûâàþò ðàññòîÿíèåì [18, 20, 24],

îäíàêî ýòî æàðãîí: èç àêñèîì ìåòðèêè äëÿ V â îáùåì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ òîëü-

êî V x y x y( , ) � � �0 .

Ïðèìåðû ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ðàñõîæäåíèé Áðýãìàíà ïðèâåäåíû â [24]. Ðàñ-

ñìîòðèì òîëüêî äâà îñíîâíûõ. Ïðè �( ) | | | |� � �
1

2 2

2
, ãäå | | | |� 2 — åâêëèäîâà íîðìà,

èìååìV x y x y( , ) | | | |� �
1

2 2

2
. À äëÿ íåîòðèöàòåëüíîãî îðòàíòà � �� � � �m m

ix x{ }: 0

è ôóíêöèè îòðèöàòåëüíîé ýíòðîïèè �( ) lnx x xi i

i

m

�
�
�

1

(îíà ñèëüíî âûïóêëà ñ êîí-
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ñòàíòîé 1 îòíîñèòåëüíî � 1-íîðìû íà ñèìïëåêñå S x x xm
m

i ii

m� � � �
��{ }� : ,0 1

1
)

ïîëó÷àåì ðàñõîæäåíèå (ðàññòîÿíèå) Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà

V x y x x y x yi i i

i

m

i i

i

m

( , ) ln ( / ) ( )� � �
� �
� �

1 1

, x m� �� , y m m� �� �� �= int ( ).

Èìååò ìåñòî ïîëåçíîå òðåõòî÷å÷íîå òîæäåñòâî [24]:

V a c V a b V b c b c a b( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ), )� � � � �� �� � . (2)

Èç ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè � ñëåäóåò îöåíêà

V a b a b( , ) | | | |� �
�

2

2 	 �a dom �, b� int dom �.
(3)

Ïóñòü K � dom � — íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì

K � ��int dom � . Ðàññìîòðèì ñèëüíî âûïóêëûå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âèäà

P a a y x V y x a Ex
K

y K
( ) arg min ( , ) ( , )� � � � 	 �

�

�{ } , x � int dom �. (4)

Èçâåñòíî [24], ÷òî çàäà÷à (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z K� � int dom �,

ïðè÷åì

� � � � �� � �( , ) ( ( ) ( ), )a y z z x y z� � 0 	 �y K . (5)

Îòîáðàæåíèå P E Kx
K : int� � � dom � íàçûâàþò ïðîêñ-îòîáðàæåíèåì.

Çàìå÷àíèå 3. Òî÷êà P ax
K ( ) â åâêëèäîâîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé

ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé P x a y x aK
y K

( ) arg min | | ( ) | |� � � �
�

2 .

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ ñèìïëåêñà S x x xm
m

i ii

m� � � �
��{ }� : ,0 1

1
è ðàñõîæäå-

íèÿ Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà èìååì [24]

P a
x e

x e

x e

x e

x
x
S

a

j
a

j

m

a

j
a

j

m

mm

j j

( ) , , ,�
�

�

�
�
�
�

� �
� �

1

1

2

1

1 2

�
e

x e

a

j
a

j

m

m

j

�
�

�

�

�
�
�
�

1

, a m�� , x S m�ri ( ).

Îïèøåì ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1).

Àëãîðèòì 1. Ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ ðàñõîæäåíèåì Áðýãìàíà è ìî-
íîòîííîé ðåãóëèðîâêîé âåëè÷èíû øàãà.

Âûáèðàåì ýëåìåíò x1 � int dom �, � ��( , )0 è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî �1. Ïîëà-

ãàåì n �1.

Øàã 1. Âû÷èñëèòü y P Axn x

C
n n

n

� �( )� .

Øàã 2. Åñëè y xn n� , òî ÑÒÎÏ, èíà÷å âû÷èñëèòü x P Ayn x

C
n n

n
� � �1 ( )� .

Øàã 3. Âû÷èñëèòü

�
� �

�n
n

n n

n n

V y x

Ay Ax
A

� �
� �

�
�
 

! 

"
#
 

$ 1

2
min ,

( , )

| | | |
, åñëè x Ayn n

n

�
�

�
 

!
 

,

� èíà å.�

(6)

Ïîëîæèòü n n:� �1 è ïåðåéòè ê øàãó 1.

Çàìå÷àíèå 5. Â îòëè÷èå îò ïðàâèë âûáîðà � n èç [14, 16–18] â (6) íå ïðîâîäèòñÿ

äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé îïåðàòîðà A è ïðîêñ-îòîáðàæåíèÿ P
x

C

n

.
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Çàìå÷àíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )� n íåóáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åíà ñíèçó

÷èñëîì min ,�
�

1
L

�
�
!

"
#
$

. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò lim
n

n
��


� 0 .

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè �( ) | | | |� � �
1

2 2

2
, òî àëãîðèòì 1 ïðèíèìàåò âèä ýêñòðàãðàäè-

åíòíîãî ìåòîäà ñ ïðîñòîé ìîíîòîííîé ðåãóëèðîâêîé âåëè÷èíû øàãà:

y P x Axn C n n n� �( )� ,

x P x Ayn C n n n� � �1 ( )� ,

�
� �

n
n

n n

n n
n

x y

Ax Ay
Ax A

� �
�

�

�
�
!

"
#
$

�
1

2

2

min ,
| | | |

| | | |
, åñëè yn

n

,

� èíà å,�

�

�
 

!
 

ãäå ��( , )0 1 , �1 0
 . Äàííàÿ ðåãóëèðîâêà ïðåäëîæåíà â [11] äëÿ àëãîðèòìà

Tseng’à [3].

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n�� â àëãîðèòìå 1 èìååì y xn n� , òî x Sn � . Äåéñòâè-

òåëüíî, òîãäà y P Axn x

C
n n

n

� �( )� . Èç íåðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò

( , )
( ( ) ( ), )

( , )Ax y x
x x y x

Ax y xn n
n n n

n
n n� �

� �� �
� � �

� �

�
0 	 �y C ,

ò.å. x Sn � .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ n�� óñëîâèå îñòàíîâà íà øàãå 2 íå âûïîëíÿåò-

ñÿ, è ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà 1.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÎ

Äîêàæåì âàæíóþ îöåíêó, ñâÿçûâàþùóþ ðàñõîæäåíèÿ Áðýãìàíà ìåæäó ïîðîæäåí-

íûìè àëãîðèòìîì 1 òî÷êàìè è ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé S .

Ëåììà 1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )yn , ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìîì 1,

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

V z x V z x V y xn n
n

n n
n( , ) ( , ) ( , )� � � �

�

�
��

�

�
�� � � �

�

�
��1 1 1

�

�

�

�

�

�
�� � �V x yn n( , )1 , (7)

ãäå z S� , � � � �n n n� �( / )1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z S� . Çàïèøåì òðåõòî÷å÷íîå òîæäåñòâî (2)

V z x V z x V x x x x xn n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ),� � � �� � � � ��1 1 1 1� � � z). (8)

Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷åê xn�1 è (5) ñëåäóåò

� � �n n n n n nAy z x x x z x( , ) ( ( ) ( ), )� � � �� � �� � �1 1 1 0 . (9)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (9) äëÿ îöåíêè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â (8), ïîëó÷àåì

V z x V z x V x x Ay z xn n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � �� � � �1 1 1� . (10)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (10) ïðåäñòàâèì â âèäå

V x x V x y V y x y x xn n n n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ),� � �� � � � ��1 1 1� � � yn ).

Ïîëó÷àåì

V z x V z x V x y V y xn n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� �� � � �1 1

� � � �� � � ��( ( ) ( ), ) ( , )� � � �x Ay y x y Ay z yn n n n n n n n n1 .

40 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 3



Èç ïñåâäîìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà A ñëåäóåò ( , )Ay z yn n� � 0. Òàêèì

îáðàçîì,

V z x V z x V x y V y xn n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� �� � � �1 1

� � � �� ��( ( ) ( ), )� � �x Ay y x yn n n n n n1 . (11)

Ïîñêîëüêó x Cn� �1 , òî

( ( ) ( ), ) ( ( ) ( )� � �� � � � � ���� � � � � �x Ay y x y x Ax yn n n n n n n n n n1 , )x yn n�

�

� �1

0

� �������� ��������

� � � � � �� �� �n n n n n n n n n nAx Ay x y Ax Ay x y( , ) ( , )1 1 . (12)

Ó÷èòûâàÿ (12) â (11), ïîëó÷àåì

V z x V z x V x y V y x Ax Ay xn n n n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,� �� � � � �1 1 � n ny� �1 ). (13)

Òåïåðü îöåíèì ñëàãàåìîå � n n n n nAx Ay x y( , )� ��1 ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3).

Èìååì

� �n n n n n n n n n nAx Ay x y Ax Ay x y( , ) | | | | | | | |� � � � � �� � �1 1

� �
�

�
2

1
1

�

�

�
�n

n
n n n nV y x V x y( , ) ( , )

�

�

�

�

n
n n

n
n nV y x V x y( , ) ( , )� �1 . (14)

Ïðèìåíèâ (14) â (13), ïîëó÷èì

V z x V z x V x y V y xn n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� �� � � �1 1

� � ��
�

�

�

�

n
n n

n
n nV y x V x y( , ) ( , )1

� � �
�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
���V z x V x y V yn

n
n n

n
n( , ) ( , ) (1 11

�

�

�

�
, )xn ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîòðåáóåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ ëåììà î ÷èñëî-

âûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

Ëåììà 2. Ïóñòü ( )an , ( )bn — äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-

ñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó a a bn n n� � �1 äëÿ âñåõ n�� . Òîãäà ñóùåñò-

âóåò ïðåäåë lim
n

na
��

è ( )bn �� 1.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî C E� âûïóêëîå è çàìêíóòîå, îïåðàòîð

A E E: � � — ïñåâäîìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé ñ êîíñòàíòîé L 
 0 è S ��. Òîã-

äà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn è ( )yn , ïîðîæäåííûå àëãîðèòìîì 1, ñõîäÿòñÿ ê íåêî-

òîðîé òî÷êå z S� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z S� . Ïîëîæèì

a V z xn n� ( , ), b V x y V y xn
n

n n
n

n n� �
�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
���1 11

�

�

�

�
( , ) ( , ) .

Íåðàâåíñòâî (7) ïðèíèìàåò âèä a a bn n n� � �1 .

Ïîñêîëüêó

1 1 1 0 11� � � � � ��� � � � � � � �n n n/ ( / )( / ) / ( , ) ïðè n � � ,
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èç ëåììû 2 ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( , )
n

nV z x
��

è

( ( , ) ( , ))V x y V y xn n n n

n

�
�

�
� % ��� 1

1

.

Îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

lim ( , ) lim ( , )
n

n n
n

n nV x y V y x
��

�
��

� �1 0 . (15)

Èç (15) ñëåäóåò

lim | | | | lim | | | |
n

n n
n

n nx y y x
��

�
��

� � � �1 0 . (16)

Èç íåðàâåíñòâà V z x z xn n( , ) | | | |� �
�

2

2 è (16) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )yn .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )y
nk

, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé

òî÷êå z C� . Òîãäà èç (16) ñëåäóåò, ÷òî x znk
� . Ïîêàæåì, ÷òî z S� . Èìååì

( , )
( ( ) ( ), )

Ax y y
y x y y

n n
n n n

n
k k

k k k

k

� �
� �� �

�
� �

�
0 	 �y C . (17)

Ñîâåðøèâ â (17) ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñ ó÷åòîì (16), ïîëó÷èì ( , )Az y z� � 0

	 �y C, ò.å. z S� .

Ïîêàæåì, ÷òî x zn � è y zn � . Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim ( , ) lim ( ( ) ( ) ( ( ), ))
n

n
n

n n nV z x z x x z x
�� ��

� � � � �� � � .

Ïîñêîëüêó lim ( , )
n

n
V z x

k��
� 0, òî è lim ( , )

n
nV z x

��
� 0. Îòêóäà | | | |x zn � � 0.

Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî è | | | |y zn � � 0 . �

Çàìå÷àíèå 8. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ( )xn , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , âûïîëíÿåòñÿ ôåéåðîâñêîå óñëîâèå

â ðàñõîæäåíèè Áðýãìàíà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ðåøåíèé S .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà äëÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûìè è ëèïøèöåâûìè

îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Â ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ ðàñõîæäåíèå Áðýãìàíà âìåñòî åâêëèäîâîãî

ðàññòîÿíèÿ è íîâàÿ ýêîíîìíàÿ ðåãóëèðîâêà âåëè÷èíû øàãà, íå òðåáóþùàÿ çíà-

íèÿ êîíñòàíòû Ëèïøèöà äëÿ îïåðàòîðà. Â îòëè÷èå îò ïðèìåíÿâøèõñÿ ðàíåå

ïðàâèë âûáîðà âåëè÷èíû øàãà â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå íå ïðîâîäèòñÿ äîïîë-

íèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé îïåðàòîðà è ïðîêñ-îòîáðàæåíèÿ.

Äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûìè è ëèïøèöåâûìè îïå-

ðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-

ñòâå, äîêàçàíà òåîðåìà ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ðàíäîìèçèðîâàííóþ âåðñèþ àëãî-

ðèòìà 1 è ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèç ñõîäèìîñòè. Ýòî ïîìîæåò èñïîëü-

çîâàòü äàííûé âàðèàíò ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ

íåðàâåíñòâ áîëüøîãî ðàçìåðà è äëÿ îáó÷åíèÿ ãåíåðèðóþùèõ ñîñòÿçàòåëüíûõ

íåéðîííûõ ñåòåé (GANs) [12].
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 14.12.2018

Ñ.Â. Äåíèñîâ, Â.Â. Ñåìåíîâ, Ï.². Ñòåöþê
ÁÐÅÃÌÀÍ²ÂÑÜÊÈÉ ÅÊÑÒÐÀÃÐÀÄ²ªÍÒÍÈÉ ÌÅÒÎÄ Ç ÌÎÍÎÒÎÍÍÈÌ
ÐÅÃÓËÞÂÀÍÍßÌ ÊÐÎÊÓ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé âàð³àíò åêñòðàãðàä³åíòíîãî ìåòîäó äëÿ íà-
áëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ïñåâäîìîíîòîííèìè òà
ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü â ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ë³í³éíîìó íîð-
ìîâàíîìó ïðîñòîð³. Ó ìåòîä³ âèêîðèñòàíî ðîçá³æí³ñòü (â³äñòàíü) Áðåãìàíà
çàì³ñòü åâêë³äîâî¿ â³äñòàí³ òà íîâå ðåãóëþâàííÿ âåëè÷èíè êðîêó, ùî íå âè-
ìàãàº çíàííÿ êîíñòàíòè Ë³ïøèöÿ äëÿ îïåðàòîðà. Íà â³äì³íó â³ä ïðàâèë âè-
áîðó âåëè÷èíè êðîêó, ùî çàñòîñîâóâàëèñÿ ðàí³øå, â çàïðîïîíîâàíîìó ìå-
òîä³ íå ïîòð³áíî äîäàòêîâî îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ îïåðàòîðà òà ïðîêñ-
â³äîáðàæåííÿ. Äîâåäåíî òåîðåìó çá³æíîñò³ ìåòîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âàð³àö³éíà íåð³âí³ñòü, ïñåâäîìîíîòîíí³ñòü, óìîâà Ëèïøè-
öÿ, åêñòðàãðàä³ºíòíèé ìåòîä, ðîçá³æí³ñòü Áðåãìàíà, çá³æí³ñòü.

S.V. Denisov, V.V. Semenov, P.I. Stetsyuk
BREGMAN EXTRAGRADIENT METHOD WITH MONOTONE RULE OF STEP SIZE TUNING

Abstract. A new extragradient-type method for the approximate solution of
variational inequalities with pseudo-monotone and Lipschitz-continuous operators
acting in a finite-dimensional linear normed space is proposed. The method uses
the Bregman divergence (distance) instead of the Euclidean distance and the
new adjustment of the step size which does not require knowledge of the
Lipschitz constant of operator. In contrast to the previously used rules for
choosing the step size, the proposed method does not perform additional
calculations for the operator values and prox-map. A theorem on the
convergence of the method is proved.

Keywords: variational inequality, pseudo-monotonicity, Lipschitz condition,
extragradient method, Bregman divergence, convergence.
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