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Багато актуальних задач дослідження операцій, оптимального керування та математич-
ної фізики можна подати у формі варіаційних нерівностей. Створення та дослідження ал-
го ритмів розв’язання останніх є напрямом прикладного нелінійного аналізу, який актив-
но розвивається. Зазначимо, що іноді негладкі задачі оптимізації можна ефективно розв’я-
зу вати, якщо їх переформулювати як сідлові задачі, а до останніх застосувати наближені 
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Одним з популярних напрямів сучасного прикладного нелінійного аналізу є дослідження варіаційних не рів-
ностей та розробка методів апроксимації їх розв’язків. Багато актуальних проблем дослідження операцій, 
оптимального керування та математичної фізики можуть бути записані у формі варіаційних нерівнос-
тей. Негладкі задачі оптимізації можна ефективно розв’язувати, якщо їх переформулювати як сідлові 
задачі, а до останніх застосувати сучасні наближені алгоритми розв’язання варіаційних нерівностей. З по-
явою генеруючих змагальних нейронних мереж (generative adversarial network, GAN) стійкий інтерес до за-
стосування та дослідження ітераційних алгоритмів розв’язання варіаційних нерівностей виник і в 
середовищі фахівців в галузі машинного навчання. Дана робота присвячена дослідженню двох нових набли-
жених алгоритмів з брегманівською проєкцією для розв’язання варіаційних нерівностей в гільбертовому 
просторі. Перший алгоритм, який ми називаємо алгоритмом операторної екстраполяції, отриманий за мі-
ною в методі Маліцького—Тама евклідової метрики на дивергенцію Брегмана. Привабливою рисою ал го-
рит му є всього одне обчислення на ітераційному кроці проєкції Брегмана на допустиму множину. Другий 
алгоритм є адаптивним варіантом першого, де використовується правило поновлення величини кроку, що 
не вимагає знання ліпшицевих констант і обчислень значень оператора в додаткових точках. Для варіа-
цій них нерівностей з псевдомонотонними, ліпшицевими та секвенційно слабко неперервними операторами, 
що ді ють в гільбертовому просторі, доведені теореми про слабку збіжність методів.

Ключові слова: варіаційна нерівність, псевдомонотонність, секвенційна слабка неперервність, дивергенція 
Брегмана, операторна екстраполяція, адаптивність, слабка збіжність.
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алгоритми розв’язання варіаційних нерівностей [1]. З появою генеруючих змагальних не-
йронних мереж (generative adversarial network, GAN) стійкий інтерес до алгоритмів роз-
в’я зання варіаційних нерівностей виник і в середовищі фахівців в галузі машинного нав-
чання [2].

Найбільш відомим наближеним методом для варіаційних нерівностей є екстраграді-
єнтний алгоритм Корпелевич [3]. Дослідженню цього алгоритму присвячена велика кіль-
кість публікацій [1, 4—7]. Зокрема, пропонувалися модифікації екстраградієнтного алго-
ритму з одним метричним проектуванням на допустиму множину [4, 5]. 

Ефективним сучасним варіантом екстраградієнтного методу є проксимальний дзер-
кальний метод Немировського [1]. Даний метод можна проінтерпретувати як варіант екс-
траградієнтного методу з проєктуванням відносно дивергенції Брегмана [8]. Він дозволяє 
іноді ефективно використовувати структуру допустимої множини задачі. Наприклад, для 
стандартного симплекса в якості відстані можна взяти дивергенцію Кульбака—Лейблера 
(дивергенція Брегмана, побудована за негативною ентропією) та отримати оператор про-
єктування на симплекс, що явно обчислюється. Також цікавий метод двоїстої екстраполяції 
для варіаційних нерівностей запропонував Нестеров [6]. Адаптивний варіант проксималь-
ного дзеркального методу Немировського вивчений в [7].

Ще на початку 1980-х років Попов запропонував модифікацію класичного алгоритму 
Ерроу-Гурвіца для пошуку сідлових точок опукло-угнутих функцій [9]. В роботі [10] дос-
ліджена модифікація методу Попова для варіаційних нерівностей з монотонними опера-
торами, що діють в гільбертовому просторі. А в статті [11] запропоновано двоетапний 
прок симальний алгоритм для задач про рівновагу (нерівностей Кі Фаня). У роботах [12, 13] 
дос ліджений двоетапний проксимальний дзеркальний метод, що є модифікацією дво-
етапного проксимального алгоритму [11] з використанням дивергенції Брегмана замість ев-
клі дової відстані. 

Зауважимо, що останнім часом алгоритм Попова для варіаційних нерівностей та сід-
лових задач став добре відомий серед фахівців з машинного навчання під назвою “Extra po-
lation from the Past” [2]. Подальший розвиток цього кола ідей призвів до появи, так званого, 
“forward-reflected-backward algorithm” [14] та близьких методів [15].

Дана робота присвячена дослідженню двох нових алгоритмів з брегманівською проєк-
цією для розв’язання варіаційних нерівностей в гільбертовому просторі.

Перший алгоритм, який ми називаємо алгоритмом операторної екстраполяції, отри-
маний заміною в методі з [14] (forward-reflected-backward algorithm) евклідової метрики 
на дивергенцію Брегмана. Привабливою рисою алгоритму є всього одне обчислення на іте-
р аційному кроці проєкції Брегмана на допустиму множину. 

Другий алгоритм є адаптивним варіантом першого, де використовується правило по-
новлення величини кроку, що не вимагає знання ліпшицевих констант і обчислень значень 
оператора в додаткових точках. 

Для варіаційних нерівностей з псевдомонотонними, ліпшицевими та секвенційно слаб-
ко неперервними операторами, що діють в гільбертовому просторі, доведені теореми про 
слабку збіжність методів.

Допоміжні відомості. Нехай H  — дійсний гільбертовий простір з скалярним добут-
ком ( , )   та нормою  .
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Нехай функція : ( , ]H     строго опукла та диференційовна за Гато на int dom , 
де dom { : ( ) }x H x      . Дивергенція Брегмана (відстань Брегмана), що відповідає 
функції  ,  задається формулою [8] 

( , ) ( ) ( ) ( ( ), )V a b a b b a b        doma   ,  int domb   .

Приклади практично важливих дивергенцій Брегмана наведено в [8]. Для функції 
21
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Має місце корисна 3-точкова тотожність [8]:

( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ), )V a c V a b V b c b c a b      .

Нехай K  — непорожня, замкнена та опукла підмножина int dom  . Якщо функція   
сильно опукла з константою  > 0 на множині K , то з означення дивергенції Брегмана 
випливає оцінка 

2
( , ) —

2
V a b a b

    a K  , b K  .

Розглянемо сильно опуклі задачі мінімізації вигляду

( ) arg min { ( , ) ( , )}K
x y KP a a y x V y x      a H  , int domx   . (1)

Задача (1) має єдиний розв’язок z K  [8], причому

( , ) ( ( ) ( ), ) 0a y z z x y z          y K  .

Останню нерівність, урахувавши 3-точкову тотожність, можна записати у вигляді

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0a y z V y x V y z V z x         y K  .

Зауваження 1. Точка ( )K
xP a  у випадку 

21( )
2

     співпадає метричною проекцією 

( ) arg min ( )K y KP x a y x a    . 
Далі будемо вважати, що виконується умова:
(A1) функція   сильно опукла з константою 1  на множині int domC    та рівномірно 

неперервно диференційовна за Фреше на обмежених підмножинах C , причому оператор 
  секвенційно слабко неперервний.



31ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2021. № 4

Збіжність методу операторної екстраполяції

Варіаційна нерівність. Нехай C — непорожня підмножина простору H, A — оператор, 
що діє з H  в H . Розглянемо варіаційну нерівність:

знайти x C :   ( , ) 0Ax y x     y C  , (2)

множину розв’язків якої позначимо S .
Припустимо, що виконано умови:
множина C H  опукла та замкнена; 
оператор :A H H  псевдомонотонний, секвенційно слабко неперервний та ліп ши це-

вий з константою 0L   на C ;
 S  .
Нагадаємо, що оператор називають псевдомонотонним на C, якщо для всіх x, y C  з 

( , ) 0Ax y x   випливає ( , ) 0Ay y x  . 
Зазначимо, що при виконанні наведених умов множина S  опукла та замкнена.
Метод операторної екстраполяції. Для розв’язання варіаційної нерівності (2) пропо-

нуємо новий алгоритм, який є модифікацією методу з [14] (forward-reflected-backward 
algorithm). Замість евклідової метрики ми використовуємо дивергенцію Брегмана. Приваб-
ливою рисою алгоритму є всього одне обчислення на ітераційному кроці значення опе-
ра тора C

xP . 
Алгоритм 1. Операторна екстраполяція. Обираємо 0x H , 1 int domx  , послідовність 

( )n , що задовольняє умову  1{inf , sup } 0,
2n n n n L

   . Покладаємо 1n  .

1. Обчислити

1 –1 –1(– – ( – ))
n

C
n x n n n n nx P Ax Ax Ax    .

2. Якщо –1 1n n nx x x   , то СТОП, інакше перейти до 1.

Зауваження 2. Якщо обмеження відсутні (C H ) та 
21( )

2
     алгоритм операторної 

екстраполяції співпадає з алгоритмом екстраполяції з минулого.
Для послідовності ( )nx , що породжена алгоритмом 1, виконується нерівність

–1 –1 1–( ( – ), – )n n n n n nAx Ax Ax y x    1 1( , ) ( , ) ( , )n n n nV y x V x x V y x       y C  . (3)

Нерівність (3) дає обґрунтування правила зупинки. Дійсно, якщо –1 1n n nx x x   , то з 
(3) випливає ( , – ) 0n nAx y x   для всіх y C , тобто nx S . 

Доведення збіжності алгоритму 1 ґрунтується на такій лемі.
Лема 1. Для послідовності ( )nx , що породжена алгоритмом 1, та z S  виконується не-

рівність

1 1 1 1( , ) ( – , – ) ( , )n n n n n n n nV z x Ax Ax x z LV x x      

–1 –1 –1 –1( , ) ( – , – ) ( , )–n n n n n n n nV z x Ax Ax x z LV x x  –1 1(1– – ) ( , )n n n nL L V x x  .

З нерівності леми 1 можна зробити висновок, що існує границя

–1 –1 –1 –1lim( ( , ) ( – , – ) ( , ))n n n n n n n n
n

V z x Ax Ax x z LV x x
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та 1
1

( , )n n
n

V x x





  . Спираючись на [14] отримуємо, що породжена алгоритмом 1 пос лі-

довність (xn) слабко збіжна до деякої точки z S .
Адаптивний алгоритм операторної екстраполяції. Алгоритм 1 використовує інфор ма-

цію про константу Ліпшиця оператора A . Розглянемо нижче модифікацію алгоритму 1 з 
простим правилом оновлення параметрів n  без знання константи Ліпшиця.

Алгоритм 2. Операторна екстраполяція з адаптивним регулюванням. Обираємо 0x H , 

1 int domx  ,  10,
2

  та 0 1, 0   . Покладаємо 1n  .

1. Обчислити

1 –1 –1(– – ( – ))
n

C
n x n n n n nx P Ax Ax Ax    .

2. Якщо –1 1n n nx x x   , то СТОП, інакше перейти до 3.
3. Обчислити

1

1 1

2 ( , )
min , ,

–

,

n n
n

n n n

n

V x x

Ax Ax


 

           



 
 якщо  1 ,n nAx Ax   

                                                                  інакще.

Покласти : 1n n   та перейти до 1.
Зауваження 3. Послідовність ( )n  незростаюча та обмежена знизу числом 1

1min{ , }L  . 
Отже, існує lim 0n

n
  .

Має місце
Лема 2. Для послідовності ( )nx , що породжена алгоритмом 2, та z S  виконується 

нерівність

1 1 1 1
1

( , ) ( – , – ) ( , )n
n n n n n n n

n

V z x Ax Ax x z V x x   



  




–1 –1( , ) ( – , – )n n n n nV z x Ax Ax x z 

–1 –1
–1 1

1

( , )– 1– – ( , )n n n
n n n n

n n n

V x x V x x


   
      

.

Доведення. Нехай z S . Маємо

1 1( , ) ( , )– ( , )n n n nV z x V z x V x x   –1 –1 1( ( – ), – )n n n n n nAx Ax Ax z x   . (4)

Скористаємось псевдомонотонністю оператора A . Маємо

–1 –1 1( ( – ), – )n n n n n nAx Ax Ax z x    1 1( – , – )n n n nAx Ax z x  

–1 –1 1( – , – )n n n nAx Ax z x   1 1

0

( , )n n nAx z x  




–1 –1
–1 1

1

( , )– 1– – ( , )n n n
n n n n

n n n

V x x V x x


   
      

.   (5)
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З (4) та (5) випливає нерівність

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( – , – )n n n n n n n nV z x V z x V x x Ax Ax z x     

–1 –1 –1 –1 1( – , – ) ( – , – )n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x   .

Використовуючи правило перерахунку параматра n, оцінимо зверху доданок –1( –n nAx

–1 1– , – )n n nAx x x  . Маємо

–1 –1 1 –1 –1 1( – , – ) – –n n n n n n n n n nAx Ax x x Ax Ax x x   

2–1 –1 –1
–1 1 –1 12 ( , ) – ( , ) –

2
n n n

n n n n n n n n
n n n

V x x x x V x x x x 
  

   
  

  

 –1 –1
–1 1( , ) ( , )n n

n n n n
n n

V x x V x x
 

  
 

.

Приходимо до нерівності

1 1 1 1
1

( , ) ( – , – ) ( , )n
n n n n n n n

n

V z x Ax Ax x z V x x   



  




–1 –1( , ) ( – , – )n n n n nV z x Ax Ax x z 

1 –1
1 1

1

( , )– 1– ( , )n n n
n n n n

n n n

V x x V x x
 



   
       

,

що і треба було довести. 
Сформулюємо основний результат.
Теорема 1. Нехай множина C H  — опукла та замкнена, оператор :A H H  — псев-

домонотонний, ліпшицевий з константою 0L   та секвенційно слабко неперервний, S  . 
Припустимо, що виконане припущення A1. Тоді породжена алгоритмом 2 послідовність 
( )nx  слабко збіжна до деякої точки z S .

Зауваження 4. Правило оновлення на кроці 3 в алгоритмі 2 можна змінити на таке 

1

1 1

2 ( , )
min , ,

–

,

n n
n

n n n

n

V x x

Ax Ax


 

           

  

 якщо  1 ,n nAx Ax    
   (6)

                                                                  інакще.

Теорема 1 буде вірною також для варіанта алгоритму 2 з правилом (6).
Зауваження 5. Якщо оператор A  монотонний, то теорема 1 справедлива без припу-

щення про секвенційну слабку неперервність оператора A .

Робота виконана при фінансовій підтримці МОН України («Математичне моделювання 
та оптимiзацiя динамiчних систем для оборони, медицини та екології», 0119U100337) та 
НАН України («Нові методи дослідження коректності та розв’язання задач дискретної 
оптимізації, варіаційних нерівностей та їх застосування», 0119U101608).
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CONVERGENCE OF THE OPERATOR EXTRAPOLATION METHOD

One of the popular areas of the modern applied nonlinear analysis is the study of variational inequalities and 
the development of methods for approximating their solutions. Many important problems of the research of 
operations, optimal control theory, and mathematical physics can be written in the form of variational inequali-
ties. Non-smooth optimization problems can be solved effectively, if they are reformulated as saddle problems, 
and modern approximate algorithms for solving the variational inequalities are applied to the obtained saddle 
problems. With the advent of generating adversarial neural networks (GANs), the strong interest in the use 
and investigation of iterative algorithms for solving the variational inequalities arose in the ML-community. 
This paper is devoted to the study of two new approximate algorithms with the Bregman projection for solving 
the variational inequalities in a Hilbert space. The first algorithm, which we call the operator extrapolation 
algorithm, is obtained by replacing the Euclidean metric in the Malitsky–Tam method with the Bregman di-
vergence. An attractive feature of the algorithm is only one computation at the iterative step of the Bregman 
projection onto the feasible set. The second algorithm is an adaptive version of the first, where the used rule for 
updating the step size does not require knowledge of Lipschitz constants and the calculation of operator values   
at additional points. For variational inequalities with pseudo-monotone, Lipschitz-continuous, and sequentially 
weakly continuous operators acting in a Hilbert space, some weak convergence theorems are proved.

Keywords: variational inequality, pseudo-monotonicity, sequential weak continuity, Bregman divergence, operator 
extrapolation, adaptivity, weak convergence.




