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В роботі [1] наведено низку моделей процесу інфекційного захворювання, які описують за-
гальні закономірності реагування імунної системи на виявлені в організмі хвороботворні 
антигени. Зокрема, розвиток інфекційного захворювання в так званій найпростішій (базо-
вій) моделі Марчука Г.І. визначається системою нелінійних диференціальних рівнянь із за-
пізненням, що описують швидкості зміни концентрацій вірусних антигенів, плазматичних 
клітин, антитіл та міри ураження органу-мішені. Тут показано, що стану здорового організ-
му відповідає певний стаціонарний розв’язок, який є асимптотично стійким при зараженні 
організму дозою антигену 0V , що не перевищує визначеного в рамках моделі рівня імуно-
логічного бар’єру *V . При побудові базової моделі та її узагальнень приймалось спрощення, 
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Математичну модель інфекційного захворювання модифіковано для врахування впливу дифузійних збурень 
та конвекції на динаміку імунної відповіді в умовах імунотерапії. Розв’язок відповідної сингулярно збуреної 
задачі із запізненням зведено до послідовності розв’язків задач без запізнення, для яких шукані функції 
отримані у вигляді асимптотичних рядів як збурення розв’язків відповідних вироджених задач. Наведені ре-
зультати числового моделювання, які ілюструють вплив дифузійного перерозподілу діючих факторів на роз-
виток інфекційного захворювання в умовах імунотерапії. Продемонстровано зниження рівня максимальної 
концентрації антигенів в епіцентрі зараження внаслідок їх дифузійного перерозподілу. 
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що в організмі всі компоненти процесу миттєво перемішуються та, в результаті, розподіля-
ються рівномірно. Підхід для врахування малих просторово розподілених дифузійних впли-
вів на динаміку захворювання представлено в роботах [2, 3]. Базову модель модифіковано 
[4] для урахуванням впливу дифузійних збурень в умовах фармако- та імунотерапії. За зна-
чимо, що поряд з дифузійним перерозподілом необхідно також враховувати ще й конвек-
ційне перенесення (наприклад, антигенів і антитіл лімфою від тканин спочатку до лімфа-
тичної, а потім і до кровоносної системи тощо). Нижче пропонується узагальнення базової 
моделі захворювання для врахування дифузійних збурень за наявності конвекції в умовах 
імунотерапії та зосереджених впливів.

Модифікація математичної моделі процесу інфекційного захворювання для враху-
вання дифузійних збурень та конвекції. Просторово-часову динаміку процесу інфекційно-
го захворювання з урахуванням дифузійних збурень та конвекції в умовах імунотерапії в 
області {( , ) : 0 , 0 }ZG x t x l t       опишемо такою сингулярно-збуреною системою 
нелінійних диференціальних рівнянь (із запізненням):
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де ( , )U x t ,  ( , )С x t ,  ( , )F x t ,  ( , )K x t ,  ( , )m x t  — відповідно концентрації антигенів, плазма-
тичних клітин, власних і донорських антитіл та значення відносної характеристики вра жен-
ня органу мішені в точці x в момент часу t; β — темп розмноження антигенів; γ, γ1 — коефіці-
єнти, що враховують результат взаємодії антигенів з відповідно власними і донорськими 
антитілами; τ — запізнення в часі (час, протягом якого здійснюється формування каскаду 
плазматичних клітин); μc — величина, обернена тривалості життя плазматичних клітин; 
α — коефіцієнт стимулювання імунної системи; C  — рівень концентрації плазматичних клі-
тин у здоровому організмі; ρ — швидкість виробництва власних антитіл однією плазма тич-
ною клітиною; μf, μk — величини, обернені тривалості існування відповідно власних і донор-
ських антитіл; η, η1 — витрати відповідно власних і донорських антитіл на нейтралізацію 
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одного антигену; σ — темп ураження клітин органу-мішені; μm — швидкість відновлення 
органу-мішені; U Uv v  ,  F Fv v  ,  K Kv v  ,  C Cv v  ,  m mv v   — швидкості конвекційно-
го перенесення відповідних діючих факторів процесу (v — швидкість руху середовища), 
0 , , , , 1U C F K m       ; UD , FD , KD , CD , mD  — коефіцієнти просторово ди фузійного 
перерозподілу відповідно антигенів, власних і донорських антитіл, плазматичних та ура-
жених клітин;   — малий параметр, який характеризує малий вплив відповідних компонент 
у порівнянні з іншими (домінуючими) складовими процесу; *CL , *mL , *UL , *FL , *KL , *

CL , 
*
mL ,  *

UL ,  *
FL ,  *

KL  — оператори граничних умов (І; ІІ та ІІІ роду періодичності тощо). Функції 
( , )Uw x t ,  ( , )Kw x t  описують зосереджену у просторі і часі різку зміну відповідно концен-

трацій антигенів та донорських антитіл з максимальними значеннями відповідно в точках 

U jx , K jx  у моменти часу U jt ,  K jt  [3] (такі зміни, зокрема,  концентрацій антигенів виника-
ють внаслідок вивільнення вірусних частинок у місцях руйнування інфікованої клітини), 
представимо їх у вигляді близьких до імпульсно-точкових функцій джерела
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Введення цих функцій, поряд з іншим, розширює можливості застосування моделі 
(1)—(3), зокрема, у випадках, коли початкові умови визначені значеннями стаціонарного 
розв’язку базової моделі Марчука Г.І., що відповідає стану здорового організму:

( , 0) , ( , 0) 0, ( , ) 0, ( , ) , ( , ) 0, 0С x С m x U x t F x t F K x t t           . 

Зазначимо, що теоретичні дослідження подібних математичних моделей із зосередже-
ними впливами, які пов’язані з існуванням та єдиністю узагальнених розв’язків, представ-
лені в [5, 6]. Питання оптимізації подібних моделей у класах узагальнених впливів скінчен-
ного порядку вивчалось в роботі [6], а питання їх керованості — в роботі [7].

Використовуючи метод кроків [8], зводимо розв’язок задачі (1)—(3) із запізненням до 
послідовності розв’язків задач без запізнення (вважатимемо, що система (1) є обезрозміре-
ною [3]). Зокрема, у випадку 1( )m   (коли рівень ураження органу мішені ще недостатній 
для зниження продуктивності виробництва антитіл) на проміжках ( 1)r t r     ( 1, 2, ...r  ) 
та за граничних умов І роду маємо
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Зазначимо, що необхідний порядок гладкості відповідних розв’язків при 0t  , t   , …,  
t r  , … забезпечується накладанням, окрім звичайних умов гладкості щодо функцій по-
чаткових умов моделі ще й умов їх узгодженості при t    та 0t   [8]. Зокрема, має вико-
нуватись умова 
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Оскільки розглядаються малі дифузійні перерозподіли діючих компонент процесу, за-
стосуємо асимптотичний метод для знаходження розв’язків отриманих сингулярно збуре-
них задач (5)—(6) [2—4]. Зокрема, розв’язки таких задач представимо у вигляді асимпто-
тичних рядів:
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як збурення розв’язків відповідних вироджених задач [3, 4], де 0,1, ..., , ...j r , ( , )ijU x t ,  
( , )ijС x t , ( , )ijF x t , ( , )ijK x t , ( , )ijm x t  — члени регулярної частини асимптотики; ( , )U ij t  ,  

( , )C ij t  , ( , )F ij t  , ( , )K ij t  , ( , )m ij t   — функції типу примежевого шару [9] в околі 
x l , 1( )l x      — регуляризуюче перетворення (змінна розтягу); ( , , )U nR x t  , ( , , )C nR x t  ,  

( , , )F nR x t  , ( , , )K nR x t  , ( , , )m nR x t   — відповідні залишкові члени. В результаті застосуван-
ня “процедури прирівнювання” [9, 10] отримаємо задачі для знаходження даних функцій. 
Зокрема, для 0i  ,  0j r   ( ( 1)r t r    ) маємо:
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В процесі ітерацій розв’язки кожної із задач (9)—(10) знаходимо чисельно з викорис-
танням ідей методу характеристик [9, 10] та даних з розв’язків задач попередніх етапів. А 
розв’язки задач (11), наприклад, за умов І роду при x l , можемо отримати аналітично у 
вигляді:
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Зазначимо, що пропонований підхід без ускладнень може бути «перенесений», зокрема, 
на область {( , ): 0 ,ZG x t x l   0 , 0 }y d t     . При цьому вводяться додаткові функ-
ції типу пограншару в околах 0y   та y d , а у випадку недостатньої узгодженості почат-
кової і граничних умов ще й кутові функції [9]. Оцінювання залишкових членів ( , , )U nR x t  ,  

( , , )C nR x t  ,  ( , , )F nR x t  ,  ( , , )K nR x t  ,  ( , , )m nR x t   та визначення просторово-часових про-
міжків збіжності для прогнозування конкретних процесів виконується на основі принципу 
типу максимуму, наприклад, аналогічно до [9, 10].
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Результати числових експериментів. На рис. 1 
проілюстровано модельну динамі ку концентрації ан-
тигенів в епіцентрі зараження в умовах гострої форми 
інфекційного захворювання при різній інтенсивності 
дифузійного “перерозподілу”. Тут розподіл концен-
трації антигенів у початковий момент часу задавався 
наступним чином: 

2 20 ( )( , ) ( , ) ,x tU x t U x t e e        
0t     (тобто має місце початкове зараження ор-

ганізму в деякому “осередку” з максимумом концен-
трації антигенів у точці x   ). У випадку нехтування 
дифузійним збуренням (  0), як і в базовій моделі, 
концентрація антигенів спочатку зростає, а потім змен-
шується та з часом встановлюється на близькому до 

Рис. 1. Динаміка концентрації дифузій-
ного “перерозподілу”  при різній інтен-
сивності дифузійного “перерозподілу”

Рис. 2. Просторова динаміка концентрації антигенів за наявності декількох їх зосереджених у випадку 
хронічної форми інфекційного дифузійного “перерозподілу” захворювання при 0,0   (а) та 0,1   (б)

Рис. 3. Просторова динаміка концентрації антигенів за наявності зосередженого джерела антигенів та 
ін’єкції розчину донорських антитіл в момент часу: а — 1 50Kt   і б — 1 20Kt  ; в — введення донорських 
антитіл зі сталою інтенсивністю wK  0,0125
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нуля рівні. При врахуванні ж дифузійного збурення, як і очікувалось [2—4], максимальне 
значення, якого досягає модельна концентрація антигенів, зменшиться. При збільшенні ж 
інтенсивності дифузійного «перерозподілу», починаючи з деякого її рівня, концентрація 
антигенів в епіцентрі зараження, як і очікувалось, вже не зростатиме. В результаті дифу зії 
антигенів їх концентрація в епіцентрі зараження знижується до значень, при яких прий-
нятий у моделі рівень імунного захисту, підсилений введеними донорськими антиті лами 
здатний не допустити подальшого збільшення модельної концентрації антигенів та з часом 
без “загострень” зменшити їх кількість до практично нульового рівня. На рис. 2 представ-
лена модельна просторово часова динаміка концентрації антигенів  ,U x t  з розвитком вірус-
ного захворювання в хронічній формі у випадках без урахування (рис. 2, а) та з урахуван-
ням (рис. 2, б) дифузійних збурень і конвекції за умов, коли в початковий момент часу анти-
гени імунною системою в організмі ще не виявлені (тобто 0( , ) ( , ) 0, 0U x t U x t t       ), 
але внаслідок руйнування раніше інфікова них клітин у різні моменти часу ( 1 2U Ut t ) та в 
різних точках ( 1 2U Ux x ) виникають різкі, близькі до імпульсних, зміни концентрацій ан-

тигенів: 
2 22

( ) ( )

1

( , ) U j U j U j U jx x t t
U U j

j

w x t A e e
   


 .

На рис. 3, а, б представлені просторові динаміки концентрації антигенів з розвитком 
інфекційного захворювання у випадках, коли в різні моменти часу проводяться ін’єкції роз-
чину з донорськими антитілами (

2 2
1 1 1 1( ) ( )

1( , ) K K K Kx x t t
K Kw x t A e e    ). Наведені резуль-

тати ілюструють вищий “лікувальний ефект” при більш ранньому введенні в організм до-
норських антитіл (рис. 3, б). Ще вищий ефект досягається при введенні донорських антитіл 
з постійною інтенсивністю =0,0125Kw  (рис. 3, в). На рис. 3 поряд з іншим проглядається 
також зміна з часом місцеположення ділянок з максимальними значеннями концентрацій 
антигенів, що зумовлено впливом конвекції.

Висновки. На основі модифікації математичної моделі інфекційного захворювання пред-
ставлено підхід для врахування впливу дифузійних збурень і конвекції на динаміку імунної 
відповіді в умовах імунотерапії. Розв’язок модельної задачі із запізненням зведено до пос-
лідовності розв’язків задач без запізнення, які представлені у вигляді асимптотичних рядів 
як збурення розв’язків відповідних вироджених задач.

Проілюстровано, що дифузійний “перерозподіл” за певний проміжок часу забезпечує 
зменшення понад критичних значень концентрації антигенів в епіцентрі зараження, а, от-
же, їх подальша нейтралізація за наявного рівня імунного захисту потребуватиме меншої 
кількості донорських антитіл, які вводяться в організм. Тобто, у рамках даної моделі “го-
строта” протікання інфекційного захворювання знизиться. Таким чином, описана обчис-
лювальна процедура може бути застосована для конструювання спеціальних експертних 
систем щодо прийняття комплексу рішень типу: чи можемо в даному конкретному випад-
ку залежно від вхідних значень інтенсивності дифузійного “перерозподілу”, розподілу та 
інтенсивності імпульсних джерел вірусних антигенів тощо покластися на наявний в орга-
нізмі рівень імунного захисту, або у випадку, коли приймається рішення про здійснення зо-
внішнього лікувального впливу, зокрема, за допомогою введення донорських антитіл, вста-
новлювати найбільш прийнятну їх концентрацію у кожній ін’єкції та раціональну частоту 
їх введення.
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MODELING THE INFLUENCE OF DIFFUSION PERTURBATIONS 
ON THE DEVELOPMENT OF INFECTIOUS DISEASES TAKING 
THE CONVECTION AND IMMUNOTHERAPY INTO ACCOUNT

The mathematical model of the infectious disease is modified to account for the influence of diffusion perturba-
tions and the convection on the dynamics of the immune response under immunotherapy. The solution of the 
corresponding singularly perturbed problem with time-delay is reduced to a sequence of solutions of problems 
without time-delay. Sought functions are represented in the form of asymptotic series as perturbations of solu-
tions to the corresponding degenerate problems. We present the results of a numerical modeling that illustrate 
the influence of the diffusion redistribution of active factors on the infectious disease development under the 
immunotherapy conditions. The results demonstrate a decrease in the maximum concentration level of antigens 
in the locus of infection as a result of their diffusion redistribution.

Keywords: infectious disease model, dynamic systems, asymptotic methods, singularly perturbed problems.


