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ДОСЛIДЖЕННЯ ПАРНИХ СИСТЕМ НЕЛIНIЙНИХ
ФУНКЦIОНАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З ОБМЕЖЕННЯМИ*

В. А. Ферук

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3

In this paper, conditions for consistency of a pair system of functional-differential equations with restricti-
ons are established. An iterative method for such problems is substantiated.

Установлены условия совместимости для четных систем нелинейных функционально-диффе-
ренциальных уравнений с ограничениями. Обосновано применение к таким задачам итерацион-
ного метода.

Вивчення рiзних природних та суспiльних явищ проводяться сьогоднi шляхом побудови
та дослiдження їх математичних моделей. Практичнi застосування сприяли зароджен-
ню та розбудовi багатьох математичних дисциплiн. Серед них — теорiя функцiонально-
диференцiальних рiвнянь [1 – 5]. Одним iз напрямкiв згаданих вище дослiджень є встанов-
лення умов сумiсностi та обґрунтування наближених методiв розв’язання парних систем
функцiонально-диференцiальних рiвнянь з обмеженнями [6, 7]. У данiй роботi дослiджу-
ється система парних нелiнiйних рiвнянь з додатковими умовами, одне з яких є звичай-
ним диференцiальним рiвнянням, а iнше — диференцiальним рiвнянням iз запiзненням
нейтрального типу.

1. Об’єкт дослiдження. Розглянемо задачу

d

dt
x(t) + R(t)x(t) = g(t, x(t)), t ∈ [a, c], (1)

d

dt
x(t) + N(t)

d

dt
x(t−∆) + L(t)x(t) + M(t)x(t−∆) =

= f(t, x(t), x(t−∆)), t ∈ [c, b], (2)

x(a) = γ,

b∫
a

S(t)x(t)dt = α, (3)

у якiй c ≥ a+∆, ∆ > 0 — стале запiзнення, елементи (m×m)-матриць R(t), L(t), M(t) та
(l ×m)-матрицi S(t) сумовнi з квадратом на вiдрiзках [a, c], [c, b], [c, b] та [a, b] вiдповiдно,
N(t) — неперервна на [c, b] (m×m)-матриця, N(t) 6= 0 на [c, b], вектор-функцiї g : [a, c]×
×Rm × Rm → Rm та f : [c, b] × Rm × Rm → Rm задають оператори g : L2 ([a, c], Rm) →
→ L2 ([a, c], Rm) , f : L2 ([c, b], Rm) → L2 ([c, b], Rm) , вектори γ ∈ Rm, α ∈ Rl.
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Задачу (1) – (3) вважатимемо сумiсною, якщо iснує вектор-функцiя x ∈ W 1
2 ([a, b], Rm) ,

яка майже скрiзь задовольняє рiвняння (1), (2) та умови (3). Якщо ж такої вектор-функцiї
не iснує, то задача (1) – (3) є несумiсною.

Метою даної статтi є встановлення умов сумiсностi задачi (1) – (3) та обґрунтування
застосування до неї iтерацiйного методу.

2. Зведення системи парних функцiонально-диференцiальних рiвнянь з обмеження-
ми до крайової задачi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь з обмеженнями.
Задачу (1) – (3) можна звести до крайової задачi для системи звичайних диференцiальних
рiвнянь з обмеженнями. Такий пiдхiд дозволяє застосувати при дослiдженнi поставленої
задачi методики, розробленi для звичайних диференцiальних рiвнянь. Зокрема, встанов-
лення умов сумiсностi задачi (1) – (3) та обґрунтування застосування до неї рiзних набли-
жених методiв можна проводити методом iнтегральних рiвнянь.

Припустимо, не зменшуючи загальностi, що c > a+∆, b = c+K∆, де K — фiксоване
натуральне число. Дотримуючись методики iз [8], розглядаючи систему рiвнянь (1), (2)
на кожному iнтервалi (τi, τi+1), виконуючи замiну t = ds + τi, де τ0 = a, d = (c − a)/T,
i = 0, τi = c + (i − 1)∆, d = ∆/T, i = 1,K, s ∈ [0, T ], та враховуючи неперервнiсть
вектор-функцiї x(t) у точках τi, i = 1,K − 1, отримуємо крайову задачу для системи ди-
ференцiальних рiвнянь порядку m(K + 1) з обмеженнями

Q(s)
dz

ds
+ P (s)z(s) = U(s, z(s)), s ∈ (0, T ), (4)

z(0) = β + Dz(T ),

T∫
0

V (s)z(s)ds = α, (5)

в якiй
z(s) = col

(
z0(s) z1(s) . . . zK(s)

)
,

Q(s) =


I O . . . O O

N1(s) I . . . O O
. . . . . . . . . . . . . . .
O O . . . NK(s) I

 , D =


O O . . . O O
I O . . . O O
. . . . . . . . . . . . . . .
O O . . . I O

 ,

P (s) =


R1(s) O . . . O O
M1(s) L1(s) . . . O O

. . . . . . . . . . . . . . .
O O . . . MK(s) LK(s)

 , (6)

β = col
(

γ 0 . . . 0
)
, V (s) = col

(
S0(s) S1(s) . . . SK(s)

)
,

U(s, z(s)) =


g0(s, z0(s))

f1(s, z1(s), z0(s))
. . . . . . . . . . . . . . .

fK(s, zK(s), zK−1(s))

 ,

I — одинична матриця в Rm,

zi(s) = x(ds + τi), i = 0,K, R0(s) = dR(ds + τ0),
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Li(s) = dL(ds + τi), Mi(s) = dM(ds + τi), Ni(s) = N(ds + τi), i = 1,K,

g0(s, z0(s)) = dg(ds + τ0, x(ds + τ0)),

fi(s, zi(s), zi−1(s)) = df(ds + τi, x(ds + τi), x(ds + τi−1)), i = 1,K,

Si(s) = dS(ds + τi), i = 0,K.

Отже, вивчення задачi (1) – (3) звелося до вивчення системи диференцiальних рiвнянь
з обмеженнями (4), (5). Розв’язки цих задач пов’язанi мiж собою спiввiдношеннями

x(t) = zi(s), zi(s) = x(ds + τi),

де t ∈ [τi, τi+1], i = 0,K, s ∈ [0, T ] i zi(T ) = zi+1(0), i = 0,K − 1.
Наведенi вище мiркування дозволяють проводити подальшi дослiдження безпосеред-

ньо задачi (4), (5), тому далi вона буде основним об’єктом нашого вивчення.

3. Умови сумiсностi. Задача (4), (5) є перевизначеною. Наявнiсть додаткових обме-
жень (5) потребує вiдшукання умов сумiсностi поставленої задачi. Наведемо одну з таких
умов.

Для цього розглянемо задачу з керуванням

Q(s)
dv

ds
+ P (s)v(s) = U(s, v(s)) + E(s)λ, s ∈ (0, T ), (7)

v(0) = β + Dv(T ),

T∫
0

V (s)v(s)ds = α, (8)

у якiй E(s) — (m(K+1)×l)-матриця iз сумовними з квадратом на [0, T ] елементами, стовп-
цi якої є лiнiйно незалежними. Пiд розв’язком задачi (7), (8) розумiтимемо пару (v(s), λ),
v ∈ W 1

2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
, λ ∈ Rl, що задовольняє майже скрiзь рiвняння (7) та умови (8).

Введемо до розгляду допомiжну задачу

Q(s)
dv

ds
+ H(s)v(s) = y(s) + E(s)λ, s ∈ (0, T ), (9)

v(0) = β + Dv(T ),

T∫
0

V (s)v(s) ds = α, (10)

де H(s) — неперервна при s ∈ [0, T ] (m(K + 1)×m(K + 1))-матриця. Тут вектор-функцiя
y∗ ∈ L2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
є заданою, а вектор-функцiю v ∈ W 1

2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
та вектор

λ ∈ Rl потрiбно визначити.
Матрицi H(s) та E(s) пiдбираємо так, щоб задача (9), (10) мала єдиний розв’язок при

довiльнiй вектор-функцiї y∗ ∈ L2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
, що зображається формулами [9]

v(s) = h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)y(ξ)dξ, u(s) = E(s)λ = r(s)−
T∫

0

R(s, ξ)y(ξ)dξ, (11)
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i справджувались рiвностi

T∫
0

G(s, ξ)E(ξ)dξ = O, E(s)−
T∫

0

R(s, ξ)E(ξ)dξ = O. (12)

Формули (11) дозволяють пов’язати дослiдження питання сумiсностi задачi (4), (5), а
отже i задачi (1) – (3), з питанням iснування розв’язкiв деякої системи iнтегральних рiв-
нянь без обмежень. Для побудови згаданої вище системи рiвнянь запишемо задачу (7),
(8) у виглядi (9), (10), поклавши в нiй

y(s) = [H(s)− P (s)]v(s) + U(s, v(s)), (13)

та пiдставимо перше iз зображень (11) у (13). Отримаємо

y(s) = p(s) +

T∫
0

K(s, ξ)y(ξ)dξ + U

s, h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)y(ξ)dξ

 , (14)

де
p(s) = [H(s)− P (s)]h(s), K(s, ξ) = [H(s)− P (s)]G(s, ξ). (15)

Справедливим є таке твердження.

Теорема 1. За умови однозначної розв’язностi задачi (9), (10) задача (7), (8)
має розв’язок v∗ ∈ W 1

2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
тодi i тiльки тодi, коли iснує розв’язок

y∗ ∈ L2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
рiвняння (14).

Сформулюємо тепер одну з умов сумiсностi задачi (4), (5). Дотримуючись методики
доведення теореми 1 iз [8], можна переконатися у справедливостi наступного твердження.

Теорема 2. Якщо задача (9), (10) має єдиний розв’язок, то задача (4), (5) (а отже, i
задача (1) – (3)) сумiсна тодi i тiльки тодi, коли iснує розв’язок y∗(s) системи рiвнянь
(14) такий, що задовольняє умову

σ +

T∫
0

Γ(ξ)y∗(ξ)dξ = 0, (16)

де

σ =

T∫
0

V (s)p(s)ds, Γ(ξ) =

T∫
0

V (s)K(s, ξ)ds.

Розв’язки задачi (4), (5) i рiвняння (14) пов’язанi мiж собою спiввiдношеннями

z∗(s) = h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)y∗(ξ)dξ, y∗(s) = Q(s)
dz∗

ds
+ H(s)z∗(s).
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4. Iтерацiйний метод. Поряд iз питанням сумiсностi задачi (4), (5) не менш важливим
завданням є вiдшукання її розв’язкiв: точно чи наближено. До розв’язання задачi (4), (5)
можна застосовувати рiзнi наближенi методи. Нижче наведено обґрунтування застосу-
вання до поставленої задачi iтерацiйного методу. Суть методу стосовно задачi (4), (5) по-
лягає у тому, що послiдовнi наближення zk(s) визначаються iз задачi

Q(s)
dzk

ds
+ H(s)zk(s) = yk(s) + E(s)λk, (17)

zk(0) = β + Dzk(T ),

T∫
0

V (s)zk(s)ds = α, (18)

де вектор-функцiя yk(s) має вигляд

yk = [H(s)− P (s)]zk−1(s) + U(s, zk−1(s)). (19)

У задачi (17), (18) вектор-функцiя yk ∈ L2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
є заданою, а вектор-функцiя

zk ∈ W 1
2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
та вектор λk ∈ Rl — шуканими.

Початкове наближення z0(s) визначаємо iз задачi (17), (18) при k = 0 i заданiй вектор-
функцiї y0 ∈ L2

(
[0, T ], Rm(K+1)

)
.

Наближенi розв’язки задачi (4), (5), побудованi за формулами (17) – (19), дають змогу
отримати явний вигляд наближених розв’язкiв задачi (1) – (3), побудованих за методом
послiдовних наближень

xk(t) = zi
k(s), zi

k(s) = xk(ds + τi), (20)

де t ∈ [τi, τi+1], i = 0,K, s ∈ [0, T ] i zi
k(T ) = zi+1

k (0), i = 0,K − 1.

5. Умови збiжностi методу. Встановимо умови збiжностi запропонованого методу. Для
цього покажемо, що метод (17) – (19) можна звести до методу послiдовних наближень для
системи iнтегральних рiвнянь (14).

Справдi, задача (17), (18), як зазначалось у п. 3, має єдиний розв’язок

zk(s) = h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)yk(ξ)dξ. (21)

Пiдставивши розв’язок (21), в якому iндекс k замiнено на k − 1, у спiввiдношення (19),
отримаємо метод послiдовних наближень для системи iнтегральних рiвнянь (14):

yk(s) = p(s) +

T∫
0

K(s, ξ)yk−1(ξ)dξ + U

s, h(s) +

T∫
0

G(s, ξ)yk−1(ξ)dξ

 . (22)

Отже, питання встановлення умов збiжностi методу (17) – (19) звелося до вiдповiдного
питання для iтерацiйного методу (22), що достатньо добре дослiджено у лiтературi.
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6. Приклад. Проiлюструємо наведену вище методику дослiдження сумiсностi задачi
(1) – (3) та метод (17) – (19) на задачi

d

dt
x(t) +

1
10

x(t) =
1
10

(t + 11), t ∈ [−1, 0],

d

dt
x(t) + t

d

dt
x(t− 1) +

1
10

(t− 10)x(t) = t +
1
10

x(t)x(t− 1), t ∈ [0, 1], (23)

x(−1) = 0,

1∫
−1

tx(t)dt =
5
6
.

У розглядуванiй задачi m = 1, l = 1, ∆ = 1, a = −1, c = 0, b = 1, R(t) =
1
10

,

L(t) =
1
10

(t− 10), N(t) = t, M(t) = 0, γ = 0, α =
5
6
, g(t, x(t)) =

1
10

(t + 11), f(t, x(t), x(t−

−∆)) = t +
1
10

x(t)x(t− 1), S(t) = t.

Поклавши T = 1, врахувавши, що d = 1, K = 1, τ0 = −1, τ1 = 0, τ2 = 1, виконавши
замiну t = s−1, t ∈ (−1, 0), t = s, t ∈ (0, 1), s ∈ (0, 1), ввiвши позначення z1(s) = x(s−1),
z2(s) = x(s) та врахувавши неперервнiсть функцiї x(t) в точцi t = 0, задачу (23) можна
переписати у виглядi

dz1

ds
+

1
10

z1(s) =
1
10

(s + 10),
dz2

ds
+ s

dz1

ds
+

1
10

(s− 10)z2(s) = s +
1
10

z2(s)z1(s),
(24)

z1(0) = 1, z1(1) = z2(0),

1∫
0

((s− 1)z1(s) + sz2(s)) ds =
5
6
.

Тут β = 0,

Q(s) =
(

1 0
s 1

)
, P (s) =

1
10

(
1 0
0 s− 10

)
, D =

(
0 0
1 0

)
,

U(s, z(s)) =
1
10

(
10 + s

10s + z2(s)z1(s)

)
, V (s) =

(
s− 1 s

)
.

Розглянемо задачу з керуванням

dv1

ds
+

1
10

v1(s) =
1
10

(s + 10) + λ,

dv2

ds
+ s

dv1

ds
+

1
10

(s− 10)v2(s) = s +
1
10

v2(s)v1(s) + λ,

v1(0) = 1, v1(1) = v2(0),

1∫
0

((s− 1)v1(s) + sv2(s))ds =
5
6
.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2008, т . 11, N◦ 2



258 В. А. ФЕРУК

Введемо до розгляду допомiжну задачу

dv1

ds
= y1(s) + λ,

dv2

ds
+ s

dv1

ds
= y2(s) + λ,

(25)

v1(0) = 1, v1(1) = v2(0),

1∫
0

((s− 1)v1(s) + sv2(s)) ds =
5
6
.

Отже, H(s) = 0, E(s) =
(

1
1

)
.

Задача (25) має єдиний розв’язок вигляду (11), де

r(s) =
20
13

(
1
1

)
, R(s, τ) =

12
13

(
τ3 − τ2 + τ 1− τ2

τ3 − τ2 + τ 1− τ2

)
,

h(s) =
10
13

(
2s

2 + 2s− s2

)
, G(s, τ) =

(
g11(s, τ) g12(s, τ)
g21(s, τ) g22(s, τ)

)
,

g11(s, τ) = θ(s, τ)− 12
13

s(τ3 − τ2 + τ), g12(s, τ) =
12
13

s(τ2 − 1),

g21(s, τ) = 1− τθ(s, τ) +
6
13

(s2 − 2s− 2)(τ3 − τ2 + τ),

g22(s, τ) = θ(s, τ)− 6
13

(s2 − 2s− 2)(τ2 − 1), θ(s, τ) =

{
0, s < τ,

1, s ≥ τ.

Скориставшись згаданим вище зображенням для розв’язку задачi (25) та зображен-
ням (13), що у даному випадку матиме вигляд

y1(s) = 1 +
1
10

s− 1
10

v1(s), y2(s) = s +
1
10

(10− s)v2(s) +
1
10

v2(s)v1(s),

побудуємо систему iнтегральних рiвнянь (14):

y1(s) = 1− 7
130

s− 1
10

1∫
0

(g11(s, τ)y1(τ) + g12(s, τ)y2(τ))dτ,

(26)

y2(s) =
1
13

(s3 − 12s2 + 31s + 20) +
1
10

(10− s)

1∫
0

(g21(s, τ)y1(τ) + g22(s, τ)y2(τ))dτ+

+
1

1690

20s + 13

1∫
0

(g11(s, τ)y1(τ) + g12(s, τ)y2(τ))dτ

×

×

10(2 + 2s− s2) + 13

1∫
0

(g21(s, τ)y1(τ) + g22(s, τ)y2(τ))dτ

 .
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Згiдно з теоремою 2, задача (23) є сумiсною тодi i тiльки тодi, коли iснує розв’язок
y∗1(s), y∗2(s) системи iнтегральних рiвнянь (26) i виконуються умови

3

1∫
0

((τ3 − τ2 + τ)y∗1(τ) + (1− τ2)y∗2(τ))dτ = 5. (27)

Пiдставивши у (27) розв’язок системи рiвнянь (26)

y∗1(s) = 1, y∗2(s) = s + es,

переконуємось у сумiсностi задачi (23). Справдi, неважко переконатись у тому, що її розв’я-
зок має вигляд

x∗(t) =

{
t + 1, t ∈ [−1, 0],
et, t ∈ [0, 1].

Застосуємо до задачi (24) iтерацiйний метод (17) – (19), згiдно з яким наближення до
шуканого розв’язку будуються за формулами

dzk
1

ds
= yk

1 (s) + λk,
dzk

2

ds
+ s

dzk
1

ds
= yk

2 (s) + λk,

zk
1 (0) = 1, zk

1 (1) = zk
2 (0),

1∫
0

((s− 1)zk
1 (s) + szk

2 (s))ds =
5
6
, (28)

yk
1 (s) = 1 +

1
10

s− 1
10

zk−1
1 (s), yk

2 (s) = s +
1
10

(10− s)zk−1
2 (s) +

1
10

zk−1
2 (s)zk−1

1 (s).

Поклавши y0(t) = 0, знайдемо початкове наближення iз задачi

dz0
1

ds
= λ0,

dz0
2

ds
+ s

dz0
1

ds
= λ0,

(29)

z0
1(0) = 1, z0

1(1) = z0
2(0),

1∫
0

((s− 1)z0
1(s) + sz0

2(s)) ds =
5
6
.

Розв’язавши задачу (29), отримаємо

λ0 =
20
13

, z0
1(s) =

20
13

s, z0
2(s) =

10
13

(2 + 2s− s2).

Згiдно з (20) наближення x0(t) матиме вигляд

x0(t) =
10
13

{
2(t + 1), t ∈ [−1, 0],
2 + 2t− t2, t ∈ [0, 1].
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Продовживши обчислення за формулами (28), можна аналогiчно побудувати й наступ-
нi наближення xk(t), близькiсть яких до точного розв’язку задачi (23)

x∗(t) =

{
t + 1, t ∈ [−1, 0],
et, t ∈ [0, 1],

вiдображено у таблицi.

t |x∗(t)− x0(t)| |x∗(t)− x3(t)| |x∗(t)− x6(t)|
− 1,00 0,000000 0,000000 0,000000
− 0,75 0,134615 0,013013 0,000971
− 0,50 0,269231 0,026842 0,002001
− 0,25 0,403846 0,041526 0,003094
0,00 0,538462 0,057119 0,004254
0,25 0,590975 0,039137 0,002927
0,50 0,466663 0,026091 0,001920
0,75 0,142615 0,013887 0,001021
1,00 0,410590 0,000518 0,000085

Отже, в результатi проведених в данiй статтi дослiджень:
1) встановлено умову сумiсностi систем парних нелiнiйних функцiонально-диферен-

цiальних рiвнянь iз обмеженнями;
2) обґрунтовано метод послiдовних наближень до таких задач.
Отриманi результати можуть бути основою для аналогiчних дослiджень парних функ-

цiонально-диференцiальних рiвнянь iз обмеженнями бiльш складного вигляду та обґрун-
тування застосування до розглядуваної задачi низки наближених методiв, зокрема про-
екцiйного та проекцiйно-iтеративного.
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