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The projection-algebraic method of the Calogero type for discrete approximations of linear differential
equations in Banach spaces is developed, the convergence analysis of the corresponding finite-dimensional
expressions, based on the functional-analytic approach to discrete approximations and methods of operator
theory in Banach spaces, is presented. Application of the obtained results to the functional-interpolation
scheme of the projection-algebraic method of discrete approximations is considered. Based on a generali-
zed Leray – Schauder type theorem the projection-algebraic scheme of discrete approximations is proposed,
its solvability and convergence for a special class of nonlinear operator equations is analyzed.

Развивается проекционно-алгебраический метод дискретных аппроксимаций типа Калодже-
ро для линейных дифференциальных уравнений в банаховых пространствах, проведен анализ
сходимости конечномерных аппроксимаций, базирующийся на функционально-алгебраическом
подходе к дискретным аппроксимациям и методах теории операторов в банаховых простран-
ствах. Рассмотрены применения полученных результатов к функционально-интерполяционной
схеме проекционно-алгебраического метода дискретных аппроксимаций. На основании обоб-
щенного утверждения типа Лере – Шаудера рассмотрена проекционно-алгебраическая схема
дискретных аппроксимаций и проанализированы ее разрешимость и сходимость для специаль-
ного класса нелинейных операторных уравнений.
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1. Вступ. Нехай X i Y — заданi функцiональнi простори Банаха. Розглянемо диферен-
цiально-операторне рiвняння

Au = f(u), (1.1)

де, в загальному випадку, f : X → Y є деяким неперервним нелiнiйним вiдображенням, а
оператор A : X → Y — замкненим лiнiйним диференцiальним виразом

A :=
m∑

|β|=0

aβ(x)
∂β

∂xβ
(1.2)

з частинними похiдними в областi Ω ⊂ Rq з гладкими коефiцiєнтами aβ ∈ C∞(Rq; R),
q, m ∈ Z+, та областю визначення D(A) ⊂ X i задовольняє умову Range(A) = Y або
Range(A) = Y. З метою побудови дискретної апроксимацiї рiвняння (1.1), придатної для
ефективних комп’ютерних обчислень, ми розвиваємо проекцiйно-алгебраїчний метод
дискретних апроксимацiй типу Калоджеро [1], що ґрунтується на функцiональному та Лi-
алгебраїчному пiдходах праць [2 – 9]. На пiдставi загальних властивостей [10 – 12] апрок-
симуючих скiнченновимiрних банахових пiдпросторiв дано опис необхiдних умов збiжно-
стi проекцiйно-алгебраїчного методу дискретних апроксимацiй для сталого вiдображен-
ня f : X → Y як у загальному випадку, так i у випадку функцiонально-iнтерполяцiйної
схеми дискретних апроксимацiй, адаптованої до вiдповiдних скiнченновимiрних квазiзо-
бражень базисної операторної алгебри Гайзенберга – Вейля. Використовуючи результати
праць [8, 9] щодо iснування розв’язкiв нелiнiйних операторних рiвнянь, що ґрунтуються
на узагальненiй теоремi типу Лере – Шаудера, описано достатньо ефективнi необхiднi
умови розв’язностi та збiжностi проекцiйно-алгебраїчного методу дискретних апрокси-
мацiй для випадку нелiнiйного неперервного A-компактного вiдображення f : X → Y та
замкненого лiнiйного сюр’єктивного оператора A : X → Y.

2. Функцiонально-операторнi аспекти проекцiйно-алгебраїчного методу дискретних
апроксимацiй лiнiйних рiвнянь. Будемо вивчати випадок рiвняння (1.1), коли вiдображен-
ня f : X → Y є довiльним, але сталим вектором простору Y. Розглянемо двi сiм’ї скiн-
ченновимiрних iнтерполяцiйних функцiональних пiдпросторiв X̃N ⊂ X, а також Ỹ ⊂ Y
для N ∈ Z+, таких, що

X̃N ⊂ X̃N+1,
(2.1)

ỸN ⊂ ỸN+1.

Коли задана область Ω ⊂ Rq є обмеженою, для простору X := Lp(Ω; R) та областi
визначення D(A) = W

(m+s)
p (Ω) i Range (A) = W

(s)
p (Ω) ⊂ Lp(Ω; R) := Y, p > q, s > 0,

вирази

X̃N := P
(x)
N W (m+s)

p (Ω),
(2.2)

ỸN := P
(y)
N W (s)

p (Ω),
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де P
(x)
N → X i P

(y)
N → Y, N ∈ Z+, є лiнiйними операторами, визначеними на неперервних

функцiях в областi Ω ⊂ Rq. Оператори P
(x)
N i P

(y)
N є, як вiдомо, операторами проектуван-

ня, для яких виконуються умови

P
(x)
N P

(x)
N = P

(x)
N , P

(y)
N P

(y)
N = P

(y)
N (2.3)

для всiх N ∈ Z+.

Розглянемо тепер для кожного N ∈ Z+ рiвняння

P
(y)
N AũN = P

(y)
N f (2.4)

вiдносно елемента ũN ∈ X̃N , для якого при N → ∞

lim
N→∞

‖AũN − f‖Y = 0, (2.5)

де вiдображення f : X → Y є сталим заданим елементом простору Y. Очевидно, що
рiвняння (2.4) має один розв’язок ũN ∈ X̃N , якщо для кожного N ∈ Z+ справджується
рiвнiсть

P
(y)
N AX̃N := ỸN . (2.6)

Умова (2.6) рiвнозначна iснуванню оберненого скiнченновимiрного оператора

P
(y)
N AP

(x)
N := AN : X̃N → ỸN (2.7)

для кожного N ∈ Z+.

Наведемо означення довiльної гранично щiльної сiм’ї пiдпросторiв {BN ⊂ B : N ∈ Z+}
простору Банаха B.

Означення 2.1. Сiм’я пiдпросторiв {BN ⊂ B : N ∈ Z+} називається гранично щiль-
ною в B, якщо для кожного g ∈ B має мiсце рiвнiсть

ρ(g,BN ) := inf
w̃N∈BN

‖g − w̃N‖B → 0 (2.8)

при N → ∞.

Для подальшого аналiзу необхiдне наступне твердження про збiжнiсть процесу апрок-
симацiї.

Твердження 2.1. Нехай оператор A : X → Y є оборотним на щiльнiй областi ви-
значення D(A) ⊂ X, а також має мiсце рiвнiсть Range(A) = Y, де X i Y — простори
Банаха. Припустимо, що сiм’я пiдпросторiв {AX̃N ∈ Y : N ∈ Z+} є гранично щiльною,
а оператори проектування P

(y)
N : Y → Y задовольняють умову

‖P (y)
N ‖ ≤ c

(y)
N (2.9)
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для деякої послiдовностi c
(y)
N ∈ RN , N ∈ Z+. Для кожного елемента f ∈ Y рiвняння

P
(y)
N Au = P

(y)
N f (2.10)

має єдиний розв’язок ũN ∈ X̃N для всiх N ∈ Z+, де

lim
N→∞

‖AũN − f‖Y = 0, (2.11)

тодi i тiльки тодi, коли:
i) виконується умова (2.6);

ii) iснують послiдовностi τ
(y)
N ∈ R+, N ∈ Z+, такi, що

‖P (y)
N ṽN‖ỸN

≥ τ
(y)
N ‖ṽN‖Y , limN→∞c

(y)
N τ

(y),−1
N < ∞, (2.12)

для кожного елемента ṽN ∈ AX̃N , N ∈ Z+;
iii) верхня межа

limN→∞

[(
1 + c

(y)
N τ

(y),−1
N

)
ρ(f,AX̃N )

]
= 0

для кожного f ∈ Y.

Доведення. Насамперед припустимо, що для кожного елемента f ∈ Y рiвняння P
(y)
N ×

×Au = P
(y)
N f, N ∈ Z+, має єдиний розв’язок ũN ∈ X̃N i ‖AũN − f‖Y → 0 при N → ∞.

Тодi на основi нерiвностi

ρ(f,AX̃N ) = inf
wN∈AX̃N

‖f − w̃N‖Y ≤ ‖f −AũN‖Y

можна зробити висновок, що limN→∞ ρ(f,AX̃N ) = 0, тобто сiм’я пiдпросторiв {AX̃N ∈
∈ Y : n ∈ Z+} є гранично щiльною в Y. Тепер визначимо N ∈ Z+ i розглянемо рiвняння
P

(y)
N Au = f̃N ∈ ỸN . Зрозумiло, що iснує такий елемент f ∈ Y, для якого P

(y)
N f = f̃N , тоб-

то отримуємо рiвняння, яке на пiдставi припущення твердження має вже єдиний розв’я-
зок ũN ∈ X̃N . А це означає, що P

(y)
N AX̃N = ỸN , тобто умову i) доведено.

Оскiльки вiдображення P
(y)
N : Y → Y є оператором проектування, то можна роз-

глянути його звуження P̄
(y)
N |AX̃N

: AX̃N → ỸN для кожного N ∈ Z+. Оператор P̄
(y)
N :

AX̃N → ỸN згiдно з (2.9) та (2.12) є обмеженим i взаємно однозначним. Тодi на пiд-
ставi твердження Банаха про обернений оператор iснує обмежений обернений оператор
P̄

(y),−1
N : ỸN → AX̃N .

Нехай тепер ũN ∈ X̃N є вiдповiдним наближеним розв’язком рiвняння PNAu = PNf.

Тодi має мiсце рiвнiсть AũN = P̄
(y),−1
N PNf, з якої на пiдставi умови (2.11) отримуємо

lim
N→∞

‖P̄ (y),−1
N PNf − f‖Y = 0 (2.13)
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для кожного f ∈ Y. А це означає, що limN→∞ P̄
(y),−1
N PNf = f для кожного задано-

го елемента f ∈ Y. Застосовуючи тепер до цiєї умови класичне твердження Банаха –
Штайнгауза [10, 11], одержуємо

sup
N∈Z+

‖P̄ (y),−1
N P

(y)
N ‖Y ≤ c(y) < ∞ (2.14)

для певної сталої величини c(y) ∈ R+. Таким чином, для кожного елемента P
(y)
N w̃N = w̃N

‖P̄ (y),−1
N w̃N‖Y = ‖P̄ (y),−1

N P
(y)
N jN w̃N‖Y ≤ ‖P̄ (y),−1

N PN‖Y ‖jN w̃N‖Y ≤ c(y)‖jN‖‖w̃N‖ỸN
, (2.15)

де jN : ỸN → Y — вiдповiдний щiльно заданий оператор вкладення, а ‖jN‖— його норма.
Нерiвнiсть (2.15) означає, що норма оператора P̄

(y),−1
N : ỸN → AX̃N ⊂ Y є рiвномiрно

обмеженою для всiх N ∈ Z+.
Тепер виберемо довiльний елемент ṽN ∈ AX̃N ⊂ Y i обчислимо величину w̃N :=

:= P̄
(y)
N ṽN ∈ ỸN . Тодi на пiдставi нерiвностi (2.15) отримаємо

‖ṽN‖Y = ‖P̄ (y),−1
N w̃N‖Y ≤ c(y)‖jN‖‖w̃N‖ỸN

:= τ
(y),−1
N ‖PN ṽN‖ỸN

, (2.16)

де величини τ
(y)
N > 0 є обмеженими для всiх N ∈ Z+. А це означає, що стосовно кожного

елемента ṽN ∈ AX̃N виконується умова ii) твердження, тобто ‖P (y)
N ṽN‖ỸN

≥ τ
(y)
N ‖ṽN‖Y ,

N ∈ Z+.
Достатнiсть умов i) – iii) доведемо таким чином. Розв’яжемо рiвняння PNAu = PNf

для N ∈ Z+, розв’язок яких ũN ∈ X̃N є єдиним. Тодi їх можна записати у виглядi

ũN = A−1P̄
(y),−1
N PNf, (2.17)

де, як i вище, лiнiйне вiдображення P̄
(y)
N := P

(y)
N |AX̃N

: AX̃N → ỸN є вiдповiдною редукцi-

єю на AX̃N ⊂ Y оператора проектування P
(y)
N : Y → Y на пiдпростiр ỸN ⊂ Y. Оскiль-

ки на пiдставi умови ii) маємо ‖P̄ (y),−1
N ‖ ≤ τ

(y),−1
N , то норма ‖P̄ (y),−1

N P
(y)
N ‖ ≤ c

(y)
N τ

(y),−1
N є

рiвномiрно обмеженою для всiх N ∈ Z+. Звiдси для довiльного елемента w̃N ∈ AX̃N

отримуємо

‖AũN − f‖Y = ‖P̄ (y),−1
N PNf − f‖Y ≤

≤ inf
w̃N∈AX̃N

(
‖P̄ (y),−1

N PNf − P̄
(y),−1
N P

(y)
N w̃N‖Y + ‖w̃N − f‖Y

)
≤

≤ inf
w̃N∈AX̃N

(
‖P̄ (y),−1

N PNf − P̄
(y),−1
N P

(y)
N w̃N‖Y + ‖w̃N − f‖Y

)
≤

≤ inf
w̃N∈AX̃N

(
c
(y)
N τ

(y),−1
N + 1

)
ρ(f, w̃N ) =

(
c
(y)
N τ

(y),−1
N + 1

)
ρ(f,AX̃N ), (2.18)

де враховано, що P̄
(y),−1
N P

(y)
N w̃N = w̃N для всiх w̃N ∈ AX̃N . А це на пiдставi припущення

iii) означає iснування границi limN→∞ ‖AũN − f‖Y = 0 для довiльного елемента f ∈ Y,
що завершує доведення твердження.
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Зауваження. Певний аналог даного твердження, але вiдмiнний вiд твердження 2.1, бу-
ло встановлено в [12].

Як очевидний висновок з доведення твердження 2.1 отримуємо, що у випадку, коли
dim X̃N = dim ỸN < ∞ для всiх N ∈ Z+, умова i) у виглядi (2.6) виникає з умови ii). Бiльш
того, має мiсце наступне твердження про збiжнiсть розв’язку ũN ∈ X̃N при N → ∞ до
елемента u ∈ X.

Твердження 2.2. Нехай виконуються всi умови твердження 2.1, зокрема замкнений
оператор A : X → Y має обмежений обернений оператор, тобто ‖A−1‖ < ∞ i D(A) =
= X (на пiдставi класичного твердження про замкнений оператор). Тодi отримана по-
слiдовнiсть розв’язкiв ũN ∈ X̃N рiвняння P

(y)
N Au = P

(y)
N f при N → ∞ є вiдповiдними

наближеннями до розв’язку рiвняння Au = f щодо норми ‖ · ‖X .

Доведення. Припустимо, що uN ∈ XN є розв’язком рiвняння P
(y)
N AuN = P

(y)
N f для

всiх N ∈ Z+. Оцiнимо тепер рiзницю (u− ũN ) ∈ X щодо норми простору X :

‖ũN − u‖X = ‖ũN −A−1f‖X = ‖A−1AũN −A−1f‖X =

= ‖A−1(AũN − f)‖X ≤ ‖A−1‖ ‖AũN − f‖Y . (2.19)

На пiдставi (2.18) limN→∞ ‖AũN−f‖Y = 0, а з того, що оператор A−1 є обмеженим, права
частина рiвняння (2.19) прямує до нуля при N → ∞. Це означає, що lim

N→∞
‖ũN − u‖X = 0,

що й завершує доведення твердження.

3. Функцiонально-iнтерполяцiйнi властивостi проекцiйно-алгебраїчного методу диск-
ретних апроксимацiй лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними. У цьому пунктi для
подальшого вивчення дискретних апроксимацiй розв’язкiв рiвнянь припускаємо, що Ω :=
:= K ⊂ RN є n-вимiрним кубом. Задамо в явному виглядi скiнченновимiрнi функцiональ-
нi пiдпростори X̃N ∈ X i ỸN ∈ Y для N ∈ Z+, використавши оператори проектування
Лагранжа.

Нехай X := Lp(K; R), D(A) = W
(m+s)
p (K; R), Y := Lp(K; R), Range (A) = W

(s)
p (K; R),

p > n, s ≥ 1, а також s − n/p > 0. На пiдставi твердження Соболєва про вкладення має
мiсце властивiсть W

(m)
p (K; R) ⊂ C(K; R). На її основi ми можемо побудувати пiдпростiр

ỸN ⊂ Y таким чином:

ỸN = P
(y)
N W (s)

p (K; R), (3.1)

де оператор проектування є класичним оператором iнтерполяцiї Лагранжа, заданим у
виглядi

P
(y)
N f(x) :=

q

Π
j=1

αj=N∑
α∈Zq

+

f(xα)lα(x). (3.2)

Тут xα ∈ K — вузли на кубi K ⊂ Rq, мультиiндекс α ∈ Zq
+,

q

Π
j=1

αj ≤ N, а

lα(x) :=
q

Π
j=1

lαj (xj), lα(xβ) = δαβ , (3.3)
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є базисними q-вимiрними многочленами Лагранжа. Оскiльки ми вибираємо простори
X̃N ∈ X i ỸN ∈ Y скiнченновимiрними, то умова (2.6) виникає з умови ii) твердження 2.1.
Тепер потрiбно розглянути нерiвнiсть

‖P (y)
N ṽN‖ỸN

≥ τ
(y)
N ‖ṽN‖Y (3.4)

для всiх ṽN ∈ AX̃N ∈ Y, де τ
(y)
N < ∞, N ∈ Z+. Умова (3.4) означає, що оператор проек-

тування P
(y)
N є оборотним на пiдпросторi AX̃N , оскiльки, очевидно, ker P

(y)
N = {0}. Тепер

з попереднього визначення ṽN = Aw̃N , де w̃N ∈ X̃N , i з того, що оператор A : X → Y

є оборотним на областi визначення D(A), випливає, що i ker (P (y)
N A) = {0}. Додатково з

умови dim X̃N = dim ỸN випливає, що Range (P (y)
N A)|X̃N

= ỸN .
Розглянемо пiдпростiр C(K; R) послiдовностей функцiй на кубi K ⊂ Rq i вiдповiдний

оператор проектування для випадку iнтерполяцiї Лагранжа (3.2), вузли якої є коренями
многочленiв Ермiта. Визначимо величини

δN := min
k=1,q,j=1,Nk

{(
x

(j+1)
k − x

(j)
k

)
: j = 1, Nk

}
, N := Π

j=1,q
Nj ,

(3.5)

λ
(y)
N := ‖P (y)

N ‖ ≤ c(1)
q (K)(log N)q,

де c
(1)
q (K) > 0 для всiх N ∈ Z+. Нехай тепер функцiонал x∗ ∈ C∗(K; R), x ∈ K, визначено

таким чином, що

x∗(f) := f(x) (3.6)

для кожної функцiї f ∈ C(K; R). Тодi, як вiдомо [11], для iнтерполяцiї, вузли якої вибрано
коренями многочленiв Ермiта, має мiсце нерiвнiсть

‖x∗P (y)
N ‖C∗(K;R) =

n
Π

j=1
αj=N∑

α∈Zq
+

|lα(x)| := λ
(y)
N ≤ c(2)

q (K)N−s(log N)q (3.7)

для всiх x ∈ K i N ∈ Z+. На пiдставi нерiвностi типу Джексона для кожної f ∈ C(s)(K; R)
маємо також

EN [f ] ≤ c(2)
q N−s‖f (s)‖C(K;R). (3.8)

Таким чином, використовуючи (3.7) i (3.8), для f ∈ C(s)(K; R) отримуємо оцiнку

|(x∗P (y)
N )(f)− x∗(f)| := |P (y)

N f(x)− f(x)| ≤

≤

q

Π
j=1

αj=N∑
α∈Zq

+

|lα(x)| |f(xα)− pN (xα) + pN (xα)− f(x)| ≤

≤ c(3)
q (K)(log N)qN−s‖f (s)‖C(K;R), (3.9)
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де стала величина c
(3)
q (K) := c

(1)
q (K)c(2)

q (K) < ∞, а pN є вiдповiдним многочленом степе-
ня N ∈ Z+ найкращої апроксимацiї на кубi K ⊂ Rq. Припускаючи тепер, що диферен-
цiальний оператор (1.2) є обмеженим як оператор A : C(s+m)(K; R) → C(s)(K; R) i для
s ≥ 1 виконується умова Като – Релiха [10]

‖u‖p,m+s ≤ c(4)
q (K)(‖Au‖p,s + ‖u‖p,s) (3.10)

для певної сталої c
(4)
q > 0 i кожної u ∈ W

(m+s)
p (K; R), на пiдставi оцiнки (3.9) з нерiв-

ностi (3.10) отримуємо iснування такої сталої τ
(y)
N > 0, що має мiсце основна нерiвнiсть

(3.4). Таким чином, на пiдставi твердження 2.1 робимо висновок про iснування однознач-
них розв’язкiв рiвнянь (2.10) з пiдпростору X̃N ⊂ W

(m+s)
p (K; R) для всiх N ∈ Z+, якi

апроксимують точний розв’язок рiвняння (1.1). Це означає, що систему скiнченновимiр-
них функцiйних рiвнянь

ÃN ũN := P
(y)
N AP

(x)
N ũN = f̃N := P

(y)
N f (3.11)

для всiх N ∈ Z+ можна подати в рiвнозначному виглядi як звичайну систему векторних
алгебраїчних рiвнянь

ANuN = fN , (3.12)

де uN := π
(x)
N ũN , fN := π

(y)
N f̃N , AN := π

(y)
N ÃNπ

(x),−1
N , до того ж π

(x)
N : X̃N → XN ' RN ,

π
(y)
N : ỸN → YN ' RN є вiдповiдними канонiчними iзоморфiзмами [4, 7] скiнченновимiр-

них просторiв для всiх N ∈ Z+. Таким чином, має мiсце наступне твердження.

Твердження 3.1. Нехай оператор (1.2) є оберненим i задовольняє умову (3.10) для
певного показника s ≥ 1. Тодi iснує єдиний розв’язок u ∈ W

(m+s)
p (K; R) рiвняння (1.1),

який є вiдповiдною границею наближених розв’язкiв скiнченновимiрних рiвнянь (3.12),
отриманих за допомогою проекцiйно-алгебраїчного методу дискретних апроксимацiй.

Для ефективної побудови скiнченновимiрних операторiв AN : XN → Y, N ∈ Z+,
використаємо метод функцiонально-алгебраїчної дискретної апроксимацiї базисних опе-
раторiв алгебри Гайзенберга – Вейля G(n) := ⊕

j=1,q
{1, xj , ∂/∂xj}, основи якого було розви-

нено у працях [4, 7, 13]. Тодi вираз (3.12) буде звичайним векторним рiвнянням, матриця
AN : RN → RN якого

AN =
m∑

|β|=0

aβ(SN )Dβ
N , (3.13)

де SN i DN : RN → RN — вiдповiднi скiнченновимiрнi тензорнi квазiзображення базис-
них елементiв (або генераторiв) алгебри Гайзенберга – Вейля G(q). Розв’язуючи рiвняння
(3.12) з матрицею (3.13), отримуємо векторний розв’язок uN ∈ XN ' RN , який пород-
жує вiдповiдно шуканий наближений функцiйний розв’язок ũN := π

(x),−1
N uN ∈ X̃N ⊂ X

вихiдного рiвняння (1.1). У випадку, коли задано додатковi крайовi умови на розв’язок u ∈
∈ X рiвняння (1.1), також можна використати розвинений нами проекцiйно-алгебраїчний

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2009, т . 12, N◦ 4



ПРОЕКЦIЙНО-АЛГЕБРАЇЧНА АПРОКСИМАЦIЯ ЛIНIЙНИХ ТА НЕЛIНIЙНИХ . . . 503

метод. Аналогiчнi результати можна отримати i для випадку еволюцiйного рiвняння, за-
даного у виглядi du/dt− Au = f, де u ∈ X, f ∈ Y i параметр t ∈ R+, а також нелiнiйних
еволюцiйних рiвнянь з частинними похiдними. Цим важливим для багатьох застосувань
питанням буде присвячено окрему статтю.

4. Функцiонально-операторнi аспекти проекцiйно-алгебраїчного методу дискретних
апроксимацiй для нелiнiйних операторних рiвнянь у банахових просторах. Розглянемо
нелiнiйне операторне рiвняння (4.1) у виглядi

Au = f(u), (4.1)

де A : X → Y — замкнений сюр’єктивний оператор з умовою dim kerA > 0, а вiдоб-
раження f : X → Y є довiльним нелiнiйним i неперервним з областю визначення D(f) =
= Sr(0) ∩D(A) ⊂ X (Sr(0) ⊂ X є сферою радiуса r > 0 з центром у нулi), якi задоволь-
няють двi умови: 1) A-компактностi, тобто для будь-яких обмежених множин U ⊂ D(f) i
V ⊂ Y замкнена множина f(U ∩A−1(V ) ⊂ Y є компактною; 2) kf < kA, де, за визначен-
ням,

k−1
A := sup

‖v‖Y =1
inf

u∈D(A)
{‖u‖X : Au = v} < ∞, kf := sup

u∈Sr(0)

1
r
‖f(u)‖ < ∞. (4.2)

Якщо X̃N ⊂ X̃N+1 ⊂ X i ỸN ⊂ ỸN+1 ⊂ Y, N ∈ Z+, — скiнченновимiрнi банаховi пiдпро-
стори, а P x

N : X → X̃N та P y
N : Y → ỸN , N ∈ Z+, — вiдповiднi оператори проектування,

то мають мiсце рiвняння

P
(y)
N AũN = P

(y)
N f(ũN ) (4.3)

вiдносно елементiв ũN ⊂ X̃N , N ∈ Z+, якi є наближеннями до шуканого розв’язку рiв-
няння (4.1), у загальному випадку не єдиного, оскiльки dim kerA ≥ 1. Зауважимо, що
проекцiйний метод називають „реалiзовним”, якщо множина M ⊂ X розв’язкiв рiвняння
(4.1) є непорожньою, а при достатньо великих N ∈ Z+ також є непорожнiми множини
MN ⊂ X̃N розв’язкiв рiвнянь (4.3). Метод називають „збiжним”, якщо вiн є реалiзовним i
виконано умову

lim
N→∞

sup
ũN∈M̃N

inf
u∈M

‖ũN − u‖X = 0. (4.4)

Очевидно, що для практичних застосувань критерiї реалiзовностi проекцiйного методу та
його збiжностi є досить важливими, тому ми зупинимось на них, ґрунтуючись на резуль-
татах праць [8, 9], де питання розв’язностi певного класу нелiнiйних операторних рiвнянь
було проаналiзовано на основi одного узагальненого твердження типу Лере – Шаудера в
банахових просторах. А саме, має мiсце наступне твердження [8, 9], яке дає опис множини
M розв’язкiв нелiнiйного операторного рiвняння (4.1).

Твердження 4.1. Нехай виконано умови 1, 2, сформульованi вище. Тодi при додатковiй
умовi dim kerA ≥ 1 рiвняння (4.1) має непорожню множину M розв’язкiв, топологiчна
розмiрнiсть яких dimM ≥ dim kerA− 1.
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Нижче вважатимемо, що виконано всi необхiднi умови твердження 4.1. Тодi наступний
результат характеризує реалiзовнiсть проекцiйного алгоритму (4.3).

Твердження 4.2. Нехай виконано умови 1, 2 та додатково

lim
N→∞

sup
v∈Range (A)∩Range (f)

‖P (y)
N v − v‖Y = 0. (4.5)

Тодi для достатньо великих чисел N ∈ Z+ множини M̃N ⊂ X̃N є непорожнiми i має
мiсце умова збiжностi (4.4).

Доведення. Покладемо

k
(N)
f := sup

ũN∈Sr(0)

1
r

∥∥∥P
(y)
N f(ũN )

∥∥∥
ỸN

(4.6)

та

k
(N),−1
A := sup

ṽN∈ỸN

1
‖ṽN‖ỸN

inf
ũN∈P

(x)
N D(A)

{
‖ũN‖X̃N

: P
(y)
N AũN = ṽN

}
(4.7)

i виберемо таке N0 ∈ Z+, щоб dim ker (P (y)
N0

A) ≥ 1, а також

kf ≤ k
(N0)
f < k

(N0)
A ≤ kA. (4.8)

Тодi на основi виразiв (4.6) i (4.7) з умови (4.8) отримуємо, що для всiх N ≥ N0 викону-
ється умова

kf ≤ k
(N)
f < k

(N)
A ≤ kA. (4.9)

А це означає, згiдно з узагальненим твердженням типу Лере – Шаудера [8, 9], що послi-
довнiсть рiвнянь (4.4) має розв’язки для всiх N ≥ N0, тобто всi множини M̃N ⊂ X̃N ,
N ≥ N0, є непорожнiми, а сам проекцiйний метод — реалiзовним.

Вiзьмемо тепер деяке ε ≥ 0 i розглянемо окiл

Uε(M) :=
{

u ∈ D(f) : inf
ū∈M⊂D(f)

‖ū− u‖X < ε

}
. (4.10)

Очевидно, що множина D(f)\Uε(M) не мiстить розв’язкiв рiвняння (4.1), i для деякого
αε > 0

inf
ū∈D(f)\Uε(M)

‖Au− f(u)‖Y = αε > 0. (4.11)

Виберемо на основi (4.5) число Nε ∈ Z+ так, щоб для всiх N ≥ Nε

sup
u∈D(f)

(‖Au− P
(y)
N Au‖Y + ‖f(u)− P

(y)
N f(u)‖Y ) < αε. (4.12)
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Тодi для всiх u ∈ D(f)\Uε(M) виконується нерiвнiсть

‖P (y)
N Au−P

(y)
N f(u)‖Y ≥ ‖Au−f(u)‖Y−(‖Au−P

(y)
N Au‖Y +‖f(u)−P

(y)
N f(u)‖Y ) > αε−αε = 0,

тобто при N ≥ Nε має мiсце включення M̃N ⊂ Uε(M). Оскiльки ε > 0 вибрано достат-
ньо малим, умова M̃N ⊂ Uε(M) для всiх N ≥ Nε є еквiвалентною умовi збiжностi (4.4),
що й доводить твердження.

У випадку, коли послiдовностi просторiв X̃N ⊂ X̃N+1 ⊂ X та ỸN ⊂ ỸN+1 ⊂ Y, N ∈ Z+,
вибрано гiльбертовими, до того ж

∪N∈Z+X̃N = X, ∪N∈Z+ ỸN = Y, (4.13)

а проектори P
(x)
N : X → X̃N , P

(y)
N : Y → ỸN , N ∈ Z+, є операторами ортогонального

проектування, норми ‖P (x)
N ‖ = 1, ‖P (x)

N ‖ = 1, N ∈ Z+, i для всiх u ∈ X, v ∈ Y

lim
N→∞

‖u− P
(x)
N u‖Y = 0, lim

N→∞
‖v − P

(y)
N v‖Y = 0. (4.14)

Вважатимемо також, що виконуються умови (4.4), (4.5) i dim kerA ≥ 1. Тодi має мiсце
аналог твердження 4.2 про реалiзовнiсть проекцiйної схеми дискретних апроксимацiй для
рiвняння (4.1), заданого в гiльбертовому просторi.

Твердження 4.3. Для достатньо великих N ∈ Z+ множини M̃N ⊂ X̃N є непорожнiми
i має мiсце умова збiжностi (4.3).

Доведення. Зрозумiло, що необхiдно лише встановити справедливiсть умови (4.5).
Припустимо, що знайдеться така послiдовнiсть iндексiв Nk ∈ Z+ для k ∈ Z+, а також
елементи uk ∈ D(f), k ∈ Z+, для яких iснує ε > 0 таке, що

‖P (y)
Nk

f(uk)− f(uk)‖Y > ε. (4.15)

Оскiльки для всiх k ∈ Z+ елементи f(uk) належать Range (A), то завдяки A-компактностi
вiдображення f : D(f) → Y iснує границя limk→∞ f(uk) = v ∈ Y. Використовуючи тепер
iснування границь (4.14), отримуємо

lim
k→∞

‖P (y)
Nk

f(uk)− f(uk)‖Y ≤ lim
k→∞

‖P (y)
Nk

f(uk)− P
(y)
Nk

v̄‖Y +

+ lim
k→∞

‖P (y)
Nk

v̄ − v̄‖Y + lim
k→∞

‖v̄ − f(uk)‖Y = 0,

що суперечить нерiвностi (4.15).
Твердження доведено.
Як наслiдок отриманих вище результатiв для випадку, коли вiдображення f : D(f) ⊂

⊂ X → Y є сталим, а оператор A : D(A) ⊂ X → Y — замкненим i сюр’єктивним, мож-
на встановити додатковi критерiї збiжностi проекцiйно-алгебраїчного методу дискретних
апроксимацiй для рiвняння (4.1), проаналiзованого у попереднiх пунктах.
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5. Висновки. Проекцiйно-алгебраїчна схема дискретних апроксимацiй типу Калодже-
ро, яка ґрунтується на спецiальних iнтерполяцiйних властивостях функцiональних про-
сторiв, при застосуваннi до широкого класу диференцiально-операторних рiвнянь у бана-
хових просторах дає можливiсть ефективно конструювати вiдповiднi наближенi розв’яз-
ки, наближення яких до точних для випадку лiнiйних рiвнянь є особливо високим [3]. При
цьому, як показано в данiй статтi, проекцiйно-алгебраїчна схема є при мiнiмальних обме-
женнях на оператори в широкому сенсi розв’язною та збiжною, а у випадку нелiнiйних
диференцiально-операторних рiвнянь вдається досить ефективно описати параметричну
залежнiсть множини розв’язкiв та її топологiчну розмiрнiсть, що є важливим для прак-
тичних застосувань.
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4. Luśtyk M. The Lie-algebraic discrete approximation scheme for evolution equations with Dirichlet // Neumann
Data, Univ. Iagellon. Acta Math. — 2002. — 40. — P. 117 – 124.

5. Bihun O., Prytula M. Modification of the Lie-algebraic scheme and approximation error estimations // Proc.
Appl. Math. and Mech. — 2004. — 4. — P. 534 – 535.

6. Samoylenko V. Hr. Algebraic scheme of discrete approximations for dynamical systems of mathematical
physics and the accuracy estimation // Asymptotic Meth. in Math. Phys. Probl. — Kiev: Inst. Math. Nat.
Acad Sci. Ukraine, 1988. — P. 144 – 151 (in Russian).

7. Mitropolski Yu. A., Prykarpatsky A. K., Samoylenko V. H. A Lie-algebraic scheme of discrete approximations
of dynamical systems of mathematical physics // Ukr. Math. J. — 1988. — 40, № 4. — P. 453 – 458.

8. Prykarpatsky A. K. A Borsuk – Ulam type generalization of the Leray – Schauder fixed point theorem. —
Trieste, Italy, 2007. — Preprint ICTP, IC/2007/028.

9. Prykarpatsky A. K. An infinite-dimernsional Borsuk – Ulam type generalization of the Leray – Schauder fi-
xed point proposition and some applications // Ukr. Math. J. — 2008. — 60, № 1. — P. 114 – 120.

10. Kato T. The theory of linear operators. — New York: Springer, 1962.

11. Babenko K. Numerical analysis. — Moscow: Nauka, 1984 (in Russian).

12. Красносельский М. А., Вайникко Г. М., Забрейко П. П. и др. Приближенное решение операторных
уравнений. — М.: Наука, 1969.
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