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We obtain conditions for invertibility of the nonlinear differential operator

(Lx)(t) = H

(
x(t),

dx(t)
dt

)
in the space of functions bounded on the axis.

Получены условия обратимости нелинейного дифференциального оператора

(Lx)(t) = H

(
x(t),

dx(t)
dt

)
в пространстве ограниченных на оси функций.

1. Основний об’єкт дослiдження. Позначимо через C0 банахiв простiр неперервних i обме-
жених на R = (−∞,+∞) функцiй x = x(t) зi значеннями в R з нормою ‖x‖C0 = sup

t∈R
‖x(t)‖,

а через C1 банахiв простiр функцiй x ∈ C0, похiдна кожної з яких є елементом простору

C0, з нормою ‖x‖C1 = max
{
‖x‖C0 ,

∥∥∥∥dx

dt

∥∥∥∥
C0

}
.

Розглянемо неперервну на R2 функцiю H(x, y) зi значеннями в R. Визначимо оператор
L : C1 −→ C0 рiвнiстю

(Lx)(t) = H

(
x(t),

dx(t)
dt

)
, t ∈ R,

де x — елемент простору C1.
З’ясуємо, при виконаннi яких умов диференцiальне рiвняння

H

(
x(t),

dx(t)
dt

)
= z(t), t ∈ R, (1)

для кожної функцiї z ∈ C0 має хоча б один розв’язок x ∈ C1, а вiдповiдний оператор L
має обернений неперервний оператор.

Зазначимо, що аналогiчнi задачi розв’язувалися багатьма авторами переважно у ви-
падку лiнiйних або слабконелiнiйних операторiв (див., наприклад, [1 – 10]). Випадок
H(x, y) = f(x) + y розглянуто в [11 – 13].
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Умови оборотностi оператора L встановимо за допомогою допомiжних тверджень.

2. Локально збiжнi послiдовностi. Говоритимемо, що послiдовнiсть функцiй xk ∈ C0,
k ∈ N, локально збiгається до функцiї x ∈ C0 при k → +∞ i позначатимемо

xk
лок., C0

−−−−−→ x при k → +∞,

якщо ця послiдовнiсть є обмеженою i limk→+∞max|t|≤p |xk(t)− x(t)| = 0 для кожного
p ∈ N.

Аналогiчно послiдовнiсть функцiй xk ∈ C1, k ∈ N, локально збiгається до функцiї
x ∈ C1 при k → +∞ :

xk
лок., C1

−−−−−→ x при k → +∞,

якщо supk≥1 ‖xk‖C1 < +∞ i limk→+∞max|t|≤p

(
|xk(t)− x(t)|+

∣∣∣∣dxk(t)
dt

− dx(t)
dt

∣∣∣∣) = 0 для

кожного p ∈ N.
Розглянемо у просторах C0 i C1 кулi Si

r = {x : ‖x‖Ci ≤ r}, i = 0, 1, радiуса r.
Важливим є наступне твердження про обмежену послiдовнiсть елементiв просто-

ру C1.

Лема 1 [12]. Для кожної послiдовностi функцiй xn ∈ S0
r∩S1

R, n ∈ N, де r i R — довiльнi
додатнi числа, iснують такi строго зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел nk,

k ∈ N, i функцiя x ∈ S0
r , що xnk

лок., C0

−−−−−→ x при k → +∞.

3. Умови розв’язностi рiвняння (1) у просторi C0. Цi умови встановимо, використавши
теорему про iснування неявної функцiї, локальну апроксимацiю правої частини рiвняння
(1), теорему Шаудера про нерухому точку та лему 1.

3.1. Умови A, B, C i D. Теорема про iснування неявної функцiї. Будемо використову-
вати наступнi умови.

Умова A. Функцiя H(x, y) є неперервною на R2.
Умова B. Функцiя H(x, y) строго монотонна по змiннiй y на R для кожного x ∈ R i для

всiх x ∈ R справджується спiввiдношення {H(x, y) : y ∈ R} = R.
Умова C. Функцiя H(x, 0) є строго монотонною на R i

{H(x, 0) : x ∈ R} = R. (2)

Важливою для подальших дослiджень рiвняння (1) є така теорема.

Теорема 1. Якщо для функцiї H(x, y) виконуються умови A i B, то рiвнiсть H(x, y) =
= z визначає єдину неявну неперервну на R2 функцiю y = Y (x, z).

Ця теорема встановлюється аналогiчним чином, як i вiдома теорема про iснування
неявної функцiї (див., наприклад, [14, c. 449]).

З теореми випливає, що у випадку виконання умов A i B диференцiальне рiвняння (1)
рiвносильне диференцiальному рiвнянню

dx(t)
dt

= Y (x(t), z(t)), t ∈ R (3)
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(кожний обмежений розв’язок рiвняння (1) є розв’язком рiвняння (3) i навпаки). Це по-
легшує дослiдження рiвняння (1) i оператора L.

У подальшому будемо використовувати наступну умову.
Умова D. Функцiя Y (x, z) є строго монотонною по змiннiй x на R для кожного z ∈ R.

3.2. Функцiя y = Ya,b,k(x, z). За допомогою функцiї y = Y (x, z) побудуємо допо-
мiжну функцiю y = Ya,b,k(x, z), що спростить дослiдження диференцiальних рiвнянь
(1) i (3).

Вважатимемо, що виконуються умови A, B i C.

Спочатку розглянемо випадок, коли функцiя H(x, 0) є зростаючою на R.

Виберемо довiльний вiдрiзок [a, b]. Цьому вiдрiзку спiвставимо вiдрiзок [α, β], для яко-
го H(α, 0) = a i H(β, 0) = b. Розглянемо зростаючу i неперервну на R функцiю

Na,b(x) =


x− α + a, якщо x < α,

H(x, 0), якщо x ∈ [α, β],

x− β + b, якщо x > β,

i множини

G0 = [α, β]× [a, b],

G1 = {(x, z) ∈ R2 : x > β, a ≤ z < b},

G2 = {(x, z) ∈ R2 : x > β, b ≤ z < x− β + b},

G3 = {(x, z) ∈ R2 : z > b, z − b + α < x ≤ z − b + β},

G4 = {(x, z) ∈ R2 : z > b,−∞ < x ≤ z − b + α},

G5 = {(x, z) ∈ R2 : x < α, a < z ≤ b},

G6 = {(x, z) ∈ R2 : x < α, x− α + a < z ≤ a},

G7 = {(x, z) ∈ R2 : z < a, z − a + α ≤ x < z − a + β},

G8 = {(x, z) ∈ R2 : z < a, z − a + β ≤ x < +∞},

для яких
8⋃

k=0

Gk = R2 i Gi ∩Gj = ∅, якщо i 6= j.
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Функцiю y = Ya,b,k(x, z) визначимо за допомогою рiвностi

Ya,b,k(x, z) =



Y (x, z, k), якщо (x, z) ∈ G0,

Y (β, z) + k(x− β), якщо (x, z) ∈ G1,

k(x− z + b− β), якщо (x, z) ∈ G2,

Y (x− z + b, b), якщо (x, z) ∈ G3,

Y (α, b) + k(x− z + b− α), якщо (x, z) ∈ G4,

Y (α, z) + k(x− α), якщо (x, z) ∈ G5,

k(x− z + a− α), якщо (x, z) ∈ G6,

Y (x− z + a, a), якщо (x, z) ∈ G7,

Y (a, β) + k(x− z + a− β), якщо (x, z) ∈ G8,

(4)

де k — таке число, що kY (β, a) > 0.

Далi розглянемо випадок, коли функцiя H(x, 0) є спадною на R. Вiдрiзку [a, b] спiвста-
вимо вiдрiзок [α, β], для якого H(β, 0) = a i H(α, 0) = b. Розглянемо спадну i неперервну
на R функцiю

Na,b(x) =


−x + α + a, якщо x < α,

H(x, 0), якщо x ∈ [α, β],

−x + β + b, якщо x > β,

i множини

G∗
0 = [α, β]× [a, b],

G∗
1 = {(x, z) ∈ R2 : x > β, a ≤ z < b},

G∗
2 = {(x, z) ∈ R2 : z ≥ b,−z + b + β < x < +∞},

G∗
3 = {(x, z) ∈ R2 : z > b,−z + b + α < x ≤ −z + b + β},

G∗
4 = {(x, z) ∈ R2 : z > b,−∞ < x ≤ −z + b + α},

G∗
5 = {(x, z) ∈ R2 : x < α, a < z ≤ b},

G∗
6 = {(x, z) ∈ R2 : z ≤ a,−∞ < x < −z + a + α},

G∗
7 = {(x, z) ∈ R2 : z < a,−z + a + α ≤ x < −z + a + β},

G∗
8 = {(x, z) ∈ R2 : z < a,−z + a + β ≤ x < +∞},
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для яких
8⋃

k=0

G∗
k = R2 i G∗

i ∩G∗
j = ∅, якщо i 6= j.

У цьому випадку функцiю y = Ya,b,k(x, z) визначимо за допомогою рiвностi

Ya,b,k(x, z) =



Y (x, z), якщо (x, z) ∈ G∗
0,

Y (β, z) + k(x− β), якщо (x, z) ∈ G∗
1,

Y (β, b) + k(x + z − b− β), якщо (x, z) ∈ G∗
2,

Y (x + z − b, b), якщо (x, z) ∈ G∗
3,

k(x + z − b− α), якщо (x, z) ∈ G∗
4,

Y (α, z) + k(x− α), якщо (x, z) ∈ G∗
5,

Y (α, a) + k(x + z − a− α), якщо (x, z) ∈ G∗
6,

Y (x + z − a, a), якщо (x, z) ∈ G∗
7,

k(x + z − a− β), якщо (x, z) ∈ G∗
8,

(5)

де k — таке число, що kY (β, b) > 0.
З рiвностей (4) i (5) випливає, що:
1) функцiя Ya,b,k(x, z) є неперервною на R2;
2) справджуються рiвностi

Ya,b,k(x, z) = Y (x, z), (x, z) ∈ [α, β]× [a, b],

i {
(x, z) ∈ R2 : Ya,b,k(x, z) = 0

}
=

{
(x, z) ∈ R2 : z = Na,b(x)

}
;

3) iснує таке число ω > 0, залежне вiд k, що

max
(x,z)∈[−ω,ω]×[a,b]

|Ya,b,k(x, z)− kx| ≤ |k|ω. (6)

3.3. Iснування перiодичних розв’язкiв. Далi будемо використовувати множину PT всiх
T -перiодичних елементiв простору C0 i замикання R(F ) множини значень R(F ) вiдобра-
ження F : X −→ Y (X i Y — топологiчнi простори).

Теорема 2. Нехай виконуються умови A, B i C.
Тодi для кожних вiдрiзка [a, b] i функцiї z ∈ PT , T > 0, для яких

R(z) ⊂ [a, b], (7)

диференцiальне рiвняння (3) має розв’язок x ∈ PT , для якого

R(x) ⊂ [α, β], (8)

де [α, β] = H−1(·, 0)[a, b].
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Зауважимо, що вiдображення H(·, 0) : R −→ R має обернене неперервне вiдображен-
ня H−1(·, 0).

Доведення. Зафiксуємо довiльнi число T > 0 i функцiю z ∈ PT , для якої справджу-
ється спiввiдношення (7). Завдяки властивостям функцiї Ya,b,k(x, z) iснують числа k 6= 0 i
ω > 0, для яких виконується спiввiдношення (6). Розглянемо цiлком неперервне вiдобра-
ження G : PT → PT , що визначається рiвнiстю

(Gx)(t) =


−

+∞∫
t

ek(t−s)(Ya,b,k(x(s), z(s))− kx(s))ds, якщо k > 0,

t∫
−∞

ek(t−s)(Ya,b,k(x(s), z(s))− kx(s))ds, якщо k < 0,

де t ∈ R. Повна неперервнiсть вiдображення G легко встановлюється за допомогою тео-
реми Арцела – Асколi [15].

Неважко показати, що задача про iснування T -перiодичних розв’язкiв диференцiаль-
ного рiвняння

dx(t)
dt

= Ya,b,k(x(t), z(t)), t ∈ R, (9)

рiвносильна аналогiчнiй задачi для рiвняння

x(t) = (Gx)(t), t ∈ R, (10)

i на пiдставi (6) для множини Sω = {x ∈ PT : ‖x‖C0 ≤ ω} справджується спiввiдношен-
ня GSω ⊂ Sω. За теоремою Шаудера про нерухому точку [15] множина T -перiодичних
розв’язкiв рiвняння (10), а отже й рiвняння (9), є непорожньою.

Нехай функцiя y ∈ Sω є розв’язком рiвняння (9), тобто
dy(t)
dt

≡ Ya,b,k(y(t), z(t)). Зав-

дяки цiй тотожностi y ∈ C1 ∩ Sω. Тому iснують точки t1, t2 ∈ [0, T ], для яких y(t1) =

= min
t∈[0,T ]

y(t), y(t2) = max
t∈[0,T ]

y(t) i
dy(t)
dt

∣∣∣∣
t=t1

=
dy(t)
dt

∣∣∣∣
t=t2

= 0.

Отже, Ya,b,k(y(t1), z(t1)) = Ya,b,k(y(t2), z(t2)) = 0. Оскiльки z(ti) ∈ [a, b], i = 1, 2, то
на пiдставi властивостей функцiї Ya,b,k(x, z) i строгої монотонностi функцiї Na,b(x) для
y(t) справджується включення (8). Звiдси та з включення (7) випливає Ya,b,k(y(t), z(t)) =
= Y (y(t), z(t)), t ∈ [0, T ]. Тому функцiя y = y(t) є розв’язком диференцiального рiвнян-
ня (3).

Теорему 2 доведено.

3.4. Умови виконання рiвностi R(L) = C0. У теоремi 2 простiр PT можна замiнити
простором C0.

Теорема 3. Нехай виконуються умови A, B i C.

Тодi для кожної функцiї z ∈ C0 рiвняння

Lx = z
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має розв’язок x ∈ C1, для якого

R(x) ⊂ H−1(·, 0)R(z).

Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент z ∈ C0. Розглянемо послiдовнiсть (zn)n≥1

перiодичних елементiв простору C0, для яких

R(zn) ⊂ R(z), n ≥ 1, (11)

i

zn
лок., C0

−−−−−→ z при n → +∞. (12)

За теоремою 2 iснує послiдовнiсть (yn)n≥1 перiодичних елементiв простору C1, для якої

Lyn = zn, n ≥ 1, (13)

i

R(yn) ⊂ H−1(·, 0)R(z), n ≥ 1. (14)

Оскiльки спiввiдношення (13) рiвносильнi вiдповiдно спiввiдношенням

dyn(t)
dt

= Y (yn(t), zn(t)), n ≥ 1, t ∈ R, (15)

i функцiя Y (x, z) неперервна на R2, то завдяки (11) i (14) sup
n≥1

∥∥∥∥dyn

dt

∥∥∥∥
C0

< +∞. Тому за ле-

мою 1 iснують елемент y ∈ C0 i зростаюча послiдовнiсть (nk)k≥1 цiлих чисел, для яких

ynk

лок., C0

−−−−−→ y при k → +∞. (16)

На пiдставi (15) для всiх t, s ∈ R i k ≥ 1

ynk
(t)− ynk

(s) =

t∫
s

Y (ynk
(τ), znk

(τ))dτ.

Тому завдяки (12), (16) i неперервностi функцiї Y (x, z) на R2 для всiх t, s ∈ R

y(t)− y(s) =

t∫
s

Y (y(τ), z(τ))dτ.

Звiдси отримуємо, що y ∈ C1 i
dy(t)
dt

= Y (y(t), z(t)), t ∈ R, тобто Ly = z.
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Зазначимо що iз (14) i (16) випливає, що R(y) ⊂ H−1(·, 0)R(z).
Теорему 3 доведено.

4. Умови оборотностi оператора L. Результати попереднього пункту використаємо
для встановлення необхiдних i достатнiх умов оборотностi оператора L.

4.1. Необхiднi умови оборотностi оператора L.

Теорема 4. Нехай виконується умова A i оператор L має обернений оператор.
Тодi виконується умова C.

Доведення. Покладемо в рiвняннi (1) z(t) = h, де h — довiльне дiйсне число. Нехай
x(t) — єдиний розв’язок цього рiвняння. Функцiя x(t + τ) при довiльному τ ∈ R також є
розв’язком цього рiвняння i завдяки єдиностi розв’язку x(t+τ) = x(t) для всiх t ∈ R, тобто
x(t) = x = const. Тому H(x, 0) = h. З довiльностi вибору h випливає, що справджується
рiвнiсть (2). Тому вiдображення H(·, 0) : R −→ R є бiєктивним. Звiдси та з неперервностi
функцiї H(x, 0) на R випливає строга монотоннiсть цiєї функцiї.

Теорему 4 доведено.

4.2. Оцiнки приростiв строго монотонних функцiй. Достатнi умови оборотностi опе-
ратора L встановлюються за допомогою наступних тверджень.

Лема 2. Нехай неперервна на R2 функцiя G(x, z) зi значеннями в R є строго зростаю-
чою по змiннiй x на R для кожного z ∈ R.

Тодi для кожного прямокутника [a, b]× [c, d] i кожного числа ε ∈ (0, b− a) iснує таке
число k > 0, що G(u, z) − G(v, z) ≥ k(u − v) для всiх (u, v, z) ∈ [a, b] × [a, b] × [c, d], для
яких u− v ≥ ε.

Доведення. Припустимо, що лема є хибною. Тодi iснує послiдовнiсть точок (un, vn, zn) ∈

∈ [a, b]× [a, b]× [c, d], n ∈ N, для яких un−vn ≥ ε, n ∈ N, i lim
n→+∞

G(un, zn)−G(vn, zn)
un − vn

= 0.

Тому згiдно з неперервнiстю функцiї G(x, z) на [a, b]× [c, d] iснують такi числа α, β ∈ [a, b]
i γ ∈ [c, d], що β − α ≥ ε i G(β, γ) = G(α, γ). Остання рiвнiсть суперечить умовам леми.

Отже, лему 2 доведено.

Лема 3. Нехай неперервна на R2 функцiя G(x, z) зi значеннями в R є строго спадною
по змiннiй x на R для кожного z ∈ R.

Тодi для кожного прямокутника [a, b]× [c, d] i кожного числа ε ∈ (0, b− a) iснує таке
число k < 0, що G(u, z) − G(v, z) ≤ k(u − v) для всiх (u, v, z) ∈ [a, b] × [a, b] × [c, d], для
яких u− v ≥ ε.

Ця лема встановлюється аналогiчним чином, як i лема 2.

Лема 4. Нехай неперервна на R2 функцiя G(x, z) зi значеннями в R є строго монотон-
ною по змiннiй x на R для кожного z ∈ R.

Тодi ця функцiя є строго зростаючою по змiннiй x на R для кожного z ∈ R або
строго спадною по цiй змiннiй на R для кожного z ∈ R.

Доведення. Позначимо через Ru множину всiх точок z ∈ R, для кожної з яких функцiя
G(x, z) є строго зростаючою по змiннiй x на R. Аналогiчно, через Rs позначимо множи-
ну всiх точок z ∈ R, для кожної з яких функцiя G(x, z) є строго спадною по x на R. Цi
множини є вiдкритими. Справдi, нехай z0 — довiльна точка множини Ru. Виберемо до-
вiльнi точки x1, x2 ∈ R. Нехай x1 < x2. Тодi G(x1, z0) < G(x2, z0). Розглянемо довiльне
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число ε ∈ (0, (G(x2, z0)−G(x1, z0))/2). Внаслiдок неперервностi G(x1, z) i G(x2, z) у точцi
z0 iснує таке додатне число δ, що |G(x1, z)−G(x1, z0)| < ε i |G(x2, z)−G(x2, z0)| < ε, якщо
|z−z0| < δ. Отже, G(x1, z) < G(x2, z), якщо |z−z0| < δ. Тому завдяки строгiй монотонно-
стi функцiї G(x, z) по x (для кожного z ∈ R) (z0− δ, z0 + δ) ⊂ Ru, що доводить вiдкритiсть
множини Ru.

Аналогiчно встановлюється вiдкритiсть множини Rs.
Таким чином, Ru ∪ Rs = R i Ru ∩ Rs = ∅. Завдяки зв’язностi R тiльки одна з множин

Ru i Rs може бути непорожньою [16, с. 496 – 497].
Лему 4 доведено.

4.3. Достатнi умови оборотностi оператора L. У подальшому дослiдженнi оператора
L крiм умов A, B i C будемо використовувати також умову D.

Справджується таке твердження.

Теорема 5. Нехай виконуються умови A, B, C i D.
Тодi оператор L : C1 −→ C0 має обернений оператор L−1.

Доведення. Завдяки умовам A, B, C та теоремi 3 виконується спiввiдношення

R(L) = C0. (17)

Покажемо, що рiвняння

(Lx)(t) = z(t), t ∈ R, (18)

маємо єдиний розв’язок x ∈ C1 для кожної функцiї z ∈ C0. Звiдси та з (17) випливатиме
оборотнiсть оператора L.

Зафiксуємо довiльний елемент z ∈ C0. Припустимо, що рiвняння (18) має бiльше нiж
один розв’язок. Нехай x1, x2 ∈ C1 — розв’язки цього рiвняння, тобто

(Lxi)(t) ≡ z(t), i = 1, 2, (19)

i

x1 6= x2. (20)

Тодi завдяки (19) та умовам теореми

dxi(t)
dt

≡ Y (xi(t), z(t)), i = 1, 2. (21)

Використаємо вiдрiзки [a, b] i [c, d], для яких

[a, b] ⊃ R(x1) ∪R(x2) (22)

i [c, d] ⊃ R(z), i точку t0 ∈ R, для якої x1(t0) 6= x2(t0) (така точка iснує завдяки (20)). Не
зменшуючи загальностi, можна вважати, що x1(t0) < x2(t0).

Розглянемо випадок, коли функцiя Y (x, z) є строго зростаючою по змiннiй x на R для
кожного z ∈ R (такий випадок можливий завдяки умовi D та лемi 4).
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Не iснує точки t1 > t0, для якої x2(t1) = x1(t1) i x2(t) > x1(t) для всiх t ∈ [t0, t1),

оскiльки на пiдставi (21)
d(x2(t)− x1(t))

dt
= Y (x2(t), z(t))− Y (x1(t), z(t)) > 0 для всiх t ∈

∈ [t0, t1) i тому функцiя x2(t)− x1(t) є строго зростаючою на [t0, t1). Таким чином,

x2(t)− x1(t) ≥ x2(t0)− x1(t0), якщо t ≥ t0. (23)

За лемою 2 iснує таке додатне число k > 0, що Y (u, z) − Y (v, z) ≥ k(u − v) для всiх
(u, v, z) ∈ [a, b]× [a, b]× [c, d], для яких u− v ≥ x2(t0)− x1(t0).

Отже, завдяки (23)
d(x2(t)− x1(t))

dt
≥ k(x2(t)−x1(t)) для всiх t ≥ t0. Звiдси отримуємо,

що x2(T )− x1(T ) > b− a для деякого числа T > t0. Це спiввiдношення суперечить (22).
Отже, припущення, що рiвняння (18) має бiльше нiж один розв’язок (у випадку, коли

функцiя Y (x, z) є строго зростаючою по змiннiй x на R для кожного z ∈ R), є хибним.
Тепер розглянемо випадок, коли функцiя Y (x, z) є строго спадною по змiннiй x на R

для кожного z ∈ R.

Не iснує точки t2 < t0, для якої x2(t2) = x1(t2) i x2(t) > x1(t) для всiх t ∈ (t2, t0],

оскiльки на пiдставi (21)
d(x2(t)− x1(t))

dt
= Y (x2(t), z(t))− Y (x1(t), z(t)) < 0 для всiх t ∈

∈ (t2, t0] i тому функцiя x2(t)− x1(t) є строго спадною на (t2, t0]. Таким чином,

x2(t)− x1(t) ≥ x2(t0)− x1(t0) для всiх t ≤ t0. (24)

За лемою 3 iснує таке додатне число k < 0, що Y (u, z) − Y (v, z) ≤ k(u − v) для всiх
(u, v, z) ∈ [a, b]× [a, b]× [c, d], для яких u− v ≥ x2(t0)− x1(t0).

Отже, завдяки (24)
d(x2(t)− x1(t))

dt
≤ k(x2(t)− x1(t)) для всiх t ≤ t0. Звiдси отриму-

ємо, що x2(T ) − x1(T ) > b − a для деякого числа T < t0. Це спiввiдношення супере-
чить (22).

Отже, припущення, що рiвняння (18) має бiльше нiж один розв’язок (у випадку, коли
функцiя Y (x, z) є строго спадною по змiннiй x на R для кожного z ∈ R), є хибним.

Таким чином, оператор L : C1 −→ C0 має обернений оператор L−1.

Теорему 5 доведено.

4.4. Обмеженiсть, неперервнiсть i c-неперервнiсть оператора L−1. Наведемо деякi
властивостi оператора L−1.

Теорема 6. Нехай виконуються умови A, B, C i D.

Тодi обернений оператор L−1 для оператора L : C1 −→ C0 є обмеженим, неперерв-
ним i c-неперервним.

Доведення. Спочатку покажемо, що оператор L−1 є обмеженим. Розглянемо довiльну
обмежену множину M ⊂ C0. За теоремою 3 R

(
L−1z

)
⊂ H−1(·, 0)R(z) для всiх z ∈ M.

Тому внаслiдок неперервностi H−1(·, 0) : R −→ R множина L−1M є обмеженою в C0.

Покажемо, що ця множина обмежена в C1. Використаємо спiввiдношення
d

(
L−1z

)
(t)

dt
≡

≡ Y
((
L−1z

)
(t), z(t)

)
, що справджується для всiх z ∈ M на пiдставi умов теореми. Оскiль-

ки функцiя Y (x, z) неперервна на R2, а множини M ⊂ C0 i L−1M ⊂ C0 обмеженi,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2008, т . 11, N◦ 3



ОБОРОТНIСТЬ НЕЛIНIЙНОГО ОПЕРАТОРА (Lx)(t) = H

�
x(t),

dx(t)

dt

�
У ПРОСТОРI . . . 431

то sup
z∈M

sup
t∈R

∣∣Y ((
L−1z

)
(t), z(t)

)∣∣ < +∞. Тому sup
z∈M

sup
t∈R

∣∣∣∣∣d
(
L−1z

)
(t)

dt

∣∣∣∣∣ < +∞. Звiдси випли-

ває обмеженiсть множини L−1M у C1.

Отже, оператор L−1 : C0 −→ C1 кожну обмежену множину вiдображає в обмежену
множину, тобто є обмеженим.

Покажемо неперервнiсть оператора L−1.

Припустимо, що цей оператор не є неперервним. Iснують точки zn ∈ C0, xn ∈ C1,
n ≥ 0, для яких

Lxn = zn, n ≥ 0, (25)

lim
n→+∞

‖zn − z0‖C0 = 0 (26)

i

inf
n≥1

‖xn − x0‖C1 > 0. (27)

З останнього спiввiдношення випливає, що

inf
n≥1

‖xn − x0‖C0 > 0. (28)

Справдi, якщо для деякої зростаючої послiдовностi (nk)k≥1 цiлих чисел

lim
k→+∞

‖xnk
− x0‖C0 = 0, (29)

то завдяки рiвностям

dxnk
(t)

dt
= Y (xnk

(t), znk
(t)), t ∈ R, k ≥ 1, (30)

dx0(t)
dt

= Y (x0(t), z0(t)), t ∈ R, (31)

та рiвномiрнiй неперервностi функцiї Y (x, z) на кожнiй обмеженiй i замкненiй множинi
справджується спiввiдношення

lim
k→+∞

sup
t∈R

|Y (xnk
(t), znk

(t))− Y (x0(t), z0(t))| = 0.

Тодi lim
k→+∞

sup
t∈R

∣∣∣∣dxnk
(t)

dt
− dx0(t)

dt

∣∣∣∣ = 0, що разом iз (29) суперечить (27).
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Послiдовнiсть (zn)n≥1 є обмеженою (на пiдставi (26)). Тому завдяки (25) та обмеже-
ностi оператора L−1 sup

n≥0
‖xn‖C1 < +∞. Це дає змогу розглянути вiдрiзки [a, b] i [c, d], для

яких ⋃
n≥0

R (xn) ⊂ [a, b] (32)

i ⋃
n≥0

R (zn) ⊂ [c, d]. (33)

Позначимо через µ лiву частину нерiвностi (28).
Розглянемо випадок, коли функцiя Y (x, z) є строго зростаючою по змiннiй x на R для

кожного z ∈ R (такий випадок можливий завдяки умовi D та лемi 4). За лемою 2 iснує
таке число k > 0, що

Y (u, z)− Y (v, z) ≥ k(u− v) (34)

для всiх (u, v, z) ∈ [a, b] × [a, b] × [c, d], для яких u− v ≥ µ

2
. Виберемо таке число δ > 0,

щоб

kµ− 2δ > 0. (35)

На пiдставi (26), (32), (33), рiвностi inf
n≥1

‖xn− x0‖C0 = µ i неперервностi функцiї Y (x, z) на

[a, b]× [c, d] iснують числа n1 ∈ N i t1 ∈ R, для яких

sup
t∈R

|Y (xn1(t), z0(t))− Y (xn1(t), zn1(t))| ≤ δ (36)

i |x0(t1)− xn1(t1)| ≥
µ

2
. Без обмеження загальностi можна вважати, що

x0(t1)− xn1(t1) ≥
µ

2
. (37)

Використаємо спiввiдношення

d(x0(t)− xn1(t))
dt

= (Y (x0(t), z0(t))− Y (xn1(t), z0(t)))+

+ (Y (xn1(t), z0(t))− Y (xn1(t), zn1(t))), t ∈ R, (38)

що випливає iз (30) i (31). Звiдси з урахуванням (34) – (37) отримуємо

d(x0(t1)− xn1(t1))
dt

> 0. (39)
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Розглянемо довiльний промiжок [t1, T ), для якого

d(x0(t)− xn1(t))
dt

> 0, t ∈ [t1, T ) (40)

(множина таких промiжкiв непорожня, оскiльки Y (x0(t), z0(t)), Y (xn1(t), z0(t)), Y (xn1(t),
zn1(t)) — неперервнi на R функцiї i справджуються спiввiдношення (38) i (39)). Тодi на
пiдставi (40) функцiя x0(t)− xn1(t) є строго зростаючою на промiжку [t1, T ). Тому внаслi-
док неперервностi x0(t) − xn1(t) в точцi T виконується нерiвнiсть x0(T )− xn1(T ) >

µ

2
. А

оскiльки на пiдставi (32) {x0(T ), xn1(T )} ⊂ [a, b], то завдяки (34) – (36)

(Y (x0(t), z0(t))− Y (xn1(t), z0(t))) + (Y (xn1(t), z0(t))− Y (xn1(t), zn1(t))) >
kµ

2
− δ > 0.

Тому
d(x0(t)− xn1(t))

dt
> 0, t ≥ t1. Отже, x0(t)− xn1(t) ≥

µ

2
, t ≥ t1. Тодi на пiдставi (34) –

(36) i (38)
d(x0(t)− xn1(t))

dt
≥ kµ

2
− δ > 0, t ≥ t1. Це спiввiдношення, очевидно, супере-

чить (32).
Таким чином, припущення про те, що операторL−1 не є неперервним, хибне у випадку,

коли функцiя Y (x, z) є строго зростаючою по змiннiй x на R для кожного z ∈ R.
Тепер розглянемо випадок, коли функцiя Y (x, z) є строго спадною по змiннiй x на R

для кожного z ∈ R. За лемою 3 iснує таке число k < 0, що

Y (u, z)− Y (v, z) ≤ k(u− v) (41)

для всiх (u, v, z) ∈ [a, b] × [a, b] × [c, d], для яких u− v ≥ µ

2
. Виберемо таке число γ > 0,

щоб

kµ + 2γ > 0. (42)

Завдяки (26), (32), (33), рiвностi inf
n≥1

‖xn − x0‖C0 = µ i неперервностi функцiї Y (x, z) на

[a, b]× [c, d] iснують числа n2 ∈ N i t2 ∈ R, для яких

sup
t∈R

|Y (xn2(t), z0(t))− Y (xn2(t), zn2(t))| ≤ δ (43)

i |x0(t2)− xn2(t2)| ≥
µ

2
. Без обмеження загальностi можна вважати, що

x0(t2)− xn2(t2) ≥
µ

2
. (44)

Використаємо спiввiдношення

d(x0(t)− xn2(t))
dt

= (Y (x0(t), z0(t))− Y (xn2(t), z0(t)))+

+ (Y (xn2(t), z0(t))− Y (xn2(t), zn2(t))), t ∈ R, (45)
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що випливає iз (30) i (31). Звiдси з урахуванням (41) – (44) отримуємо

d(x0(t2)− xn2(t2))
dt

< 0. (46)

Розглянемо довiльний промiжок (T, t2], для якого

d(x0(t)− xn2(t))
dt

< 0, t ∈ (T, t2] (47)

(множина таких промiжкiв непорожня, оскiльки Y (x0(t), z0(t)), Y (xn2(t), z0(t)), Y (xn2(t),
zn2(t)) — неперервнi на R функцiї i справджуються спiввiдношення (45) i (46)). Тодi на
пiдставi (47) функцiя x0(t) − xn2(t) є строго спадною на промiжку (T, t2]. Тому внаслi-
док неперервностi x0(t) − xn2(t) в точцi T виконується нерiвнiсть x0(T )− xn2(T ) >

µ

2
. А

оскiльки на пiдставi (32) {x0(T ), xn2(T )} ⊂ [a, b], то завдяки (41) – (43)

(Y (x0(t), z0(t))− Y (xn2(t), z0(t))) + (Y (xn2(t), z0(t))− Y (xn2(t), zn2(t))) <
kµ

2
+ γ < 0.

Тому
d(x0(t)− xn2(t))

dt
< 0, t ≤ t2. Отже, x0(t)− xn2(t) ≥

µ

2
, t ≤ t2. Тодi на пiдставi (41) –

(43) i (45)
d(x0(t)− xn2(t))

dt
≤ kµ

2
+ γ < 0, t ≤ t2. Це спiввiдношення, очевидно, супере-

чить (32).
Таким чином, припущення про те, що операторL−1 не є неперервним, хибне у випадку,

коли функцiя Y (x, z) є строго спадною по змiннiй x на R для кожного z ∈ R.

Нарештi покажемо, що оператор L−1 є c-неперервним.
Нагадаємо, що оператор F : C0 −→ C1 називається c-неперервним, якщо для довiль-

них a ∈ C0 i an ∈ C0, n ≥ 1, для яких

an
лок., C0

−−−−−→ a при n → +∞,

випливає, що

Fan
лок., C1

−−−−−→ Fa при n → +∞.

Припустимо, що властивiсть c-неперервностi дляL−1 не виконується. Iснують функцiї
h ∈ C0, hn ∈ C0, n ∈ N, i числа δ > 0, a, b ∈ R, a < b, для яких

hn
лок., C0

−−−−−→ h при n → +∞ (48)

i

max
a≤t≤b

∣∣(L−1h
)
(t)−

(
L−1hn

)
(t)

∣∣ + max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣
(
L−1h

)
(t)

dt
−

(
L−1hn

)
(t)

dt

∣∣∣∣∣ > δ, n ∈ N. (49)
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Згiдно з обмеженiстю множини {hn ∈ C0 : n ∈ N} (на пiдставi (48)) i обмеженiстю
оператора L−1 : C0 −→ C1 множина {L−1hn : n ∈ N} також є обмеженою (у просторi
C1). Тому на пiдставi леми 1 можна вважати, не обмежуючи загальностi, що

L−1hn
лок., C0

−−−−−→ y при n → +∞, (50)

де y = y(t) — деякий елемент простору C0. Оскiльки

d
(
L−1hn

)
(t)

dt
≡ Y

((
L−1hn

)
(t), hn(t)

)
, n ≥ 1,

то (
L−1hn

)
(t)−

(
L−1hn

)
(0) =

t∫
0

Y
((

L−1hn

)
(τ), hn(τ)

)
dτ, t ∈ R, n ∈ N.

Звiдси, iз спiввiдношень (48), (50) та неперервностi функцiї Y (x, z) на R2 отримуємо

y(t)− y(0) =

t∫
0

Y (y(τ), h(τ))τ , t ∈ R,

i

L−1hn
лок., C1

−−−−−→ y при n → +∞. (51)

Отже, рiвняння
dx(t)

dt
= Y (x(t), h(t)), t ∈ R,

має розв’язки x =
(
L−1h

)
(t) i y = y(t), для яких ‖x − y‖C1 ≥ δ > 0 (згiдно з (49) i (51)).

Останнє спiввiдношення суперечить тому, що оператор L : C1 −→ C0 має обернений
оператор.

Отже, припущення про те, що оператор L−1 : C0 −→ C1 не є c-неперервним, хибне.
Теорему 6 доведено.
З теорем 4 – 6 випливає, що у випадку, коли

H(x, y) = f(x) + y

або
H(x, y) = x + g(y),

справджуються наступнi твердження.

Теорема 7 [12]. Якщо функцiя f : R −→ R є неперервною, то оператор L1 : C1 −→
−→ C0, що визначається рiвнiстю

(L1x)(t) =
dx(t)

dt
+ f(x(t)), t ∈ R,
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має обернений неперервний оператор L−1
1 тодi i тiльки тодi, коли функцiя f строго

монотонна на R i R(f) = R.

Теорема 8. Якщо функцiя g : R −→ R є неперервною, строго монотонною i R(g) =
= R, то оператор L2 : C1 −→ C0, що визначається рiвнiстю

(L2x)(t) = g

(
dx(t)

dt

)
+ x(t), t ∈ R,

має обернений обмежений неперервний i c-неперервний оператор L−1
2 .
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