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We consider existence of asymptotically stable toroidal set for a system of linear differential equations
defined on an m-dimensional tore. We establish also conditions for the linear differential system to have
an invariant toroidal manifold.

Рассматривается вопрос существования асимптотически устойчивого тороидального мно-
жества для системы линейных дифференциальных уравнений, определенных на m-измеримом
торе. Установлены также условия, при которых нелинейная система дифференциальных урав-
нений имеет инвариантное тороидальное многообразие.

Вступ. У теорiї багаточастотних коливань виникає ряд питань, пов’язаних iз дослiджен-

ням iнварiантних торiв автономних систем диференцiальних рiвнянь. Одним iз них є пи-

тання iснування i збереження iнварiантних торiв при малих збуреннях, а також вивчення

поведiнки розв’язкiв систем на торах та в їх околах. Поряд iз глибокими дослiдженнями

в даному напрямку [1, 2] iснують проблеми, якi i сьогоднi не вдається повнiстю вирiшити.

Цю статтю присвячено дослiдженню умов, при яких лiнiйне розширення диференцiаль-

них рiвнянь на торi має асимптотично стiйку iнварiантну тороїдальну множину та нелi-

нiйна система є iнварiантним тороїдальним многовидом.

Постановка задачi та формулювання одержаних результатiв. Розглянемо систему рiв-

нянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + f(ϕ), (1)

в якiй ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, a(ϕ) — лiпшицева векторна функцiя на m-вимiрному торi Tm,

2π-перiодична по кожнiй компонентi ϕj , j = 1, 2, . . . ,m, Λ(ϕ) i f(ϕ) — вiдповiдно матрич-

на i векторна 2π-перiодичнi по ϕj функцiї. Позначимо через ϕt(ϕ) розв’язок системи (1)

такий, що ϕ0(ϕ) = ϕ, через Ωϕ ω-граничну множину цього розв’язку, Ω = ∪
ϕ∈T m

Ωϕ.

Нас цiкавитиме випадок, коли матрична функцiя Λ(ϕ) на множинi Ω є сталою матри-

цею Λ(ϕ) = A для всiх ϕ ∈ Ω. Це означає, що для всiх ϕ ∈ Tm

lim
t→∞

Λ(ϕt(ϕ)) = A. (2)

Лема 1. Якщо дiйснi частини всiх власних чисел матрицi A є вiд’ємними, то для до-

вiльної неперервної 2π-перiодичної по ϕj , j = 1, 2, . . . ,m, функцiї f(ϕ) система (1) має

iнварiантну тороїдальну множину x = u(ϕ) i ця множина є асимптотично стiйкою.
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Доведення. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему рiвнянь, що залежить вiд ϕ ∈ Tm

як вiд параметра,

ẋ = Λ(ϕt(ϕ))x + f(ϕt(ϕ)) (3)

i позначимо через Ωt
τ (ϕ) матрицант вiдповiдної однорiдної системи

ẋ = Λ(ϕt(ϕ))x.

Для кожного ϕ ∈ Tm функцiя

x∗(t) =

0
∫

−∞

Ωt
τ (ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ (4)

є обмеженим при всiх t ∈ R розв’язком системи (3), якщо тiльки

0
∫

−∞

∥

∥Ω0
τ (ϕ)

∥

∥ dτ < ∞. (5)

Переконаємося, що в умовах леми нерiвнiсть (5) виконується.

Дiйсно, матрицант Ωt
τ (ϕ) допускає iнтегральне зображення

Ωt
τ (ϕ) = eA(t−τ) +

t
∫

τ

eA(t−s)(Λ(ϕs(ϕ)) − A)Ωt
s(ϕ)ds. (6)

Оскiльки при деяких K ≥ 1 i γ > 0

∥

∥

∥
eA(t−τ)

∥

∥

∥
≤ Ke−γ(t−τ), t ≥ τ, (7)

i при достатньо великому T i досить малому a

‖Λ(ϕs(ϕ)) − A‖ ≤ a, (8)

то з (6) маємо

∥

∥Ωt
τ (ϕ)

∥

∥ ≤ Ke−γ(t−τ) +

t
∫

τ

Ke−γ(t−s) ‖Λ(ϕs(ϕ)) − A‖ ‖Ωs
τ (ϕ)‖ ds,

eγ(t−τ)
∥

∥Ωt
τ (ϕ)

∥

∥ ≤ K +

T
∫

τ

Keγ(s−τ) ‖Λ(ϕs(ϕ)) − A‖ ‖Ωs
τ (ϕ)‖ ds +

t
∫

τ

Kaeγ(s−τ) ‖Ωs
τ (ϕ)‖ ds
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i, отже, за лемою Гронуолла – Беллмана знаходимо

∥

∥Ωt
τ (ϕ)

∥

∥ ≤ K1e
−(γ−Ka)(t−τ), (9)

де

K1 = K +

T
∫

τ

Keγ(s−τ) ‖Λ(ϕs(ϕ)) − A‖ ‖Ωs
τ (ϕ)‖ ds.

Отже,
0
∫

−∞

∥

∥Ω0
τ (ϕ)

∥

∥ dτ ≤ K1

0
∫

−∞

e(γ−Ka)τdτ =
K1

γ − Ka
< ∞, γ > Ka.

Iнварiантну тороїдальну множину шукатимемо у виглядi x = u(ϕ), де u(ϕ) — 2π-

перiодична по ϕj , j = 1, 2, . . . ,m, функцiя. Запишемо (4) у виглядi

x∗(t) = u(ϕt(ϕ)) =

t
∫

−∞

Ωt
τ (ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ

i одержимо шукану iнварiантну множину

x = u(ϕ) =

0
∫

−∞

Ω0
s(ϕ)f(ϕs(ϕ))ds. (10)

Переконаємося в асимптотичнiй стiйкостi одержаної iнварiантної тороїдальної мно-

жини.

Нехай x = x(t, ϕ) — довiльний розв’язок рiвняння (3), а x∗(t) = u(ϕt(ϕ)) — розв’язок

цього ж рiвняння, що належить iнварiантнiй множинi. Рiзниця цих розв’язкiв допускає

зображення

x(t, ϕ) − u(ϕt(ϕ)) = Ωt
0(ϕ)(x(0, ϕ) − u(ϕ)),

i на пiдставi (9) робимо висновок, що

lim
t→∞

‖x(t, ϕ) − u(ϕt(ϕ))‖ = 0.

Це означає, що iнварiантна множина x = u(ϕ) є асимптотично стiйкою, що й завершує

доведення леми.

Розглянемо тепер збурену систему рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = (Λ(ϕ) + B(ϕ))x + f(ϕ). (11)

Лема 2. Нехай

lim
t→∞

Λ(ϕt(ϕ)) = A
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для всiх ϕ ∈ Tm i Re λj(A) < 0, j = 1, 2, . . . , n. Тодi iснує таке b > 0, що для будь-якої

неперервної 2π-перiодичної по ϕj , j = 1, 2, . . . ,m, матрицi B(ϕ) такої, що

max
ϕ∈T m

‖B(ϕ)‖ ≤ b, (12)

система (11) має асимптотично стiйку iнварiантну тороїдальну множину.

Доведення полягає в тому, щоб показати, що матрицант Ωt
τ (ϕ, Λ + B) при досить ве-

ликих t допускає оцiнку типу exp
(−a

2
(t − τ)

)

, а многовид

x = u(ϕ) =

0
∫

−∞

Ω0
s(ϕ, Λ + B)f(ϕs(ϕ))ds. (13)

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему рiвнянь, що залежить вiд ϕ ∈ Tm як вiд па-

раметра,

ẋ = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ)))x + f(ϕt(ϕ)) (14)

i позначимо через Ωt
τ (ϕ) матрицант вiдповiдної однорiдної системи

ẋ = Λ(ϕt(ϕ))x,

а через Ωt
τ (ϕ, Λ + B) матрицант системи

ẋ = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ)))x. (15)

Для кожного ϕ ∈ Tm функцiя

x∗(t) =

0
∫

−∞

Ωt
τ (ϕ, Λ + B)f(ϕτ (ϕ))dτ (16)

є обмеженим при всiх t ∈ R розв’язком системи (14), якщо тiльки

0
∫

−∞

∥

∥Ω0
τ (ϕ, Λ + B)

∥

∥ dτ < ∞. (17)

Переконаємося, що в умовах леми нерiвнiсть (17) виконується.

Згiдно з методом варiацiї довiльних сталих матрицант Ωt
τ (ϕ, Λ + B) будемо шукати у

виглядi Ωt
τ (ϕ, Λ + B) = Ωt

τ (ϕ)C(t). Пiдставивши останню рiвнiсть у систему (15), одержи-

мо

Ωt
τ (ϕ)

dC

dt
+ Ω̇t

τ (ϕ)C(t) = Λ(ϕt(ϕ))Ωt
τ (ϕ)C(t) + B(ϕt(ϕ))Ωt

τ (ϕ, Λ + B),

dC

dt
= (Ωt

τ (ϕ))−1B(ϕt(ϕ))Ωt
τ (ϕ, Λ + B).
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Звiдси

C(t) = C(τ) +

t
∫

τ

(Ωs
τ (ϕ))−1B(ϕs(ϕ))Ωs

τ (ϕ, Λ + B)ds,

Ωt
τ (ϕ, Λ + B) = Ωt

τ (ϕ)C(τ) + Ωt
τ (ϕ)

t
∫

τ

(Ωs
τ (ϕ))−1B(ϕt(ϕ))Ωs

τ (ϕ, Λ + B)ds.

Оскiльки при деяких K ≥ 1 i γ > 0

∥

∥Ωt
τ (ϕ)

∥

∥ ≤ Ke−γ(t−τ), t ≥ τ,

i при достатньо великому T i досить малому b

‖B(ϕt(ϕ))‖ ≤ b,

то

∥

∥Ωt
τ (ϕ, Λ + B)

∥

∥ ≤ Ke−γ(t−τ)C(τ) +

t
∫

τ

Keγ(t−s) ‖B(ϕs(ϕ))‖ ‖Ωs
τ (ϕ, Λ + B)‖ ds.

Домножаючи на eγ(t−τ) останню нерiвнiсть i покладаючи ‖C(τ)‖ = 1, маємо

eγ(t−τ)
∥

∥Ωt
τ (ϕ, Λ + B)

∥

∥ ≤ K +

t
∫

τ

Keγ(s−τ) ‖B(ϕs(ϕ))‖ ‖Ωs
τ (ϕ, Λ + B)‖ ds,

eγ(t−τ)
∥

∥Ωt
τ (ϕ, Λ + B)

∥

∥ ≤

≤ K +

T
∫

τ

Keγ(s−τ) ‖B(ϕs(ϕ))‖ ‖Ωs
τ (ϕ, Λ + B)‖ ds+

+

t
∫

τ

Kbeγ(s−τ) ‖Ωs
τ (ϕ, Λ + B)‖ ds.

Згiдно з лемою Гронуолла – Беллмана

∥

∥Ωt
τ (ϕ, Λ + B)

∥

∥ ≤ K1e
−(γ−Kb)(t−τ), (18)

де

K1 = K +

T
∫

τ

Keγ(s−τ) ‖B(ϕs(ϕ))‖ ‖Ωs
τ (ϕ, Λ + B)‖ ds.
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Отже,
0
∫

−∞

∥

∥Ω0
τ (ϕ, Λ + B)

∥

∥ dτ ≤ K1

0
∫

−∞

e(γ−Kb)τdτ =
K1

γ − Kb
< ∞, γ > Kb.

Iнварiантну тороїдальну множину шукатимемо у виглядi x = u(ϕ), де u(ϕ) — 2π-

перiодична по ϕj , j = 1, 2, ...,m, функцiя. Запишемо (16) у виглядi

x∗(t) = u(ϕt(ϕ)) =

t
∫

−∞

Ωt
τ (ϕ, Λ + B)f(ϕτ (ϕ))dτ

i одержимо шукану iнварiантну множину

x = u(ϕ) =

0
∫

−∞

Ω0
s(ϕ, Λ + B)f(ϕs(ϕ))ds.

Переконаємося в асимптотичнiй стiйкостi одержаної iнварiантної тороїдальної мно-

жини.

Нехай x = x(t, ϕ) — довiльний розв’язок рiвняння (14), а x∗(t) = u(ϕt(ϕ)) — розв’язок

цього ж рiвняння, що належить iнварiантнiй множинi. Рiзниця цих розв’язкiв допускає

зображення

x(t, ϕ) − u(ϕt(ϕ)) = Ωt
0(ϕ, Λ + B)(x(0, ϕ) − u(ϕ)),

i на пiдставi (18) робимо висновок, що

lim
t→∞

‖x(t, ϕ) − u(ϕt(ϕ))‖ = 0.

Це означає, що iнварiантна множина x = u(ϕ) є асимптотично стiйкою, що й завершує

доведення леми.

Розглянемо тепер нелiнiйну систему

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = F (ϕ, x) + Λ(ϕ)x, (19)

в якiй, як i в (1), ϕ ∈ Tm, a(ϕ) ∈ CLip(T
m), F (ϕ, x) ∈ C

(0,2)
ϕ,x , ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, ‖x‖ ≤ h.

Запишемо цю систему у виглядi

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, x)x + f(ϕ), (20)

де f(ϕ) = F (ϕ, 0), B(ϕ, x) =

∫ 1

0

∂F (ϕ, τx)

∂(τx)
dτ. Як i ранiше, вважатимемо, що iснує границя

lim
t→∞

Λ(ϕt(ϕ)) = A

для всiх ϕ ∈ Tm i Re λj(A) < 0, j = 1, 2, ..., n.
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Покажемо, що при певних умовах система (19) має iнварiантний тороїдальний много-

вид.

Цей многовид шукатимемо методом послiдовних наближень. За початковий много-

вид M0 вiзьмемо многовид x ≡ 0, за M1 — iнварiантний многовид системи рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, 0)x + f(ϕ). (21)

Встановимо умови iснування такого многовиду i його вигляд. Як i при доведеннi леми 1,

встановлюємо, що матрицант системи рiвнянь

ẋ = Λ(ϕt(ϕ))x (22)

допускає оцiнку
∥

∥Ωt
τ (ϕ, Λ)

∥

∥ ≤ K0e
−γ0(t−τ), t ≥ τ, (23)

а тому легко встановити (як i при доведеннi леми 2), що матрицант системи рiвнянь

ẋ = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), 0))x (24)

допускає оцiнку
∥

∥Ωt
τ (ϕ, Λ + B0)

∥

∥ ≤ K1e
−γ1(t−τ), t ≥ τ, ϕ ∈ Tm, (25)

де

K1 = K0 +

T
∫

τ

K0e
γ0(s−τ) ‖B(ϕs(ϕ), 0))‖ ‖Ωs

τ (ϕ)‖ ds, γ1 = γ0 − K0b0, γ0 > K0b0,

якщо тiльки

max
ϕ∈ T m

‖B(ϕ, 0))‖ ≤ b0,

b0 — достатньо мале.

Тодi на основi леми 2 робимо висновок, що тороїдальний многовид x = u(1)(ϕ) систе-

ми (21) iснує i має вигляд

x = u(1)(ϕ) =

0
∫

−∞

Ω0
s(ϕ, Λ + B0)f(ϕs(ϕ))ds. (26)

За многовид M2 вiзьмемо iнварiантний тороїдальний многовид системи рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, u(1)(ϕ))x + f(ϕ), (27)

а саме

x = u(2)(ϕ) =

0
∫

−∞

Ω0
s(ϕ, Λ + B1)f(ϕs(ϕ))ds. (28)
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Якщо таким чином ми побудували многовиди M1,M2, ...,Mk, то за многовид Mk+1 беремо

iнварiантний тороїдальний многовид системи рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, u(k)(ϕ))x + f(ϕ), (29)

тобто многовид

x = u(k+1)(ϕ) =

0
∫

−∞

Ω0
s(ϕ, Λ + Bk)f(ϕs(ϕ))ds. (30)

Покажемо, що таким методом можна побудувати iнварiантний многовид системи (19).

Для цього необхiдно переконатися в тому, що можна побудувати функцiю u(k)(ϕ) для

будь-якого k = 1, 2, ..., довести рiвномiрну збiжнiсть

u(k)(ϕ) ⇒ u(ϕ), ϕ ∈ Tm,

i показати, що x = u(ϕ) задає iнварiантний тороїдальний многовид системи (19).

Нехай

max
ϕ∈ T m

‖f(ϕ))‖ = m, (31)

а

max
ϕ∈ T m, ‖x‖≤h

‖B(ϕ, x))‖ = b0.

Iз зображення (26) маємо

∥

∥

∥
u(1)(ϕ)

∥

∥

∥
≤

0
∫

−∞

∥

∥Ω0
s(ϕ, Λ + B0)

∥

∥ ‖f(ϕs(ϕ))‖ ds

або, враховуючи оцiнку (25),

max
ϕ∈ T m

∥

∥

∥
u(1)(ϕ))

∥

∥

∥
≤

K1

γ1
max

ϕ∈ T m

‖f(ϕ))‖ . (32)

Будемо вважати, що γ1h > K1m, тому

max
ϕ∈ T m

∥

∥

∥
u(1)(ϕ)

∥

∥

∥
< h. (33)

Припустимо, що для j = 1, 2, ..., k − 1 нерiвнiсть (33) виконується. Тодi для j = k маємо

∥

∥

∥
u(k)(ϕ)

∥

∥

∥
=

0
∫

−∞

∥

∥Ω0
s(ϕ, Λ + Bk−1)

∥

∥ ‖f(ϕs(ϕ))‖ ds ≤
K1

γ1
max

ϕ∈ T m

‖f(ϕ)‖ . (34)

За iндукцiєю робимо висновок: якщо γ1h > K1m, то для кожного k = 1, 2, ... функцiю

u(k+1)(ϕ) можна побудувати, а отже, можна побудувати i множину Mk+1, що є iнварiан-

тною тороїдальною множиною системи (29).
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Встановимо умови збiжностi послiдовностi u(k)(ϕ). Для цього оцiнимо рiзницю

u(k+1)(ϕ) − u(k)(ϕ). Зауважимо, що для будь-якого ϕ ∈ Tm u(k)(ϕt(ϕ)) є обмеженим на

всiй осi розв’язком рiвняння (29), тобто задовольняє рiвнiсть

d

dt
u(k)(ϕt(ϕ)) = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(k−1)(ϕt(ϕ))))u(k)(ϕt(ϕ)) + f(ϕt(ϕ)),

а u(k+1)(ϕ) — рiвнiсть

d

dt
u(k+1)(ϕt(ϕ)) = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(k)(ϕt(ϕ))))u(k+1)(ϕt(ϕ)) + f(ϕt(ϕ)),

отже, рiзниця u(k+1)(ϕt(ϕ)) − u(k)(ϕt(ϕ)) задовольняє рiвнiсть

d

dt

(

u(k+1)(ϕt(ϕ)) − u(k)(ϕt(ϕ))
)

=
(

Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(k)(ϕt(ϕ))
)(

u(k+1)(ϕt(ϕ))−

− u(k)(ϕt(ϕ))
)

+
(

B(ϕt(ϕ), u(k)(ϕt(ϕ))) − B(ϕt(ϕ), u(k−1)(ϕt(ϕ))))u(k)(ϕt(ϕ)
)

.

Тому u(k+1)(ϕt(ϕ)) − u(k)(ϕt(ϕ)) визначає iнварiантну торoїдальну множину системи рiв-

нянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = (Λ(ϕ) + B(ϕ, u(k)(ϕ)))x + (B(ϕ, u(k)(ϕ)) − B(ϕ, u(k−1)(ϕ)))u(k)(ϕ),

а отже, задовольняє нерiвнiсть

max
ϕ∈ T m

∥

∥

∥
u(k+1)(ϕ) − u(k)(ϕ)

∥

∥

∥
≤

K1

γ1
max

ϕ∈ T m

∥

∥

∥
B(ϕ, u(k)(ϕ)) − B(ϕ, u(k−1)(ϕ))

∥

∥

∥

∥

∥

∥
u(k)(ϕ)

∥

∥

∥
≤

≤
K1

γ1

K1

γ1
max

ϕ∈ T m

‖f(ϕ)‖L
∥

∥

∥
u(k)(ϕ) − u(k−1)(ϕ)

∥

∥

∥
.

Таким чином, вважаючи, що константа Лiпшиця L настiльки мала, що

L
K1

γ1
h < 1, (35)

pобимо висновок про рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi функцiй {u(k)(ϕ)}.

Покладемо

lim
k→∞

u(k)(ϕ) = u(ϕ). (36)

Переконаємося, що многовид u(ϕ) є iнварiантним многовидом вихiдної системи.

Переходячи до границi при k → ∞ в рiвностi (30), бачимо, що функцiя u(ϕ) допускає

зображення

u(ϕ) =

0
∫

−∞

Ω0
s(ϕ, Λ + B)f(ϕs(ϕ))ds, (37)
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в якому Ω0
s(ϕ, Λ + B) — матрицант системи

ẋ = [Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(ϕt(ϕ)))]x.

Отже, u(ϕt(ϕ)) для будь-якого ϕ ∈ Tm задовольняє рiвнiсть

u̇(ϕt(ϕ)) = [Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), u(ϕt(ϕ)))]u(ϕt(ϕ)) + f(ϕt(ϕ)),

а тому многовид u(ϕ) є iнварiантним многовидом вихiдної системи.

Таким чином, має мiсце така теорема.

Теорема. Нехай

lim
t→∞

Λ(ϕt(ϕ)) = A

для всiх ϕ ∈ Tm i Re λj(A) < 0, j = 1, 2, . . . , n. Тодi iснують такi сталi b0 > 0, m > 0
i як завгодно мала стала Лiпшиця L, що для будь-якої неперервної по ϕ i x в областi

ϕ ∈ Tm, ‖x‖ ≤ h, 2π-перiодичної по ϕj , j = 1, 2, . . . , n, матрицi F (ϕ, x) такої, що

max
ϕ∈T m

‖F (ϕ, 0))‖ = m,

max
ϕ∈ T m, ‖x‖≤h

‖B(ϕ, x))‖ = b0

i
∥

∥

∥
B(ϕ, x

′

) − B(ϕ, x
′′

)
∥

∥

∥
≤ L

∥

∥

∥
x

′

− x
′′

∥

∥

∥
,

де B(ϕ, x) =

∫ 1

0

∂F (ϕ, τx)

∂(τx)
dτ, система (19) має iнварiантний тороїдальний многовид.
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