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ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКIВ ЗАДАЧI ПРО ВЛАСНI
КОЛИВАННЯ В’ЯЗКОЇ РIДИНИ
У НАПОЛОВИНУ ЗАПОВНЕНIЙ СФЕРИЧНIЙ ПОРОЖНИНI

М. Я. Барняк, О. П. Лещук

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3

We study eigen oscillations of a viscous incompressible fluid, which has free boundary, in a hemispherical
tank. We find four systems of coordinate functions that solve the problem inside the region and have
properties of the sought solutions. Then using these systems we construct a coordinate system that satisfies
all but one boundary conditions of the problem. These systems are used to solve the problem applying the
projection method. We calculate eigen frequencies and logarithmic decrements of oscillations of the fluid.
The obtained results are compared with asymptotic and empirical formulas.

Исследуются собственные колебания вязкой несжимаемой жидкости со свободной поверхно-
стью в сосуде, имеющем форму полусферы. Определены четыре системы координатных функ-
ций, удовлетворяющих уравнениям задачи внутри области, которые имеют свойства искомо-
го решения. Затем с помощью этих систем построена одна координатная система, удовлетво-
ряющая почти всем (кроме одного) краевым условиям задачи. Эта система использована при
решении задачи проекционным методом. Приведены результаты вычисления собственных час-
тот и логарифмических декрементов колебаний жидкости. Проведено сравнение с асимптоти-
ческой и эмпирическими формулами.

1. Вступ. Визначення частот i логарифмiчних декрементiв затухань (далi просто декре-
ментiв) власних коливань рiдини з вiльною поверхнею в посудинi скiнченних розмiрiв є
вiдомою задачею [1 – 10]. Незважаючи на це, отримати майже аналiтичнi розв’язки у по-
переднiх роботах не вдавалося. За своєю суттю всi iснуючi методи побудови розв’язкiв
задачi про власнi коливання, крiм методiв, що викладенi в [7 – 10], є асимптотичними ме-
тодами розкладу в ряд за степенями малого параметра [11].

У данiй роботi використовується проекцiйний метод побудови розв’язкiв задачi. Успiх
реалiзацiї проекцiйних методiв насамперед залежить вiд вдалого вибору системи коор-
динатних функцiй. Використовуючи зображення розв’язкiв лiнеаризованих рiвнянь руху
в’язкої нестисливої рiдини через скалярнi i векторнi потенцiали [12], у випадку пiвсфери
вдається пiдiбрати чотири системи координатних функцiй, якi задовольняють рiвняння
всерединi областi i двi крайовi умови задачi. Частина функцiй iз цих систем має характер
примежового шару в околi твердої стiнки i вiльної поверхнi, iнша частина має власти-
востi безвихрового руху рiдини всерединi посудини. Тобто системи кординатних функцiй
мають характернi властивостi шуканого розв’язку. За допомогою цих чотирьох систем
побудовано одну координатну систему функцiй, якi задовольняють всi (крiм однiєї, яка
мiстить спектральний параметр) крайовi умови задачi.

Остання крайова умова задачi задовольняється на основi проекцiйного методу [10].
Таким чином вдається побудувати наближений аналiтичний розв’язок задачi, для якого з
високою точнiстю виконуються крайовi умови.
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2. Постановка задачi. Вiдомо [3, 13], що у лiнiйнiй постановцi власнi коливання в’яз-
кої рiдини, яка частково заповнює порожнину нерухомого твердого тiла, описуються
спектральною крайовою задачею

− 1
H

∆v̄ +∇p = λv̄, divv̄ = 0 в Ω, v̄ = 0 на S,∫
Σ

hdS = 0,
∂vx

∂z
+
∂vz

∂x
= 0,

∂vy

∂z
+
∂vz

∂y
= 0 на Σ, (1)

2
H

∂vz

∂z
+ h− p = 0, vz + λh = 0 на Σ.

Тут Ω — область, заповнена рiдиною у станi спокою, Σ — незбурена вiльна поверхня рiди-
ни, S — тверда стiнка порожнини, v̄(x, y, z)e−λt — швидкiсть частинок рiдини, p(x, y, z) e−λt

— вiдхилення тиску в рiдинi вiдносно його статичного значення, h(x, y) e−λt — вiдхилення
по вертикалi вiльної поверхнi рiдини вiдносно стану рiвноваги, t — час, λ — частотний
параметр, (x, y, z) — декартова система координат, до того ж вiсь z направлена верти-
кально вгору, а поверхня Σ лежить у площинi z = 0, H = g1/2L3/2ν−1 — число Галiлея,
H — безрозмiрний параметр, який характеризує спiввiдношення мiж силами ваги (g —
прискорення сил земного тяжiння), силами в’язкого тертя (ν — кiнематичний коефiцiєнт
в’язкостi) i розмiрами порожнини (L — характерний лiнiйний розмiр порожнини). Коор-
динати, всi функцiї i величини в задачi (1) є безрозмiрними.

Спектральна задача (1) є основним об’єктом дослiдження у данiй роботi. Теоретичнi
аспекти задачi досить добре дослiджено [13 – 16]. Зокрема, було показано, що весь спектр
задачi є не бiльш нiж злiченною множиною з можливими граничними точками 0 та +∞.
Всi точки спектра знаходяться у правiй пiвплощинi. При достатньо великих значеннях
числа Галiлея H задача (1) має скiнченне число комплексних власних значень. Разом з
тим побудова розв’язкiв (1) є досить складною i маловивченою проблемою. Дослiдженню
цiєї проблеми у випадку, коли посудина (S), в якiй вiдбувається рух рiдини, є пiвсферою,
присвячено дану роботу.

3. Проекцiйний метод побудови наближеного розв’язку. Виконаємо замiну

v̄∗ =
v̄

H
, ω2 = λH, v∗z = ωf. (2)

Далi знаком ∗ для зручностi запису будемо нехтувати. Тодi задача (1) набере вигляду

−∆v̄ +∇p = ω2v̄, divv̄ = 0 в Ω, v̄ = 0 на S,

∫
Σ

fdS = 0,

∂vx

∂z
+
∂vz

∂x
= 0,

∂vy

∂z
+
∂vz

∂y
= 0 на Σ, (3)

ω

(
2
∂vz

∂z
− p

)
−H2f = 0, vz = ωf на Σ.
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Завдяки замiнi (2) у задачi (3) параметр H мiститься лише в однiй крайовiй умовi. Тому
при побудовi розв’язкiв задачi (3) доцiльно вважати параметр ω фiксованим, а параметр
H шуканим, тобто розглядати H як функцiю вiд ω.

На класi соленоїдальних вектор-функцiй v̄ ∈ W 1
2 (Ω) i скалярних функцiй f ∈ L2(Σ) i∫

Σ f dS = 0, p ∈ W 1
2 (Ω), якi задовольняють систему рiвнянь

−∆v̄ +∇p = ω2v̄, divv̄ = 0 в Ω (4)

i крайовi умови

∂vx

∂z
+
∂vz

∂x
= 0,

∂vy

∂z
+
∂vz

∂y
= 0 на Σ, (5)

визначимо функцiонал [10]

K(v̄, p, f,H) = E(v̄, v̄)− ω2T (v̄, v̄)− 2ω
∫
Σ

(
2
∂vz

∂z
− p

)
f dS +H2

∫
Σ

f2dS,

де H ∈ C, ω ∈ C, а функцiонали T i E мають вигляд

T (v̄, ū) =
∫
Ω

(v1u1 + v2u2 + v3u3)dΩ,

E(v̄, ū) =
1
2

3∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
dΩ.

Функцiонали T i E визначаються на класi вектор-функцiй v̄, ū, якi iнтегровнi з квадра-
том разом зi своїми першими похiдними по областi Ω ({v̄, ū} ⊂ W 1

2 (Ω)). Тут для зручностi
запису декартовi координати (x, y, z) позначено через (x1, x2, x3). Величина µE(v̄, ū) для
дiйсних значень функцiй v̄ i ū має фiзичний змiст роботи, яка виконується за одиницю
часу в’язкими силами, що виникають при наявностi поля швидкостей v̄ на можливому пе-
ремiщеннi, яке визначається полем швидкостей ū (µ — динамiчний коефiцiєнт в’язкостi).

В основу проекцiйного методу побудови наближених розв’язкiв (3) покладемо наступ-
ну теорему [10].

Теорема 1. Для того щоб вектор-функцiя v̄(x, y, z) та скалярна функцiя p(x, y, z),що
задовольняють систему рiвнянь (4) та крайовi умови (5), разом зi скалярною функцiєю
f(x, y) та вiдповiдним їм власним значенням H при заданому значеннi ω були розв’язка-
ми задачi (3), необхiдно i достатньо, щоб вони надавали стацiонарного значення функ-
цiоналу K(v̄, p, f,H).

Наближений розв’язок задачi (3) подамо у виглядi скiнченних сум

v̄n1 =
n1∑

k=1

akv̄k, pn1 =
n1∑

k=1

ak pk, fn2 =
n2∑

k=1

bk fk,
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де вектор-функцiї v̄k задовольняють умови (5) i разом зi скалярними функцiями pk є
розв’язками системи рiвнянь (4). Невiдомi коефiцiєнти ak, bk, а також значення числа
H знаходимо з умов стацiонарностi функцiонала K, тобто з умов

∂K(v̄n1 , pn1 , fn2 ,H)
∂ai

= 0, i = 1, n1;
∂K(v̄n1 , pn1 , fn2 ,H)

∂bj
= 0, j = 1, n2.

Нижче будуть побудованi координатнi функцiї v̄k, pk, fk.

4. Побудова систем координатних функцiй. Перейдемо до сферичної системи коорди-
нат (ρ, θ, η)

x = ρ cos(η) sin(θ), y = ρ sin(η) sin(θ), z = ρ cos(θ).

Оскiльки ми дослiджуємо коливання рiдини у випадку, коли посудина, в якiй знахо-
диться рiдина, має форму пiвсфери, то Ω = {(ρ, θ, η) : 0 ≤ ρ < 1, π/2 < θ ≤ π, 0 ≤ η ≤
≤ 2π}, S = {(ρ, θ, η) : ρ = 1, π/2 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ η ≤ 2π}, Σ = {(ρ, θ, η) : 0 ≤ ρ ≤ 1, θ =
= π/2, 0 ≤ η ≤ 2π}. Для такої форми областi Ω у сферичнiй системi координат задача (3)
має вигляд

−∆v̄ +∇p = ω2v̄, divv̄ = 0 в Ω, (6)

ρ
∂

∂ρ

(
vθ

ρ

)
+

1
ρ

∂vρ

∂θ
= 0,

sin(θ)
ρ

∂

∂θ

(
vη

sin(θ)

)
+

1
ρ sin(θ)

∂vθ

∂η
= 0 на Σ, (7)

v̄ = 0 на S,

∫
Σ

f dS = 0, (8)

ω

(
2
(

1
ρ

∂vθ

∂θ
+
vρ

ρ

)
− p

)
−H2f = 0, vθ = ωf на Σ. (9)

Задача (6) – (9) допускає вiдокремлення кругової координати η для довiльної областi,
яка має форму тiла обертання. Тому розв’язки (6) – (9) шукаємо у виглядi

vρ(ρ, θ, η) = v∗ρ(ρ, θ) cos(mη), vθ(ρ, θ, η) = v∗θ(ρ, θ) cos(mη), vη(ρ, θ, η) = v∗η(ρ, θ) sin(mη),
(10)

p(ρ, θ, η) = p∗(ρ, θ) cos(mη), f(ρ, η) = f∗(ρ) cos(mη), m = 0, 1, 2, . . . .

Позначимо L = {(ρ, θ) : ρ = 1, π/2 ≤ θ ≤ π}, Γ = {(ρ, θ) : 0 ≤ ρ ≤ 1, θ = π/2}. Контури
L i Γ — це частини межi меридiального перерiзу G = Ω ∩ {(ρ, θ, η) : η = 0} областi Ω.
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Вiдомо [12], що розв’язки системи рiвнянь (6) можна подати у виглядi

p = ω2ϕ(ρ, θ, η),
(11)

v̄ = ∇ϕ(ρ, θ, η) + rot (rot (ρψ1(ρ, θ, η)ēρ)) + rot (ρψ2(ρ, θ, η)ēρ) =

=
(
−1
ρ

∂2ψ1

∂θ2
− cos(θ)
ρ sin(θ)

∂ψ1

∂θ
− 1
ρ sin2(θ)

∂2ψ1

∂η2
+
∂ϕ

∂ρ

)
ēρ+

+
(

1
sin(θ)

∂ψ2

∂η
+

1
ρ

∂ψ1

∂θ
+
∂2ψ1

∂θ∂ρ
+

1
ρ

∂ϕ

∂θ

)
ēθ+

+
(
−∂ψ2

∂θ
+

1
ρ sin(θ)

∂ψ1

∂η
+

1
sin(θ)

∂2ψ1

∂ρ∂η
+

1
ρ sin(θ)

∂ϕ

∂η

)
ēη

через гiдродинамiчнi потенцiали ϕ, ψ1 i ψ2, якi задовольняють рiвняння

∆ϕ = 0, ∆ψ1 + ω2ψ1 = 0, ∆ψ2 + ω2ψ2 = 0 в Ω.

Поряд iз розв’язками (11) системи (6) будемо використовувати iнше зображення час-
тинних розв’язкiв системи (6) через гiдродинамiчнi потенцiали ξ, χ1, χ2 у цилiндричнiй
системi координат (r, z, η)

x = r cos(η), y = r sin(η), z = z,

яке має вигляд [12]

v̄ = ∇ξ(r, z, η) + rot (rot (χ1(r, z, η)ēz)) + rot (χ2(r, z, η)ēz) ,
(12)

p = ω2ξ(r, z, η).

Тут скалярнi функцiї ξ, χ1, χ2 задовольняють рiвняння

∆ξ = 0, ∆χ1 + ω2χ1 = 0, ∆χ2 + ω2χ2 = 0 в Ω.

Перейдемо у зображеннi (12) до сферичної системи координат (ρ, θ, η). Позначимо

ξ∗ = ξ∗(ρ, θ, η) = ξ(ρ sin(θ), ρ cos(θ), η),

χ∗i = χ∗i (ρ, θ, η) = χi(ρ sin(θ), ρ cos(θ), η), i = 1, 2.

Враховуючи, що

ēz = −ēθ sin(θ) + ēρ cos(θ),
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маємо

p = ω2ξ∗,

(13)
v̄ = ∇ξ∗ + rot (rot (χ∗1(−ēθ sin(θ) + ēρ cos(θ))))+

+rot (χ∗2(−ēθ sin(θ) + ēρ cos(θ))) =
(

1
ρ

∂χ∗2
∂η

− 2 cos(θ)
ρ

∂χ∗1
∂ρ

− sin(θ)
ρ

∂2χ∗1
∂ρ∂θ

+

+
sin(θ)
ρ2

∂χ∗1
∂θ

− cos(θ)
ρ2

∂2χ∗1
∂θ2

− cos2(θ)
ρ2 sin(θ)

∂χ∗1
∂θ

− cos(θ)
ρ2 sin2(θ)

∂2χ∗1
∂η2

+
∂ξ∗

∂ρ

)
ēρ+

+
(

cos(θ)
ρ sin(θ)

∂χ∗2
∂η

+
1

ρ2 sin(θ)
∂2χ∗1
∂η2

+
sin(θ)
ρ

∂χ∗1
∂ρ

+ sin(θ)
∂2χ∗1
∂ρ2

+
cos(θ)
ρ

∂2χ∗1
∂θ∂ρ

+
1
ρ

∂ξ∗

∂θ

)
ēθ+

+
(
− sin(θ)

∂χ∗2
∂ρ

− cos(θ)
ρ

∂χ∗2
∂θ

+
cos(θ)
ρ sin(θ)

∂2χ∗1
∂ρ∂η

− 1
ρ2

∂2χ∗1
∂θ∂η

+
1

ρ sin(θ)
∂ξ∗

∂η

)
ēη.

Розглянемо такi розв’язки рiвнянь Лапласа i Гельмгольца у сферичнiй системi координат:

wsj(ρ, θ, η) = ρjPm
j (cos(θ)) cos(mη),

gsj(ρ, θ, η) =
1

√
ρJj+1/2(ω)

Jj+1/2(ωρ)P
m
j (cos(θ)) sin(mη),

fsj(ρ, θ, η) =
1

√
ρJj+1/2(ω)

Jj+1/2(ωρ)P
m
j (cos(θ)) cos(mη),

де Pm
j — приєднанi функцiї Лежандра 1-го роду, Jj+1/2 — функцiї Бесселя 1-го роду. Функ-

цiї wsj задовольняють рiвняння ∆wsj = 0, функцiї fsj — рiвняння ∆fsj + ω2fsj = 0,
функцiї gsj — рiвняння ∆gsj + ω2gsj = 0.

За допомогою функцiйws, gs, fs, використовуючи зображення (11), побудуємо вектор-
функцiї швидкостi

ū1
j = ∇wsj , ū2

j = rot (rot(ρ fsj ēρ)) , ū3
j = rot(ρ gsj ēρ), j = m,m+ 1, . . . , (14)

та вiдповiднi їм функцiї тиску

Π1
j = ω2wsj , Π2

j = 0, Π3
j = 0, j = m,m+ 1, . . . .

Розглянемо ще такi розв’язки рiвнянь Лапласа i Гельмгольца у цилiндричнiй системi ко-
ординат:

wck(r, z, η) =
Jm(ζkr) cosh(ζk(z + 1))

Jm(ζk) cosh(ζk)
cos(mη),

fck(r, z, η) =
Jm(ζkr) exp(qkz)

Jm(ζk)qk
cos(mη),
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де число ζk — k-й корiнь похiдної функцiї Бесселя J ′m(ζ) = 0, qk =
√
−ω2 + ζ2

k . Функцiї

wck задовольняють рiвняння ∆wck = 0, функцiї fck — рiвняння ∆fck + ω2fck = 0.
Тепер використаємо зображення (13). Покладемо в (13) ξ∗ = wck(ρ sin(θ), ρ cos(θ), η),

χ∗1 = hkfck(ρ sin(θ), ρ cos(θ), η), χ∗2 = 0. Тодi отримаємо систему вектор-функцiй швидкос-
тей

v̄4
k = ∇ (wck(ρ sin(θ), ρ cos(θ), η))+

+ hkrot (rot (fck(ρ sin(θ), ρ cos(θ), η)(−ēθ sin(θ) + ēρ cos(θ)))) , k = 1, 2, 3, . . . , (15)

та вiдповiднi їм функцiї тиску

p4
k = ω2wck(ρ sin(θ), ρ cos(θ), η), k = 1, 2, 3, . . . .

Числа hk визначаються так, щоб вектор-функцiї v̄4
k задовольняли умови (7), i мають ви-

гляд

hk = −2ζkqktanh (ζk)
2ζ2

k − ω2
.

Знайдемо координатнi функцiї, якi крiм системи рiвнянь (6) задовольняють крайовi
умови (7). Зазначимо, що вектор-функцiї ū1

2(k−1)+m, ū
2
2(k−1)+m, ū

3
2k−1+m, k = 1, 2, 3, . . . , за

своєю побудовою i завдяки розмiщенню вiльної поверхнi Σ (θ = π/2 на Σ) задовольняють
крайовi умови (7), тодi як вектор-функцiї

ū1
2(k−1)+1+m, ū2

2(k−1)+1+m, ū3
2k+m, k = 1, 2, 3, . . . , (16)

не задовольняють (7). Такi факти є наслiдком властивостей Pm
j .

Позначимо

v̄1
k = ū1

2(k−1)+m, v̄2
k = ū2

2(k−1)+m, v̄3
k = ū3

2k−1+m, k = 1, 2, 3, . . . ,

i вiдповiднi їм функцiї тиску

p1
k = ω2Π1

2(k−1)+m = ω2ws2(k−1)+m, p2
k = 0, p3

k = 0.

На основi трьох систем вектор-функцiй (16) можна було б побудувати одну систему
вектор-функцiй, якi б задовольняли умови (7), але отриманi в результатi ряди мали б при
великих значеннях H повiльну збiжнiсть. Крiм того, такi вектор-функцiї не мали б ха-
рактеру примежового шару в околi вiльної поверхнi. Тому виявилося бiльш ефективним
замiнити вектор-функцiї (16) вектор-функцiями v̄4

k, оскiльки v̄4
k задовольняють умови (7).

Зазначимо, що вектор-функцiї v̄j
k i вiдповiднi їм функцiї тиску pj

k, j = 1, 4, мають
вигляд (10), тобто в функцiях v̄j

k, pj
k можна вiдокремити змiнну η.

Звернемо увагу на те, що вектор-функцiї v̄4 мають характер примежового шару в око-
лi вiльної поверхнi Σ, v̄2 i v̄3 — в околi твердої стiнки S. Також v̄4 i v̄1 мають властивостi
потенцiального руху рiдини всерединi областi Ω. Такi властивостi характернi для руху iде-
альної рiдини.
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Iз зображень (11) i (12) видно, що шукану вектор-функцiю швидкостi v̄ можна по-
дати у виглядi суми потенцiальної та вихрової компонент. Покажемо, що потенцiальну
складову вектор-функцiї v̄ можна як завгодно точно наблизити за допомогою лiнiйної
комбiнацiї градiєнтiв функцiї

{wck, ws2(k−1)+m}, k = 1,∞, m = 0,∞. (17)

Скалярнi функцiї ϕ i ξ, якi у зображеннях (11), (12) визначають потенцiальну складову ру-
ху, повиннi задовольняти рiвняння Лапласа. Припустимо, що нам вiдомi вихрова складова
вектора швидкостi v̄ i функцiя f, а необхiдно знайти скалярну функцiю u, яка визначає
потенцiальну складову. Тодi, використовуючи крайовi умови v̄ = 0 на S, vθ = ωf на Σ,
отримуємо, що функцiя u повинна бути розв’язком задачi Неймана

∆u = 0 в Ω,
∂u

∂n
= f1 на Σ,

∂u

∂n
= f2 на S, (18)

де функцiї f1 i f2 є неперервними i задовольняють умову∫
Σ

f1 dS +
∫
S

f2 dS = 0.

Оскiльки в задачi (6) – (9) ми вiдокремили кругову змiнну η, то припустимо, що в задачi
(18) також аналогiчно можна вiдокремити η :

u(ρ, θ, η) = u∗(ρ, θ) cos(mη), f1(r, η) = f∗1 (r) cos(mη), f2(θ, η) = f∗2 (θ) cos(mη),

m = 0, 1, . . . .

Тодi отримаємо задачу

1
ρ2

∂

∂ρ

(
ρ2∂u

∗

∂ρ

)
+

1
ρ2 sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂u∗

∂θ

)
− m2

ρ2 sin2(θ)
u∗ = 0 в G,

(19)
∂u∗

∂n
= f∗1 на Γ,

∂u∗

∂n
= f∗2 на L.

Вiдокремимо η у функцiях wc, ws i позначимо

ws∗j =
wsj

cos(mη)
, wc∗j =

wcj
cos(mη)

.

Розглянемо слiди нормальних похiдних вiд wc∗k, ws
∗
2(k−1)+m на Γ i L вiдповiдно:

g1
k(ρ) =

∂wc∗k
∂n

∣∣∣∣
Γ

=
ζk sinh(ζk)

cosh(ζk)Jm(ζk)
Jm(ζkρ),

g2
k(θ) =

∂ws∗2(k−1)+m

∂n

∣∣∣∣∣
L

= (2(k − 1) +m)Pm
2(k−1)+m(cos(θ)).
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Функцiї g1
k є повними i ортогональними у просторi L2(0; 1) з вагою ρ, а функцiї g2

k — пов-
ними i ортогональними у просторi L2(π/2;π) з вагою sin(θ).

Розв’язок u∗ задачi (19) подамо у виглядi суми u∗ = u∗1 + u∗2, де

u∗1 =
∞∑

k=1

akwc
∗
k, u∗2 =

∞∑
k=1

bkws
∗
2(k−1)+m.

Враховуючи, що
∂ws∗2(k−1)+m

∂n

∣∣∣∣∣
Γ

= 0,

коефiцiєнти ak визначаємо з крайової умови ∂u∗1/∂n = f1 на Γ. Тодi

ak =

∫ 1
0 ρg

1
k(ρ)f

∗
1 (ρ)dρ∫ 1

0 ρ(g
1
k(ρ))

2dρ
.

Тепер iз крайової умови на L задачi (19) визначаємо коефiцiєнти bk :

bk =

∫ π
π/2 sin(θ)

(
f∗2 (θ)− ∂u∗1/∂ρ|ρ=1

)
g2
k(θ)dθ∫ π

π/2 sin(θ)
(
g2
k(θ)

)2
dθ

.

Таким чином, одержуємо розв’язок u задачi Неймана (18).
Далi за допомогою v̄j

k, j = 1, 4, побудуємо систему вектор-функцiй, яка буде задо-
вольняти всi умови задачi (6) – (9), крiм умов (9).

Спочатку знайдемо три координатнi системи, якi задовольняють умову

vρ = 0 на L. (20)

Зауважимо, що v̄3
k за своєю побудовою вже задовольняють (20). Визначимо систему вектор-

функцiй v̄5
k таким чином:

v̄5
k = v̄1

k − dkv̄
2
k,

ρ-тi компоненти векторiв v1
k i v2

k ( вiдповiдно v1
ρ,k i v2

ρ,k ) при фiксованому значеннi змiн-
ної ρ вiдрiзняються мiж собою лише постiйним множником. Отже, якщо коефiцiєнти dk

визначити як

dk =
v1
ρ,k

v2
ρ,k

∣∣∣∣∣
ρ=1

=
1

2k − 1 +m
,

то система v̄5 буде задовольняти (20). Введемо систему v̄6 :

v̄6
k = v̄4

k −
∞∑

j=1

akj v̄
1
j , (21)

ρ-тi компоненти векторiв v1
k мають вигляд

v1
ρ,k = (2k − 2 +m)ρ2k−3+mPm

2k−2+m(cos(θ)) cos(mη).
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Вони утворюють повну ортогональну систему в просторi L2(L) з вагою sin(θ). Це є на-
слiдком повноти i ортогональностi приєднаних функцiй Лежандра. Тому, якщо коефiцi-
єнти ak,j визначити як коефiцiєнти Фур’є за формулою

akj =

∫ π
π/2 sin(θ)v1

ρ,jv
4
ρ,k

∣∣∣
ρ=1

dθ∫ π
π/2 sin(θ)v1

ρ,jv
1
ρ,j

∣∣∣
ρ=1

dθ
=

(4j − 3 + 2m)(2j − 2)!
∫ π
π/2 sin(θ)v1

ρ,jv
4
ρ,k

∣∣∣
ρ=1

dθ

(2j − 2 +m)2 cos2(mη)(2j − 2 + 2m)!
,

то ряди (21) будуть збiгатись, i система v̄6 буде задовольняти (20). Отже, системи v̄3, v̄5,
v̄6 задовольняють (20).

Тепер за допомогою систем v̄3, v̄5, v̄6 побудуємо одну систему вектор-функцiй v̄7, яка
буде задовольняти умови

vθ = vη = 0 на L. (22)

Систему v̄7 шукаємо у виглядi

v̄7
k = v̄6

k −
∞∑

j=1

bkj v̄
3
j −

∞∑
j=1

ckj v̄
5
j . (23)

Введемо позначення

〈ū, w̄〉 =

2π∫
0

π∫
π/2

sin(θ)
(
uθwθ + uηwη

)∣∣
ρ=1

dθ dη. (24)

Розглянемо вирази 〈v̄l
i, v̄

s
j 〉, l = 1, 3, s = 1, 3, i = 1,∞, j = 1,∞. При обчисленнi таких

виразiв виникає iнтеграл

I =

π∫
π/2

(
sin(θ)

dPm
i (cos(θ))
dθ

dPm
j (cos(θ))
dθ

+
m2

sin(θ)
Pm

i (cos(θ))Pm
j (cos(θ))

)
dθ. (25)

Обчислимо I. Виконаємо замiну x = cos(θ). Оскiльки ми знехтували функцiєю (16), то
будемо розглядати лише випадки, коли iндекси i, j в iнтегралi (25) обидва є парними, або
непарними. Тодi пiдiнтегральна функцiя в (25) є парною за змiнною x, i iнтеграл I можна
записати у виглядi

I = −1
2

1∫
−1

((
1− x2

) dPm
i (x)
dx

dPm
j (x)
dx

+
m2

1− x2
Pm

i (x)Pm
j (x)

)
dx =

= −1
2
i(i+ 1)

1∫
−1

Pm
i P

m
j dx =

{
0, i 6= j,
−i(i+ 1)(i+m)!/

(
(2i+ 1)(i−m)!

)
, i = j.
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Обчисливши I, легко встановити, що вектор-функцiї v̄1, v̄2, v̄3 мають властивостi

〈v̄1
i , v̄

3
j 〉 = 0, 〈v̄2

i , v̄
3
j 〉 = 0, 〈v̄1

i , v̄
1
j 〉 = c1i gm δij , 〈v̄2

i , v̄
2
j 〉 = c2i gm δij ,

(26)

〈v̄3
i , v̄

3
j 〉 = c3i gm δij , 〈v̄1

i , v̄
2
j 〉 = c4i gm δij ∀{i, j} ⊂ N2,

де

δij =
{

0, i 6= j,
1, i = j,

gm =
{

2π, m = 0,
π, m = 1, 2, 3, . . . .

Числа c1i , c
2
i , c

3
i , c

4
i мають такий вигляд

c1i = −(2i− 2 +m)(2i− 1 +m)(2i− 2 + 2m)!
(4i− 3 + 2m)(2i− 2)!

,

c2i =
(−(2i− 2 +m)J2i−3/2+m(ω) + ωJ2i−5/2+m(ω)

J2i−3/2+m(ω)

)2

c1i ,

c3i = −(2i− 1 +m)(2i+m)(2i− 1 + 2m)!
(4i− 1 + 2m)(2i− 1)!

,

c4i =
−(2i− 2 +m)J2i−3/2+m(ω) + ωJ2i−5/2+m(ω)

J2i−3/2+m(ω)
c1i .

Коефiцiєнти bkj , ckj знаходимо з умов, щоб v̄7
θ,k, v̄

7
η,k були ортогональними в сенсi (24)

до v̄3
θ,k, v̄

3
η,k i до v̄2

θ,k, v̄
2
η,k. Використовуючи властивостi (26), отримуємо

bkj =
〈v̄4

k, v̄
3
j 〉

〈v̄3
j , v̄

3
j 〉
, ckj =

〈v̄4
k, v̄

2
j 〉 − akj〈v̄1

j , v̄
2
j 〉

〈v̄5
j , v̄

2
j 〉

.

Для iлюстрацiї наведеного вище процесу побудови координатних функцiй v̄7 побуду-
ємо графiки |v7

ρ,1|, |v7
θ,1|, |v7

η,1| на контурi L (рис. 1 – 3). Цi графiки характеризують якiсть
задоволення крайових умов (20), (22) функцiєю v̄7

1. Зазначимо, що крайовi умови (7) для
v̄7
1 задовольняються точно. При побудовi графiкiв ми наближали v7

1 сумою (27) i поклали
ω = 78, 816 + 79, 128i, N1 = 20, N2 = 25, N3 = 30. Зауважимо, що всерединi областi Ω
функцiї |v7

ρ,1|, |v7
θ,1|, |v7

η,1| є величинами порядку одиницi.
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Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3
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5. Алгоритм реалiзацiї наближеного методу розв’язку. Вище нам вдалося побудувати
систему вектор-функцiй v̄7, якi задовольняють всi рiвняння i крайовi умови задачi (6) – (9),
крiм умов (9). Оскiльки ми будуємо наближений розв’язок, то подамо кожну функцiю iз
системи v̄7 у виглядi скiнченної суми

v̄7
k = v̄4

k −
N1∑
j=1

akj v̄
1
j −

N3∑
j=1

bkj v̄
3
j −

N2∑
j=1

ckj

(
v̄1
j − dj v̄

2
j

)
. (27)

Вiдповiдна функцiя тиску p7
k має вигляд

p7
k = p4

k −
N1∑
j=1

akjp
1
j −

N3∑
j=1

bkjp
3
j −

N2∑
j=1

ckj

(
p1

j − djp
2
j

)
= p4

k −
N1∑
j=1

akjp
1
j −

N2∑
j=1

ckjp
1
j .

Наближений розв’язок v̄N4 , pN4 задачi (6) – (9) шукаємо у виглядi

v̄N4 =
N4∑
k=1

γkv̄
7
k, pN4 =

N4∑
k=1

γkp
7
k. (28)

Коефiцiєнти γk i вiдповiдне значення H при фiксованому значеннi ω в данiй роботi
визначалися двома способами.

Перший спосiб. Вилучимо f з крайових умов (9). Тодi отримаємо

N4∑
k=1

γk

(
ω2

(
2
ρ

(
∂v̄7

θ,k

∂θ
+ v̄7

ρ,k

)
− p7

k

)
−H2v̄7

θ,k

)
≈ 0 на Γ. (29)

Невiдомi ak i H визначаємо з умови, щоб лiва частина (29) була ортогональною на Γ до
функцiй v̄7

θ,j , j = 1, N4. В результатi маємо матричну спектральну задачу(
α−H2β

)
γ = 0̄,

де

αij = ω2

1∫
0

ρ

(
2
ρ

(
∂v̄7

θ,i

∂θ
+ v̄7

ρ,i

)
− p7

i

)
v̄7
θ,jdρ,

βij =

1∫
0

ρv̄7
θ,iv̄

7
θ,jdρ, i = 1, N4, j = 1, N4.

Другий спосiб. Використаємо функцiонал K. У сферичнiй системi координат вiн має
вигляд

K(v̄, p, f,H) = E(v̄, v̄)− ω2T (v̄, v̄)− 2ω
∫
Σ

(
2
ρ

(
∂vθ

∂θ
+ vρ

)
− p

)
fdS +H2

∫
Σ

f2dS.
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Розв’язок v̄ знову шукаємо у виглядi (28), а наближення fN5 для функцiї f пiсля вi-
докремлення η — у виглядi

fN5 =
N5∑
k=1

σkPk−1(2ρ− 1), (30)

де Pk−1 — многочлени Лежандра. Невiдомi значення γk, σk, H знаходимо з умов стацiо-
нарностi функцiонала K

∂K

∂γi
= 0, i = 1, N4,

∂K

∂σj
= 0, j = 1, N5. (31)

З умов (31) отримуємо матричну спектральну задачу A ωB

ωBT −H2C

(γ
σ

)
= 0

де
Aij = ω2T (v̄7

i , v̄
7
j )− E(v̄7

i , v̄
7
j ), i = 1, N4, j = 1, N4,

Bij =

1∫
0

ρ

(
2
ρ

(∂v̄7
θ,i

∂θ
+ v̄7

ρ,i

)
− p7

i

)
Pj−1(2ρ− 1)dρ, i = 1, N4, j = 1, N5,

Cij =

1∫
0

ρPi−1(2ρ− 1)Pj−1(2ρ− 1)dρ, i = 1, N5, j = 1, N5.

В результатi реалiзацiї першого i другого способiв отримуємо H як функцiю ω. Ско-
ристаємося методом хорд для того, щоб при заданому значеннi числа Галiлея H0 визначи-
ти власнi значення λ задачi (6) – (9).

Розглянемо функцiю
g(ω) = H(ω)−H0

i знайдемо комплексне число ω∗ таке, що g(ω∗) = 0. Задамо початкове значення ω1 =
=
√
λч

kH0, де λч
k — наближення для власного значення λk задачi (6) – (9), обчислене за

формулою Чорноуська [3]

λч
k = iωiд

k +
1− i

2
√

2H0(ω
iд
k )3/2

∫
S

(
∇Φk

)2
dS∫

Σ Φ2
kdS

. (32)

Числа ωiд
k i функцiї Φk є вiдповiдно власними числами i власними функцiями задачi про

власнi коливання iдеальної рiдини з вiльною поверхнею

∆Φk = 0 в Ω,
∂Φk

∂n
= 0 на S,

∂Φk

∂n
=
(
ωiд

k

)2
Φk на Σ. (33)
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Розв’язок задачi (33) можна побудувати варiацiйним методом [17].
Покладемо ωa = ω1 + ∆. Шукаємо (n + 1)-ше наближення ω∗ згiдно з методом хорд

[18] у виглядi

ωn+1 = ωn −
g(ωn)(ωn − ωa)
g(ωn)− g(ωa)

, n = 1, 2, 3, . . . . (34)

Рекурентний процес (34) повторюємо до тих пiр, поки |g(ωn+1)| > ε. Потiм покладемо
ω∗ = ωn+1. В розрахунках ми брали ∆ = 0, 1 · (1 + i), ε = 5 × 10−11. Знаючи H0 i ω∗,
можемо визначити власнi значення λ задачi (6) – (9) за формулою

λ =
(ω∗)2

H0
.

Покажемо, як порахувати елементи матрицi A, обчислюючи квадратури лише по ме-
жi областi Ω. Будемо вважати, що вектор-функцiї v̄, ū задовольняють рiвняння (4), i ви-
користовувати позначення (v̄, ū) = v1u1 + v2u2 + v3u3. Тодi

ω2T (v̄, ū)− E(v̄, ū) =

= ω2

∫
Ω

(v̄, ū)dΩ− 1
2

3∑
i,j,=1

∫
Ω

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
dΩ =

= ω2

∫
Ω

(v̄, ū)dΩ− 1
2

3∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂

∂xj

((
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
ui

)
+

∂

∂xi

((
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
uj

))
dΩ+

+
1
2

3∑
i,j=1

∫
Ω

((
∂2vi

∂x2
j

+
∂2vj

∂xi∂xj

)
ui +

(
∂2vi

∂xi∂xj
+
∂2vj

∂x2
i

)
uj

)
dΩ =

= ω2

∫
Ω

(v̄, ū)dΩ +
∫
Ω

(∆v̄, ū)dΩ−
3∑

i,j=1

∫
Ω

∂

∂xi

((
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
uj

)
dΩ =

=
∫
Ω

(ω2v̄ + ∆v̄ −∇p, ū)dΩ +
∫
Ω

(∇p, ū)dΩ−
3∑

i,j=1

∫
∂Ω

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
cos(n̄, xi)ujdS =

=
∫
∂Ω

p 3∑
i=1

ui cos(n̄, xi)−
3∑

i,j=1

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
cos(n̄, xi)uj

 dS.
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У сферичнiй системi координат

ω2T (v̄, ū)− E(v̄, ū) =
∫
∂Ω

(uρ, uθ, uη)U(v̄)

cos(n̄, ρ̄)
cos(n̄, θ̄)
cos(n̄, η̄)

 dS,

де елементи матрицi U мають вигляд

U11 = −2
∂vρ

∂ρ
+ p,

U12 = −ρ ∂
∂ρ

(
vθ

ρ

)
− 1
ρ

∂vρ

∂θ
,

U13 = − 1
ρ sin(θ)

∂vρ

∂η
− ρ

∂

∂ρ

(
vη

ρ

)
,

U22 = −2
ρ

(
∂vθ

∂θ
+ vρ

)
+ p,

U23 = −sin(θ)
ρ

∂

∂θ

(
vη

sin(θ)

)
− 1
ρ sin(θ)

∂vθ

∂η
,

U33 = − 2
ρ sin(θ)

∂vη

∂η
− 2vρ

ρ
− 2vθ cos(θ)

ρ sin(θ)
+ p,

U21 = U12, U31 = U13, U32 = U23.

6. Чисельнi результати. Було проведено чисельну реалiзацiю запропонованого у ро-
ботi методу побудови розв’язку для випадку першої антисиметричної моди коливань (m =
= 1). При наближеннi вектор-функцiй v̄7

k у формулi (27) ми брали N1 = 20, N2 = 25,
N3 = 30.

В табл. 1 наведено результати розрахунку перших трьох власних чисел λ задачi (6) –
(9), проведеного першим способом, для випадкiв N4 = 7, N4 = 9, N4 = 11. Це дозволяє
оцiнити швидкiсть збiжностi власних значень λ при збiльшеннi кiлькостi координатних
функцiй v̄7.
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Таблица 1

H λ1 λ2 λ3

N4 = 7

102 0,1825855 + 1,2000060i — —

5 · 102 0,0568820 + 1,2174212i 0,1394143 + 2,2691272i 0,2844559 + 2,8581614i

103 0,0352629 + 1,2259658i 0,0762148 + 2,2787088i 0,1537070 + 2,8874164i

5 · 103 0,0128621 + 1,2384929i 0,0195802 + 2,2893929i 0,0362702 + 2,9079211i

104 0,0086222 + 1,2415662i 0,0113208 + 2,2916424i 0,0197786 + 2,9107690i

5 · 104 0,0035782 + 1,2456984i 0,0035339 + 2,2945332i 0,0052330 + 2,9139143i

105 0,0024841 + 1,2466806i 0,0022401 + 2,2952056i 0,0030821 + 2,9145902i

5 · 105 0,0010835 + 1,2479922i — —

N4 = 9

102 0,1797226 + 1,2010305i — —

5 · 102 0,0568562 + 1,2176607i 0,1389851 + 2,2699658i 0,2835932 + 2,8595461i

103 0,0352655 + 1,2260256i 0,0762173 + 2,2789440i 0,1537295 + 2,8878432i

5 · 103 0,0128650 + 1,2384948i 0,0196002 + 2,2894005i 0,0363143 + 2,9079350i

104 0,0086238 + 1,2415665i 0,0113314 + 2,2916430i 0,0198018 + 2,9107693i

5 · 104 0,0035785 + 1,2456983i 0,0035365 + 2,2945320i 0,0052386 + 2,9139115i

105 0,0024843 + 1,2466805i 0,0022415 + 2,2952045i 0,0030853 + 2,9145878i

5 · 105 0,0010836 + 1,2479921i — —

N4 = 11

102 0,1779481 + 1,2012447i — —

5 · 102 0,0568347 + 1,2178297i 0,1386154 + 2,2705467i 0,28284093 + 2,8604283i

103 0,0352655 + 1,2260721i 0,0761841 + 2,2791191i 0,1536681 + 2,8881419i

5 · 103 0,0128663 + 1,2384963i 0,0196101 + 2,2894068i 0,0363362 + 2,9079463i

104 0,0086245 + 1,2415669i 0,0113367 + 2,2916440i 0,0198135 + 2,9107710i

5 · 104 0,0035787 + 1,2456982i 0,0035377 + 2,2945315i 0,0052414 + 2,9139105i

105 0,0024844 + 1,2466804i 0,0022422 + 2,2952041i 0,0030869 + 2,9145869i

5 · 105 0,0010836 + 1,2479921i — —

У табл. 2 подано результати розрахунку перших трьох власних значень λ задачi (6) –
(9), проведеного другим способом, для випадкiв N4 = 7, N4 = 9, N4 = 11. При наближен-
нi вiдхилення f у формулi (30) ми брали N5 = 20.
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Таблица 2

H λ1 λ2 λ3

N4 = 7

102 0,1753525 + 1,2085104i — —

5 · 102 0,0569738 + 1,2182573i 0,1393454 + 2,2723184i 0,2846567 + 2,8632733i

103 0,0353142 + 1,2261928i 0,0763744 + 2,2795891i 0,1540376 + 2,8888195i

5 · 103 0,0128699 + 1,2384926i 0,0196260 + 2,2893864i 0,0363548 + 2,9079036i

104 0,0086263 + 1,2415585i 0,0113453 + 2,2916081i 0,0198233 + 2,9107070i

5 · 104 0,0035793 + 1,2456887i 0,0035405 + 2,2944924i 0,00524479 + 2,9138420i

105 0,0024848 + 1,2466710i 0,0022441 + 2,2951654i 0,0030891 + 2,9145190i

5 · 105 0,0010838 + 1,2479828i — —

N4 = 9

102 0,1742616 + 1,2063337i — —

5 · 102 0,0569153 + 1,2182757i 0,1388491 + 2,2723494i 0,2835369 + 2,8633673i

103 0,0353066 + 1,2261979i 0,0763172 + 2,2796428i 0,1539189 + 2,8889777i

5 · 103 0,0128700 + 1,2384928i 0,0196300 + 2,2893889i 0,0363694 + 2,9079108i

104 0,0086264 + 1,2415585i 0,0113476 + 2,2916085i 0,0198314 + 2,9107077i

5 · 104 0,0035793 + 1,2456887i 0,0035410 + 2,2944921i 0,0052467 + 2,9138409i

105 0,0024848 + 1,2466709i 0,0022444 + 2,2951652i 0,0030903 + 2,9145181i

5 · 105 0,0010838 + 1,2479828i — —

N4 = 11

102 0,1738833 + 1,2047664i — —

5 · 102 0,0568737 + 1,2182856i 0,1384928 + 2,2723257i 0,2827534 + 2,8632871i

103 0,0353005 + 1,2262012i 0,0762653 + 2,2796696i 0,1538043 + 2,8890511i

5 · 103 0,0128700 + 1,2384929i 0,0196314 + 2,2893905i 0,0363747 + 2,9079153i

104 0,0086264 + 1,2415585i 0,0113485 + 2,2916088i 0,0198346 + 2,9107085i

5 · 104 0,0035793 + 1,2456887i 0,0035412 + 2,2944920i 0,0052475 + 2,9138407i

105 0,0024848 + 1,2466709i 0,0022445 + 2,2951651i 0,0030907 + 2,9145178i

5 · 105 0,0010838 + 1,2479828i — —

7. Порiвняння з асимптотичною i емпiричними формулами. Порiвняємо знайденi нами
декременти i частоти коливань зi значеннями, якi дають асимптотична формула (32) i
емпiричнi формули з робiт [19, 20]. Позначимо через δ i ω вiдповiдно декремент i частоту
коливань, отриманi в данiй роботi. Зазначимо, що δ i ω виражаються через власнi числа
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λ задачi (6) – (9) таким чином:

δ = Re(λ), ω = Im(λ).

Через δч, δ∗, δ∗∗ позначимо вiдповiдно декременти, обчисленi за формулою (32), за ем-
пiричною формулою (35) з роботи [19] i за емпiричною формулою (36) з роботи [20], а
через ωч — частоту, обчислену за формулою (32), через ω∗∗ — частоту, взяту з роботи
[20].

У роботi [3] для побудови розв’язку задачi (1) використано метод примежового шару
[11]. Розв’язок шукали у виглядi суми асимптотичного ряду за степенями малого пара-
метра H−1/2. При виведеннi формули (32) зберiгали лише доданки порядкiв H0 i H−1/2.
Доданки при степенях H−1, H−3/2, . . . вважали малими i нехтували ними. Отримана в [3]
формула (32) враховує дисипацiю енергiї рiдини у примежовому шарi бiля твердої стiнки
порожнини i не враховує дисипацiю в усьому об’ємi рiдини i в примежовому шарi бiля
вiльної поверхнi. Перевагою формули (32) є те, що її можна застосовувати до порожнин
довiльної форми.

В роботi [19] проводилося експериментальне дослiдження коливань в’язкої рiдини з
вiльною поверхнею у сферичних баках. Дослiджувалася перша антисиметрична мода. Ви-
значалися горизонтальний вектор сили, яка дiє на бак, i декремент. Вивчалася залежнiсть
цих двох величин вiд кiнематичної в’язкостi рiдини, частоти й амплiтуди зовнiшнього збу-
рення. Вимiрювання проводилися у трьох баках з дiаметром 9, 5; 20, 5; 32 дюйми. Кiнема-
тична в’язкiсть рiдин варiювалася у межах 1, 23 · 10−6 ÷ 1, 183 · 10−2 фут2/с. На основi
експериментальних даних у випадку наполовину заповненого баку отримано емпiричну
формулу для декремента δ∗. В позначеннях даної роботи ця формула має вигляд

δ∗ = 0, 131
(

104

2
√

2H

)0,359

. (35)

У роботi [20] експериментально вимiрювалися декремент i частота коливань в’язкої
рiдини з вiльною поверхнею для порожнин, якi мають форму прямого кругового цилiнд-
ра з плоским дном, сфери, прямого кругового цилiндра зi сферичним дном, прямого i
оберненого конусiв. Як i в роботi [19], у статтi [20] дослiдження проводилися лише для
першої антисиметричної моди коливань. Вивчалася залежнiсть частот i декрементiв вiд
глибини заповнення порожнини, вiдносної амплiтуди коливань рiдини на твердiй стiнцi,
числа H (у роботi [20] величину, що пропорцiйна до H , називають числом Рейнольдса), а
також вiд коефiцiєнта поверхневого натягу. У випадку наполовину заповненої сфери для
декремента δ∗∗ отримано емпiричну залежнiсть

δ∗∗ =
1, 84π

4
√

1, 84
√
H
, (36)

а для частоти ω∗∗ встановлено наближення

ω∗∗ =
√

1, 842 − (1, 97− 1)2 − 0, 34 ≈ 1, 22355. (37)

Зауважимо, що ω∗∗ не залежить вiд H .
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В табл. 3 наведено значення декрементiв δ, δч, δ∗, δ∗∗ в залежностi вiд числа H.
Таблица 3

H δ δч δ∗ δ∗∗

102 0,1738833 0,0713139 0,4711581 0,4963217

5 · 102 0,0568737 0,0318925 0,2643848 0,2219618

103 0,0353005 0,0225514 0,2061421 0,1569507

5 · 103 0,0128700 0,0100853 0,1156742 0,0701905

104 0,0086264 0,0071314 0,0901917 0,0496322

5 · 104 0,0035793 0,0031893 0,0506100 0,0221962

105 0,0024848 0,0022551 0,0394609 0,0156951

5 · 105 0,0010838 0,0010085 0,0221430 0,0070190

Для того щоб було легше порiвнювати мiж собою декременти δ, δч, δ∗, δ∗∗, наведемо в
табл. 4 вiдношення δч, δ∗, δ∗∗ до δ, а також вiдношення δ∗ до δ∗∗. З табл. 4 видно, наскiльки
вiдрiзняється знайдений нами декремент δ вiд асимптотичного декремента δч i вiд емпi-
ричних декрементiв δ∗, δ∗∗, а також наскiльки вiдрiзняються мiж собою декременти δ∗ i
δ∗∗, отриманi за рiзними емпiричними формулами.

Таблица 4

H δч/δ δ∗/δ δ∗∗/δ δ∗/δ∗∗

102 0,4101249 2,7096221 2,8543375 0,9492998

5 · 102 0,5607605 4,6486279 3,9027130 1,1911273

103 0,6388420 5,8396397 4,4461350 1,3134193

5 · 103 0,7836273 8,9878726 5,4537940 1,6480037

104 0,8266915 10,4552897 5,7535073 1,8172028

5 · 104 0,8910274 14,1396419 6,2012642 2,2801225

105 0,9075821 15,8810247 6,3164799 2,5142207

5 · 105 0,9305432 20,4307297 6,4762813 3,1547008

Таблица 5

H ω ωч ω∗∗ ωiд

102 1,2047664 1,1777487 1,2235536 1,2490626

5 · 102 1,2182856 1,2171700 1,2235536 1,2490626

103 1,2262012 1,2265111 1,2235536 1,2490626

5 · 103 1,2384929 1,2389773 1,2235536 1,2490626

104 1,2415585 1,2419312 1,2235536 1,2490626

5 · 104 1,2456887 1,2458733 1,2235536 1,2490626

105 1,2466709 1,2468074 1,2235536 1,2490626

5 · 105 1,2479828 1,2480540 1,2235536 1,2490626

В табл. 5 наведено значення частот ω, ωч, ω∗∗ в залежностi вiд числа ГалiлеяH, а також
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частоту коливань iдеальної рiдини ωiд, що визначалася з задачi (33).

8. Висновки. Аналiзуючи данi табл. 1 i 2, робимо висновок, що перший i другий ва-
рiанти проекцiйного методу дають практично однаковий результат. З табл. 1 i 2 видно,
що зi збiльшенням значень числа Галiлея H покращується швидкiсть збiжностi набли-
жень до власних значень задачi (6) – (9). Швидкiсть збiжностi другого способу є трохи
кращою, нiж першого. При використаннi другого способу i при N4 ≥ 11 наближення для
перших трьох власних значень збiгаються з точнiстю до двох, трьох перших значущих
знакiв при 102 ≤ H < 5 × 103 i з точнiстю до чотирьох, п’яти перших значущих знакiв
при H > 5×103. Чим меншим є номер власного числа, тим для нього швидше збiгаються
наближення.

Побудований наближений аналiтичний розв’язок задачi (6) – (9) точно задовольняє
рiвняння i двi крайовi умови на Γ. Крайовi умови на L при збiльшеннi числа членiв ря-
дiв (21), (23) маємо можливiсть задовольнити як завгодно точно. Лише останнi крайовi
умови (9) задовольняються на основi проекцiйного методу. Висока точнiсть одержаних
результатiв характеризується також малою вiдмiннiстю наближень до власних значень,
наведених у табл. 1 i 2 при рiзних значеннях N4.

Iз табл. 3 i 4 видно, що декременти δ значно вiдрiзняються вiд емпiричних декрементiв
δ∗, δ∗∗; δ вiдрiзняється також вiд δч, але вiдмiннiсть мiж δ i δч є не такою значною, як мiж δ
i δ∗, δ∗∗. Формула (32) є асимптотичною, тобто чим бiльшим є число H, тим формула (32)
є точнiшою. Як видно з табл. 3 i 4, при збiльшеннiH δч прямує знизу до δ.У роботах [2, 4 –
6, 21] вказується, що декременти, отриманi теоретично, є меншими за експериментальнi
данi, i така ситуацiя досить типова. Не є винятком i формула (32) (δч < δ∗ i δч < δ∗∗). Вод-
ночас отриманий нами декремент δ є бiльшим за δч, але меншим за δ∗, δ∗∗. Тому робимо
висновок, що δ є ближчим до реального декремента, нiж δч.

Тепер зупинимось на значнiй вiдмiнностi δ вiд δ∗ i δ∗∗. Декремент є величиною, яка
дуже чутлива до умов проведення експерименту. На величину декремента впливають:

1. Рух лiнiї контакту рiдини, повiтря i твердої стiнки порожнини.
Динамiка лiнiї контакту є ще не до кiнця зрозумiлим явищем i в деяких роботах моде-

люється феноменологiчними формулами (див., наприклад, [6]). У представленiй роботi
на твердiй стiнцi задається умова прилипання v̄ = 0 на S i будується неперервне поле
швидкостi v̄. Звiдси випливає, що у розглядуванiй нами моделi лiнiя контакту є нерухо-
мою. З iншого боку, в експериментах [19, 20] лiнiя контакту рухалася.

2. Забруднення вiльної поверхнi рiдини.
Про цей ефект повiдомлялося в [ 4 – 6]. Зокрема, в [4] вивчалося затухання хвиль у дов-

гому каналi. Для „свiжої” води теоретичний декремент добре узгоджувався з експеримен-
тальним. Але з часом, коли вимiрювання повторювали через годину, експериментальний
декремент зростав до деякої граничної величини. Автор [4] пояснює таке зростання спон-
танним або самочинним забрудненням вiльної поверхнi. Це забруднення створює плiвку
на вiльнiй поверхнi i, як наслiдок, збiльшує величину декремента. При цьому вiзуально
важко було помiтити чи забруднена вiльна поверхня, чи нi. Автор [4] отримав адекват-
не теоретичне наближення для декремента лише тодi, коли врахував дисипацiю енергiї у
примежовому шарi, породженому поверхневою плiвкою. В деяких експериментах, щоб
уникнути забруднення, використовували високоочищенi рiдини [6, 22] i посудину з рiди-
ною вмiщували у герметичний контейнер [6]. В роботах [19, 20] нiяких заходiв для уник-
нення забруднення не вживали.
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3. Фiзичнi властивостi стiнок посудини i матерiал, з якого зроблено посудину.
Зокрема, в [1] вимiрювали декременти у прямому круговому цилiндрi. Отриманi екс-

периментально декременти значно перевищили теоретичнi передбачення. Пiсля цього
внутрiшню поверхню посудини вiдшлiфували до зеркального блиску i знову повторили
експеримент. В результатi декременти зi шлiфованою поверхнею були у 2 – 3 рази мен-
шими за декременти, отриманi у невiдшлiфованiй посудинi. Також у [21] повiдомляється,
що на значення декремента впливає забруднення стiнок посудини.

4. Для посудин невеликих розмiрiв на декремент може суттєво впливати поверхневий
натяг [20, 21].

Звернемо увагу читача на суттєву невiдповiднiсть мiж емпiричними формулами (35)
i (36), хоча в [19, 20] проводилися подiбнi експерименти. А саме, у формулу (35) число
H входить у степенi H−0,359, а у формулу (36) — у степенi H−0,5. Цю вiдмiннiсть було
помiчено у роботi [23]. Автор [23] робить припущення, що невiдповiднiсть мiж (35) i (36)
пов’язана з нелiнiйною залежнiстю мiж затуханням вiдхилення вiльної поверхнi i затухан-
ням сил, якi дiють на бак. З iншого боку, декременти, обчисленi за теоретичною форму-
лою (32) i емпiричною формулою (36), мають однаковий характер залежностi вiд H. А
саме, вирази для δч i δ∗∗ є формулами видуC/

√
H.Але (див. табл. 3) для випадку пiвсфери

коефiцiєнт C у формулi (32) у 6, 95 разiв менший, нiж у формулi (36), i δ∗∗/δч = 6, 95 при
будь-якому H.

Пiдсумовуючи викладене вище про декременти, робимо такий висновок. Мабуть, ре-
альнi фiзичнi умови, при яких проводилися експерименти [19, 20], не зовсiм вiдповiдають
розглядуванiй нами теоретичнiй моделi руху рiдини. Ми, як мiнiмум, не врахували рух лi-
нiї контакту i поверхневий натяг, а також нам невiдомо чи була забруднена поверхня в
[19, 20]. Крiм цього, самi по собi експерименти [19, 20] погано узгоджуються мiж собою,
а теоретична формула (32) узгоджується з емпiричними формулами (35), (36) ще гiрше,
нiж запропонований у данiй роботi проекцiйний метод. Як вiдмiчено у [5], ситуацiя, коли
теоретичнi передбачення для декрементiв є значно меншими за експериментальнi спо-
стереження, є типовою.

З табл. 5 видно, що частоти ω, ωч, ω∗∗, на вiдмiну вiд декрементiв, є близькими одна до
одної. Також частоти ω, ωч, ω∗∗ не сильно вiдрiзняються вiд частоти коливань iдеальної
рiдини ωiд. Це пояснюється тим, що власна частота коливань в’язкої рiдини менша за ωiд

на величину, яка приблизно дорiвнює декременту. У формулi (32) маємо

ωч = ωiд − δч.

Частота за своєю величиною є набагато бiльшою за величину декремента (особливо при
великих значеннях H, коли декремент є малим) i менш чутливою до умов проведення
експерименту. Тому теоретично вирахувати частоту легше, нiж теоретично знайти де-
кремент. Отже, можемо стверджувати, що нам вдалося знайти частоту ω, яка добре узго-
джується з асимптотичною ωч i експериментальною ω∗∗ частотами.
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