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We study properties of the canonic reduction method for cotangent symplectic manifolds with a group acti-
on. We exhibit a deep inner connection between the reduced symplectic structures with canonic connections
on the associated principal fiber bundles.

Дослiджуються властивостi методу канонiчної редукцiї на кодотичних симплектичних много-
видах iз груповою дiєю на них. Показано глибокий внутрiшнiй зв’язок редукованих симплектич-
них структур iз канонiчними зв’язностями на асоцiйованих головних розшаруваннях.

1. Вступ. При дослiдженнi багатьох динамiчних систем на канонiчно-симплектичних мно-
говидах, iнварiантних вiдносно дiї деякої групи симетрiї, часто виникають додатковi струк-
тури, якi виявляються важливими при їх глибшому аналiзi. Зокрема, такою структурою є
зв’язнiсть на асоцiйованому головному розшаруваннi, яка дає можливiсть бiльш детально
вивчити властивостi дослiджуваної динамiчної системи при її редукцiї на вiдповiднi iнва-
рiантнi пiдмноговиди та асоцiйованi з ними фактор-простори.

Питання, пов’язанi з вивченням властивостей редукованих динамiчних систем на симп-
лектичних многовидах, були, зокрема, предметом дослiджень у роботах [1, 2], в яких зв’я-
зок симплектичної структури на редукованому просторi з наявною зв’язнiстю на голов-
ному розшаруваннi був сформульований в явному виглядi. Iншi аспекти динамiчних си-
стем, пов’язанi з властивостями редукованих симплектичних структур, були предметом
дослiджень в [3, 4], де, зокрема, була описана в явному виглядi редукована симплекти-
чна структура в рамках класичної схеми Дiрака та наведено ряд застосувань в нелiнiйнiй
динамiцi, в тому числi небеснiй.

У даному дослiдженнi редукованих симплектичних структур основним аспектом є ана-
лiз зв’язку асоцiйованих структур зв’язностi на головному розшаруваннi та вiдповiдних
їм редукцiй, а також їх застосування для дослiдження тополого-геометричних власти-
востей динамiчних систем iз симетрiями. Зокрема, ми конструюємо асоцiйовану форму
зв’язностi на головному розшаруваннi i даємо її опис у термiнах iнтегральних многовидiв
гамiльтонових динамiчних систем на вiдповiдних канонiчних симплектичних многовидах,
якi мають застосування в рiзних задачах динамiки.

2. Метод канонiчної редукцiї на кодотичних розшаруваннях iз симетрiєю. Розгляне-
мо деякий n-вимiрний гладкий многовид M i кодотичне до нього розшарування T ∗(M).
Оснастимо кодотичний простiр T ∗(M) канонiчною 1-формою Лiувiлля pr∗Mα(1) ∈
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∈ Λ1(T ∗(M)), де

prM : T ∗(M) → M

— канонiчна проекцiя i, за визначенням,

α(1)(u) :=
n∑

j=1

vj duj , (2.1)

де (u, v) ∈ T ∗(M) — вiдповiднi канонiчнi локальнi координати на T ∗(M). Отже, будь-яка
група дифеоморфiзмiв многовиду M, пiднята природним чином до розшарування T ∗(M),
залишає канонiчну 1-форму pr∗Mα(1) ∈ Λ1(T ∗(M)) iнварiантною. Зокрема, якщо на мно-
говидi M задано гладку дiю групи Лi G, то, очевидно, кожен елемент a ∈ G, де G — ал-
гебра Лi групи Лi G, генерує природним чином векторне поле ka ∈ T (M). Окрiм цього,
оскiльки групова дiя на M

ϕ : G×M → M (2.2)

породжує для кожного елемента g ∈ G дифеоморфiзм ϕg ∈ Diff M, то цей дифеоморфiзм
природним чином пiднiмається до вiдповiдного дифеоморфiзму ϕ∗g ∈ Diff T ∗(M) кодотич-
ного розшарування T ∗(M), який теж, очевидно, залишає канонiчну 1-форму pr∗Mα(1) ∈
∈ Λ1(T ∗(M)) iнварiантною. А саме, справджується рiвнiсть

ϕ∗g · pr∗Mα(1) = pr∗Mα(1) (2.3)

для кожної 1-форми α(1) ∈ Λ1(M). Як результат можна визначити на T ∗(M) вiдповiдне
векторне поле Ka ∈ T (T ∗(M)) для кожного елемента a ∈ G. Тодi умову (2.3) можна
записати як

LKapr∗Mα(1) = pr∗MLkaα
(1) = 0

для всiх a ∈ G, де LKa i Lka позначають звичайнi похiднi Лi вiдповiдно на Λ1(T ∗(M)) i
Λ1(M).

Канонiчна симплектична структура на T ∗(M) визначається як

ω(2) := d pr∗Mα(1) (2.4)

i є, очевидно, iнварiантною, тобто

LKaω
(2) = 0

для всiх a ∈ G.
Для будь-якої гладкої функцiї H ∈ D(T ∗(M)) визначено гамiльтонове векторне поле

KH ∈ T таке, що

iKH
ω(2) = −dH, (2.5)
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i, навпаки, оскiльки симплектична 2-форма (2.4) є, очевидно, невиродженою. Як резуль-
тат визначення (2.5) та виразу (2.4) легко знаходимо, що функцiя Гамiльтона H := HK ∈
∈ D(T ∗(M)) задається виразом

HK = pr∗Mα(1)(KH) = α(1) (pr∗MKH) = α(1)(kH),

де kH ∈ T (M) — вiдповiдне векторне поле на многовидi M, пiдняття якого на роз-
шарування T ∗(M) збiгається з векторним полем KH ∈ T (T ∗(M)). Якщо взяти Ka ∈
∈ T (T ∗(M)) для a ∈ G, то легко встановити, що вiдповiдна функцiя Гамiльтона

Ha = α(1)(ka) = pr∗Mα(1)(Ka)

для a ∈ G задає [1, 3] лiнiйне вiдображення моменту l : T ∗(M) → G∗ за правилом

Ha := < l, a >, (2.6)

де < ·, · > — вiдповiдна згортка на G∗ ×G. З визначення (2.6) випливає, що вiдображення
моменту l : T ∗(M) → G∗ є iнварiантним вiдносно будь-якого iнварiантного гамiльтоно-
вого векторного поля K ∈ T (T ∗(M)). Справдi,

LK < l, a > = LKHa = −LKaH = 0,

оскiльки функцiя Гамiльтона H ∈ D(T ∗(M)) є, за визначенням, iнварiантною вiдносно дiї
будь-якого векторного поля Ka ∈ T (T ∗(M)), a ∈ G.

Зафiксуємо тепер регулярне значення вiдображення моменту l(u, v) = ξ ∈ G∗ i роз-
глянемо вiдповiдний пiдмноговид

Mξ := {(u, v) ∈ T ∗(M) : l(u, v) = ξ ∈ G∗} .

Базуючись на визначеннi (2.1) та iнварiантностi 1-форми pr∗Mα(1) ∈ Λ1(T ∗(M)) вiдносно
дiї групи Лi G на T ∗(M), можна записати такi рiвностi:

< l(g ◦ (u, v)), a > = pr∗Mα(1)(Ka)(g ◦ (u, v)) =

= pr∗Mα(1)(KAdg−1a)(u, v) := < l(u, v), Adg−1a > =

= < Ad∗g−1 l(u, v), a > (2.7)

для будь-якого g ∈ G та всiх a ∈ G i (u, v) ∈ T ∗(M). Iз (2.7) знаходимо, що для кожного
g ∈ G та всiх (u, v) ∈ T ∗(M)

l(g ◦ (u, v)) = Ad∗g−1 l(u, v).

Це означає, що дiаграма

T ∗(M) l−→ G∗

g ↓ ↓ Ad∗g−1

T ∗(M) l−→ G∗
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є комутативною для всiх елементiв g ∈ G, а вiдповiдна дiя g : T ∗(M) → T ∗(M) назива-
ється еквiварiантною [1].

Позначимо через Gξ ⊂ G стабiлiзатор регулярного елемента ξ ∈ G∗. Тодi, очевидно,
природним чином визначено дiю пiдгрупи Лi Gξ на пiдмноговидMξ ⊂ T ∗(M), яку вважа-
тимемо вiльною i власною. У вiдповiдностi з цiєю дiєю наMξ можна визначити [1, 3, 5 – 7]
так званий редукований простiр M̄ξ взяттям фактора по дiї пiдгрупи Gξ наMξ, тобто

M̄ξ := Mξ/Gξ. (2.8)

Фактор-простiр (2.8) iндукує на собi симплектичну структуру ω̄
(2)
ξ ∈ Λ2(M̄ξ), яка визна-

чається таким чином:

ω̄
(2)
ξ (η̄1, η̄2) = ω

(2)
ξ (η1, η2), (2.9)

де η̄1, η̄2 ∈ T (M̄ξ) — довiльнi вектори, в якi проектуються вектори η1, η2 ∈ T (Mξ), заданi
в будь-якiй точцi (uξ, vξ) ∈ Mξ, що проектується однозначно в точку µ̄ξ ∈ M̄ξ згiдно
з (2.8).

Позначимо через πξ : Mξ → T ∗(M) вiдповiдне вiдображення вкладення в T ∗(M), а
через rξ : Mξ → M̄ξ вiдповiдну редукцiю на простiр M̄ξ. Тодi вираз (2.9) можна записати
як рiвнiсть

r∗ξ ω̄
(2)
ξ = π∗ξω

(2), (2.10)

визначену вже на векторах iз дотичного простору T ∗(Mξ). Щоб встановити симплектич-

нiсть 2-форми ω̄
(2)
ξ ∈ Λ2(M̄ξ), скористаємося вiдповiдною невиродженiстю дужки Пуас-

сона {·, ·}rξ на M̄ξ. Для її обчислення використаємо конструкцiю типу Дiрака, задаючи
функцiї на M̄ξ як деякi Gξ-iнварiантнi функцiї на пiдмноговидi Mξ. Тодi дужку Пуассо-
на {·, ·}ξ таких функцiй, що вiдповiдає симплектичнiй структурi (2.4), можна обчислити
як звичайну дужку Пуассона на T ∗(M), якщо довiльним чином продовжити цi функцiї з
пiдмноговидуMξ ⊂ T ∗(M) на деякий окiл U(Mξ) ⊂ T ∗(M). Очевидно, що два такi роз-
ширення заданої функцiї на окiл U(Mξ) вiдрiзняються функцiєю, що анулюється на пiд-
многовидiMξ ⊂ T ∗(M). Вiдмiннiсть вiдповiдних гамiльтонових полiв таких двох рiзних
розширень на U(Mξ) повнiстю контролюється виконанням умов наступної леми (див. [1,
3, 6]).

Лема 2.1. Нехай функцiя f : U(Mξ) → R є гладкою й анулюється наMξ ⊂ T ∗(M),
тобто f |Mξ

= 0. Тодi вiдповiдне гамiльтонове векторне поле Kf ∈ T (U(Mξ)) у кожнiй
точцi (uξ, vξ) ∈ Mξ є дотичним до орбiти Or(G; (uξ, vξ)).

Доведення. ПiдмноговидMξ ⊂ T ∗(M) визначається, очевидно, певним набором спiв-
вiдношень типу

Hai = ξ̄i, ξ̄i := < ξ, ai >, (2.11)

де ai ∈ G, i = 1,dimG, — деякий базис алгебри Лi G, що випливає з означення (2.6).
Оскiльки функцiя f : U(Mξ) → R анулюється наMξ, то можна записати таку рiвнiсть:

f =
dimG∑
i=1

(Hai − ξ̄i)fi,
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де fi : U(Mξ) → R, i = 1,dimG, — деякий набiр функцiй в околi U(Mξ). Вiзьмемо
довiльний дотичний вектор η ∈ T (Mξ) у точцi (uξ, vξ) ∈ Mξ i обчислимо вираз

< df(uξ, vξ), η(uξ, vξ) > =
dimG∑
i=1

< dHai(uξ, vξ), η(uξ, vξ) > fi(uξ, vξ) =

= −
dimG∑
i=1

ω(2)(Kai(uξ, vξ), η(uξ, vξ)) =

= −ω(2)

(
dimG∑
i=1

fi(uξ, vξ)Kai(uξ, vξ), η(uξ, vξ)

)
=

= − < i dimGP
s=1

fs(uξ,vξ)Kas (uξ,vξ)

!ω(2), η(uξ, vξ) > . (2.12)

З довiльностi вектора η ∈ T (Mξ) у точцi (uξ, vξ) ∈ Mξ з (2.12) випливає, що векторне
поле

Kf =
dimG∑
i=1

fi Kai ,

тобто Kf ∈ T (Or(G)), що й потрiбно було встановити.
Як наслiдок з леми 2.1 отримуємо алгоритм обчислення редукованої дужки Пуассо-

на {·, ·}rξ на просторi M̄ξ згiдно з означенням (2.10). А саме, вибираємо двi функцiї, що
визначенi наMξ та iнварiантнi вiдносно дiї пiдгрупи Gξ, i розширяємо їх довiльним глад-
ким чином на деяку вiдкриту область U(Mξ) ⊂ T ∗(M). Далi ми обчислюємо вiдповiднi
гамiльтоновi векторнi поля на T ∗(M) та проектуємо їх на дотичний простiр до Mξ, до-
даючи при потребi вiдповiднi вектори, дотичнi до орбiти Or(G). Отриманi проекцiї не
будуть, очевидно, залежати вiд вибраних розширень на область U(Mξ) ⊂ T ∗(M). Як
результат отримуємо, що редукована дужка Пуассона {·, ·}rξ визначена однозначно через
звуження початкової дужки Пуассона на T ∗(M). Iз невиродженостi останньої та функцiо-
нальної незалежностi базисних функцiй (2.11) на пiдмноговидi Mξ ⊂ T ∗(M) випливає
[7] невиродженiсть редукованої дужки Пуассона {·, ·}rξ на M̄ξ. Як наслiдок невироджено-
стi знаходимо також, що розмiрнiсть редукованого простору M̄ξ є парною. Враховуючи,
зокрема, умову, що елемент ξ ∈ G∗ є регулярним i розмiрнiсть алгебри Лi стабiлiзато-
ра Gξ є dim Gξ, легко встановлюємо, що dimM̄ξ = dim T ∗(M) − 2dim Gξ. Оскiльки, за
побудовою, dim T ∗(M) = 2n, встановлюємо парнiсть редукованого простору M̄ξ.

Для коректностi алгоритму необхiдно встановити iснування вiдповiдних проекцiй га-
мiльтонових векторних полiв на дотичний простiр T (Mξ). Справедливою є наступна тео-
рема.

Теорема 2.1. У кожнiй точцi (uξ, vξ) ∈ Mξ можна вибрати вектор Vf ∈ Or(G) та-
кий, що Kf (uξ, vξ) + Vf (uξ, vξ) ∈ T(uξ,vξ)(Mξ), причому вектор Vf ∈ Or(G) визначається
однозначно з точнiстю до вектора з орбiти Or(Gξ).

Доведення. Зазначимо, що орбiта Or(G; (uξ, vξ)) через точку (uξ, vξ) ∈ Mξ є завжди
симплектично ортогональною до дотичного простору T(uξ,vξ)(Mξ). Справдi, для будь-
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якого вектора η ∈ T (Mξ) та a ∈ G

ω(2)(η, Ka) = −iKaω
(2)(η) = dHa(η) = 0,

оскiльки пiдмноговидMξ ⊂ T ∗(M) визначається рiвнiстю < ξ, a > = Ha для всiх a ∈ G,
тобто dHa = 0 наMξ. Отже, простiр T (Mξ) ∩Or(G) = Or(G), оскiльки Ha ◦ gξ = Ha для
всiх gξ ∈ Gξ, що випливає з iнварiантностi елемента ξ ∈ G∗ вiдносно дiї групи Лi Gξ.

Нашим завданням тепер є розв’язання умови вкладення Kf +Vf ∈ T (Mξ), або рiвнян-
ня

ω(2)(Kf + Vf ,Ka) = 0 (2.13)

на многовидiMξ ⊂ T ∗(M) для всiх a ∈ G. Рiвнiсть (2.13) переписуємо у виглядi

Kaf = ω(2)(Vf ,Ka) (2.14)

наMξ для всiх a ∈ G, причому 2-форма в правiй частинi (2.14), очевидно, залежить лише
вiд елемента ξ ∈ G∗. Враховуючи еквiварiантнiсть групової дiї на T ∗(M) та очевидну
рiвнiсть

ω(2)(Ka,Kb) = pr∗Mα(1)([Ka,Kb]) = −pr∗Mα(1)(K[a,b])

для всiх a, b ∈ G, встановлюємо, що iснує такий елемент af ∈ G, що Vf = Kaf
∈ Or(G) i

ω(2)(Vf ,Ka) = ω(2)(Kaf
,Ka) = pr∗Mα(1)([Ka,Kaf

]) =

= pr∗Mα(1)(K[af ,a]) = H[af ,a] = < l, [af , a] > =

= < ξ, [af , a] > = < ad∗af
ξ, a > (2.15)

наMξ для всiх a ∈ G. Оскiльки ad∗af
ξ = 0 для будь-якого af ∈ Gξ, то права частина (2.15)

визначає на фактор-просторi G/Gξ невироджену кососиметричну форму, якiй вiдповiдає
канонiчний iзоморфiзм ξ̂ : G/Gξ → (G/Gξ)∗, де, за визначенням,

< ξ̂(ã), b̃ > := < ξ, [a, b] > (2.16)

для будь-яких ã i b̃ ∈ G/Gξ iз вiдповiдними представниками a i b ∈ G/Gξ. Далi, внаслiдок
того, що функцiя f : Mξ → R є Gξ-iнварiантною наMξ ⊂ T ∗(M), права частина (2.14)
визначає елемент λf ∈ (G/Gξ)∗ за допомогою рiвностi

λf : ã = −Kaf

для всiх a ∈ G. Враховуючи тепер вирази (2.15) i (2.16), знаходимо, що iснує елемент

ãf = ξ̃−1 ◦ λf ∈ G/Gξ.

Оскiльки елементу ãf ∈ G/Gξ вiдповiдає елемент af (mod Gξ) ∈ G, який однозначно
генерує локально векторне поле Kaf

∈ Or(G), то з рiвностi Vf = Kaf
∈ Or(G) на Mξ

встановлюємо справедливiсть теореми.
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Нехай тепер двi функцiї f1, f2 ∈ D(Mξ) є Gξ-iнварiантними. Тодi їх редукована дужка
Пуассона {f1, f2}rξ на M̄ξ визначається за правилом

{f1, f2}rξ := −ω(2)(Kf1 + Vf1 ,Kf2 + Vf2) = {f1, f2}+ ω(2)(Vf1 , Vf2), (2.17)

де ми скористалися тотожностями наMξ ⊂ T ∗(M)

ω(2)(Kf1 + Vf1 , Vf2) = 0 = ω(2)(Kf2 + Vf2 , Vf1),

що є простими наслiдками з рiвностi (2.13) наMξ. З урахуванням, зокрема, виразу (2.15)
формула (2.17) набирає вигляду

{f1, f2}rξ = {f1, f2}+
1
2
(Vf1f2 − Vf2f1), (2.18)

де f1, f2 ∈ D(U(Mξ)) — будь-якi гладкi розширення на область U(Mξ) ранiше заданих
Gξ-iнварiантних функцiй. Отже, справедливою є наступна теорема.

Теорема 2.2. Редукована дужка Пуассона двох функцiй на фактор-просторi M̄ξ =
= Mξ/Gξ обчислюється за допомогою будь-яких їх гладких розширень до функцiй на
вiдкритому околi U(Mξ) згiдно з формулою типу Дiрака (2.18).

3. Метод канонiчної редукцiї на головних розшаруваннях iз структурною групою як
групою симетрiї. Нехай Gξ — пiдгрупа Лi деякої групи Лi G з одиничним елементом e ∈
∈ Gξ i вiдповiдною алгеброю Лi Gξ ' Te(Gξ). Розглянемо тепер [8] головний розшарова-
ний простiр p : M → N з базою N i структурною групою Gξ, яка дiє на M згiдно з (2.2),
тобто Gξ ×M → M. А саме, для кожного g ∈ Gξ iснує дифеоморфiзм ϕg : M → M, який
генерує для кожного фiксованого елемента U ∈ M вiдображення û : Gξ → M, де û(g) :=
:= ϕg(u) для всiх g ∈ Gξ. Окрiм цього, згiдно з властивостями головного розшарування
p : M → N, фактор-простiр M/Gξ ' N.

Однiєю з головних структур на головному розшаруваннi p : M → N є задання на мно-
говидi M зв’язностi Γ(A) за допомогою такого морфiзму A : (T (M), ϕg,∗) → (G, Adg−1),
що вiдповiдне вiдображення û∗(e) : Gξ → Tu(M) є лiвим оберненим до вiдображення
û∗(e) : Gξ → Tu(M), тобто

A(u)û∗(e) = 1, û∗(e)A∗(u) = 1 (3.1)

для всiх u ∈ M.

Як i ранiше, вiдображення ϕ∗g : T ∗(M) → T ∗(M) є вiдповiдним пiдняттям вiдображен-
ня ϕg : M → M для будь-якого елемента g ∈ G. Якщо α(1) ∈ Λ1(M) є стандартною
G-iнварiантною канонiчною 1-формою Лiувiлля на M, то вiдповiдне вiдображення мо-
менту l : T ∗(M) → G∗ можна задати у виглядi

l
(
α(1)(u)

)
= û∗(e)α(1)(u) (3.2)

для всiх u ∈ M.
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Зазначимо, що структура головного розшарування p : M → N має властивiсть точ-
ностi ланцюжка вiдображень

0 → G û∗(e)−→ Tu(M)
p∗(u)−→ Tp(u)(N) → 0,

тобто

p∗(u)û∗(e) = 0, û∗(e)p∗(u) = 0 (3.3)

для всiх u ∈ M. Справдi, оскiльки фактор-простiр M/Gξ ' N, то при дiї ϕg : M → M,
g ∈ Gξ, орбiта точки u ∈ M проектується в єдину точку p(u) ∈ N, яка є сталою, а це
означає, що p∗(u)û∗(e) = 0. Друга рiвнiсть в (3.3) є вiдповiдним спряженням до першої i
вiдповiдає точностi ланцюжка вiдображень

0 ← G û∗(e)←− T ∗u (M)
p∗(u)←− T ∗p(u)(N) ← 0 (3.4)

для всiх u ∈ M.
Поєднуючи умову (3.2) iз (3.4), легко встановлюємо, що вираз

[1−A∗(u)û∗(e)]α(1)(u) ∈ rank p∗(u), (3.5)

або, завдяки (3.4),
û∗(e) [1−A∗(u)û∗(e)]α(1)(u) = 0

для всiх u ∈ M. Вираз (3.5), зокрема, означає, згiдно з точнiстю вiдображень (3.3), що
iснує обернене вiдображення (p∗(u))−1 на образi p∗(u)T ∗p(u)(N) ⊂ T ∗u (M), оскiльки вiд-
ображення p∗(u) : T ∗p(u)(N) → T ∗u (M) є iн’єктивним для всiх u ∈ M. Таким чином, для
кожного u ∈ M i g ∈ Gξ можна визначити морфiзм pA : (T ∗(M), ϕ∗g) → (T ∗(N), id) за
допомогою виразу

pA(u) : α(1)(u) → (p∗(u))−1 [1−A∗(u)û∗(e)]α(1)(e). (3.6)

Ґрунтуючись на визначеннi (3.6), можна легко перевiрити, що дiаграма

T ∗(M)
pA−→ T ∗(N)

prM ↓ ↓ prN

M
p−→ N

(3.7)

є комутативною, тобто
p ◦ prM = prN ◦ pA.

Нехай тепер елемент ξ ∈ G∗ вибрано iнварiантним вiдносно дiї пiдгрупи Лi Gξ i регу-
лярним для вiдображення моменту (3.2), де

û∗(e)α(1)(u) = ξ
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для певних α(1) ∈ T ∗(M) та u ∈ M. Як i ранiше, побудуємо множину елементiв
{α(1) ∈ T ∗(M) : û∗(e)α(1)(u) = g ∈ G∗, u ∈ M} = Mξ i задамо на нiй iндуковане
вiдображення

pξ
A : Mξ → T ∗(N), (3.8)

де для всiх (u, α(1)(u)) ∈ Mξ ⊂ T ∗(M), за визначенням,

pξ
A(u)α(1)(u) = pA(u)α(1)(u).

Покладемо, що стабiлiзатор елемента ξ ∈ G∗, тобто пiдгрупа Лi Gξ, дiє на пiдмножинi
Mξ ∈ T ∗(M) вiльно та власно, так що редукований простiр M̄ξ := Mξ/Gξ є симплектич-
ним, як було встановлено в попередньому пунктi. При цьому, очевидно, симплектична
структура ω̄

(2)
ξ ∈ Λ2(M̄ξ) на M̄ξ задовольняє канонiчне спiввiдношення (2.10), тобто

r∗ξ ω̄
(2)
ξ = π∗ξd(pr∗Mα(1)). (3.9)

Оскiльки фактор-простори M/Gξ ' N i T ∗(M)/Gξ ' T ∗(N), то цiкаво розглянути
зв’язок симплектичних структур на редукованому просторi M̄ξ := Mξ/Gξ i на просторi
(p∗(u))−1Mξ ⊂ T ∗(N). З цiєю метою покажемо, що має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.1. Нехай задано головне розшарування p : M → N iз структурною пiд-
групою Лi Gξ групи Лi G, зв’язнiстю Γ(A) та Gξ-iнварiантним елементом ξ ∈ G∗. Тодi
кожна така зв’язнiсть Γ(A) породжує симплектоморфiзм νξ : M̄ξ → p∗(Mξ) мiж ре-
дукованим простором M̄ξ := Mξ/Gξ i пiдпростором (p∗(Mξ) ⊂ T ∗(N). Бiльш того,
справджується рiвнiсть

p∗A

(
d
(
pr∗Nβ(1)

)
+ pr∗NΩ(2)

ξ

)
= π∗ξd

(
pr∗Mα(1)

)
, (3.10)

де β(1) ∈ Λ1(N) i α(1) ∈ Λ1(M) — вiдповiднi канонiчнi 1-форми Лiувiлля i Ω(2)
ξ :=

:=< Ω(2), ξ > — ξ-компонента вiдповiдної 2-форми кривизни ω(2) ∈ Λ2(N)⊗ G зв’язнос-
тi Γ(A).

Доведення. Завдяки умовi (3.10) на пiдмноговидiMξ ⊂ T ∗(M) можна записати

p∗(u)pξ
A(α(1)(u)) := p∗(u)β(1)(p(u)) = α(1)(u)−A∗(u)û∗(e)α(1)(u), (3.11)

де α(1) ∈ Λ1(M) i β(1) ∈ Λ1(N) — вiдповiднi канонiчнi 1-форми Лiувiлля,
(
u, α(1)(u)

)
∈

∈ Mξ. Iз (3.11) знаходимо

α(1)(u) := (pξ
A)−1β(1)(p(u)) = p∗(u)β(1)(p(u)) +A∗(u)û∗(e)α(1)(u) =

= p∗(u)β(1)(p(u))+ < A(u), ξ > (3.12)

для всiх
(
u, α(1)(u)

)
∈ Mξ. Врахуємо тепер, що згiдно з комутативнiстю дiаграми (3.7) на

T ∗(N) має мiсце iндукована рiвнiсть

pr∗M · p∗ = p∗A · pr∗N . (3.13)
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Отже, iз (3.12) та (3.13) отримуємо, що на пiдмноговидiMξ ⊂ T ∗(M)

pr∗Mξ
α(1)(u) = pr∗Mξ

p∗(u)β(1)(p(u)) + pr∗Mξ
< A(u), ξ > =

=
(
pξ
A

)∗
· pr∗N + pr∗Mξ

< A(u), ξ >, (3.14)

де, за визначенням, u ∈ Mξ := prMMξ. Оскiльки симплектична структура π∗ξω
(2) =

= d pr∗mξ
α(1) ∈ Λ2(Mξ), з (3.14) при σ(2) := d pr∗Nβ(1) ∈ Λ2(T ∗(N)) отримуємо

π∗ξω
(2) = (pξ

A)∗d
(
pr∗Nβ(1)

)
+ pr∗Mξ

< dA, ξ > =

=
(
pξ
A

)∗
σ(2) + pr∗Mξ

< dA+A ∧A, ξ > −

− pr∗Mξ
< [A,A], ξ > =

(
pξ
A

)∗
σ(2) + pr∗Mξ

< p∗Ω(2), ξ > =

=
(
pξ
A

)∗ (
σ(2) + pr∗N · Ω

(2)
ξ

)
. (3.15)

При виведеннi (3.15) ми скористалися тим, що

< [A,A], ξ > (η1, η2) =< [A(η1),A(η2)], ξ > =< ξ, adA(η1),A(η2) > =< ad∗A(η1)ξ,A(η2) >

для всiх η1, η2 ∈ T (M), оскiльки ad∗aξ = 0 для всiх a ∈ Gξ i A(η1),A(η2) ∈ Gξ за умовою
iнварiантностi елемента ξ ∈ G∗, а також визначенням 2-форми кривизни Ω(2) := dA +
+A∧A. При цьому було враховано, що 2-форма Ω(2) ∈ Λ2(N), тобто ефективно залежить
лише вiд точок базового многовиду N.

Для вiдображення pξ
A : Mξ → p∗(Mξ) ⊂ T ∗(N) виконується умова (3.15), еквiвалент-

на умовi (3.10). З iншого боку, враховуючи рiвнiсть (3.9), знаходимо

r∗ξ ω̄
(2)
ξ =

(
pξ
A

)∗ (
σ(2) + pr∗NΩ(2)

ξ

)
для всiх (u, λ(1)(u)) ∈ Mξ ⊂ T ∗(M), причому, за побудовою вiдображення (3.8), проекцiя
prN : T ∗(N) → N повинна бути обмеженою на пiдмноговид Nξ := (p∗)−1(Mξ) ⊂ T ∗(N).
Це означає, що редукований простiр M̄ξ = Mξ/Gξ з симплектичною структурою ω̄

(2)
ξ ∈

∈ Λ2(M̄ξ) є симплектоморфним до пiдмноговиду Nξ = (p∗)−1(Mξ) ⊂ T ∗(N) iз симплек-

тичною структурою
(
σ(2) + pr∗Nξ

Ω(2)
ξ

)
∈ Λ2(Nξ), де, за визначенням, Nξ = pN ◦ Nξ ⊂ N.

Тим самим теорему доведено.
Щодо теореми 3.1 актуальним є питання, коли редукований простiр M̄ξ буде симплек-

томорфним дотичному многовиду T ∗(N), тобто в термiнах теореми 3.1 виконано умову

(p∗)−1Mξ = T ∗(N).

Якщо вибрати елемент ξ ∈ G∗ так, що виконується додаткова умова ξ ∈ G∗ξ , де Gξ — стабi-
лiзатор елемента ξ ∈ G∗, то завдяки умовi, що фактор-простiр M/Gξ ' N i образ орбiти
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Or(Gξ;u) при сюр’єктивному вiдображеннi p : M → N збiгається з точкою p(u) ∈ N для
будь-якої точки u ∈ M, встановлюємо, що пiдмноговидMξ ⊂ T ∗(M) є Gξ-iнварiантним.

Це означає, щоMξ = {(u, α
(1)
ξ (u)) ∈ T ∗(M) : u ∈ M} для деяких 1-форм α

(1)
ξ ∈ T ∗(M),

що задовольняють умову (3.2) у виглядi

û∗(e)α(1)
ξ (u) = ξ

для всiх u ∈ M. Оскiльки вiдображення p : M → N є сюр’єктивним, то встановлено

симплектоморфiзм простору
(
T ∗(N), σ(2) + pr∗NΩ(2)

ξ

)
на редукований простiр

(
M̄ξ, ω̄

(2)
ξ

)
.
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