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ЯКIСНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ ВИПАДКОВО ЗБУРЕНОГО
РIВНЯННЯ РЕАКЦIЇ-ДИФУЗIЇ

О. В. Капустян, О. В. Перегуда, В. Хосе

Київ. нац. ун-т iм. Т. Шевченка
Україна, 01033, Київ, вул. Володимирська, 64

On the basis of the developed abstract theory of random attractors of probability dissipative systems, we
study the qualitative behavior of solutions to the reaction-diffusion equation perturbed by a stochastic
"cadlag"process in the case where the equation does not have the solution uniqueness property.

На основi розробленої абстрактної теорiї випадкових атракторiв дисипативних за ймовiр-
нiстю систем дослiджено якiсну поведiнку розв’язкiв неоднозначно розв’язного рiвняння реакцiї-
дифузiї, збуреного випадковим "cadlag"процесом.

Вступ. Теорiя випадкових динамiчних систем [1] дає зручний апарат для вивчення бага-
тьох випадкових та стохастичних рiвнянь. Еволюцiйнi об’єкти, що породжують такi сис-
теми, здебiльшого мають необмеженi в прямому часi траєкторiї, тому для опису якiсної
поведiнки подiбних систем у роботах [2 – 4] розвинуто теорiю випадкових атракторiв —
вимiрних iнварiантних множин, що притягують траєкторiї в оберненому часi. Цю теорiю
застосовано до дослiдження однозначно розв’язних скiнченновимiрних випадкових збу-
рених систем диференцiальних рiвнянь.

У роботi [5] здiйснено узагальнення теорiї випадкових атракторiв на нескiнченнови-
мiрний неоднозначно розв’язний випадок, але в припущеннi, що вiдповiдна багатозначна
випадкова динамiчна система є динамiчною з iмовiрнiстю 1.

У данiй роботi теорiю випадкових атракторiв розвинуто для системи, що є дисипатив-
ною за ймовiрнiстю, i на основi цiєї теорiї дослiджено якiсну поведiнку розв’язкiв рiвнян-
ня реакцiї-дифузiї, збуреного стохастичним "cadlag"процесом.

Постановка задачi. Розглядається задача

∂u(t, x)
∂t

= a4u(t, x)− f(u(t, x)) + h(x) + g(u(t, x))ξ(t, w),
(1)

u|∂Q = 0, u|t=0 = u0(x),

де a > 0, Q ⊂ Rn — обмежена область iз гладкою межею, f, g ∈ C(R), h ∈ L2(Q),
uf(u) ≥ α|u|p − C, |f(u)| ≤ C(1 + |u|p−1), p ≥ 2, α > 0, |g(u)| ≤ C1|u| + C2, ξ(t, w) —
стохастичний "cadlag"процес, тобто процес iз траєкторiями без розривiв 2-го роду. Ско-
риставшись процедурою переходу до канонiчного зображення таких процесiв, що описа-
на в [1, 6], далi будемо вважати, що ξ(t, w) : R+ × Ω 7→ R, де

Ω = D(R) = {w(·) : R 7→ R | ∀ t ∈ R ∃ lim
s→t−

w(s) =: w(t−), lim
s→t+

w(s) = w(t)}

є метричним простором Скорохода [6] з борелевою σ-алгеброю Φ, зсувом θtw(·) = w(t+·)
i ймовiрнiсною θt-iнварiантною мiрою P. При цьому ξ(t, w) = w(t) = π(θtw), де π : Ω →
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→ R, π(w) = w(0). Метрика ρ визначається рiвнiстю

ρ(w1, w2) =
∞∑
i=1

1
2i

ρi(w1, w2)
1 + ρi(w1, w2)

,

де

ρi (w1, w2) = inf
λ∈Λ

(
sup

t∈[−i,i]
|w1 (t)− w2 (λ (t))|+ sup

t∈[−i,i]
|t− λ (t)|

)
,

Λ = {λ(·) : [−i, i] → [−i, i] , неперервна, монотонно зростаюча, λ (−i) = −i, λ (i) = i}.
Зауважимо, що довiльна функцiя w(·) ∈ Ω є вимiрною, обмеженою на обмежених iн-

тервалах i має не бiльш нiж злiченну кiлькiсть розривiв 1-го роду. Крiм того, якщо wn →
→ w0 в Ω, то для будь-яких [a, b]⊂R wn(t) → w0(t) майже скрiзь на [a, b], supt∈[a,b] |wn(t)| ≤
≤ A + B supt∈[a,b] |w0(t)|, де невiд’ємнi константи A,B не залежать вiд n. Звiдси за теоре-
мою Лебега wn → w0 в Lq (a, b) для всiх 1 ≤ q < ∞.

З [1] маємо, що {θt : Ω 7→ Ω}t∈R є метричною динамiчною системою (ДС), тобто
вiдображення (w, t) 7→ θtw є вимiрним, θ0w = w, θt+sw = θtθsw, θtP = P.

Наша основна задача полягає в доведеннi того, що розв’язки задачi (1) утворюють
(взагалi кажучи, багатозначну) випадкову динамiчну систему, для якої в фазовому про-
сторi iснує мiнiмальна вимiрна притягуюча множина — випадковий атрактор.

Iснування розв’язкiв (1) i апрiорнi оцiнки. Нехай H = L2(Q) з нормою ‖·‖ i скалярним
добутком (·, ·). Використовуючи метод гальоркiнських апроксимацiй, стандартним чином
[7, 8] отримуємо, що для будь-якого w ∈ Ω iснує принаймнi один розв’язок u = u(t, w)u0

задачi (1) у класi W = Lloc
p (0,+∞;Lp(Q)) ∩ Lloc

2 (0,+∞;H1
0 (Q)) ∩ C([0,+∞);H) i для до-

вiльного розв’язку u ∈ W задачi (1) маємо для майже всiх t > 0

d

dt
‖u(t)‖2 + 2a‖u(t)‖2

H1
0 (Q) + 2α‖u(t)‖p

Lp(Q) ≤

≤ 2C + 2(h, u(t)) + Cγ |w(t)|+ (2C1 + γ)|w(t)|‖u(t)‖2, (2)

де γ > 0 — довiльне, Cγ =
C2

2 |Q|
γ

. З (2) для всiх t ≥ s ≥ 0

‖u(t)‖2 ≤ ‖u(s)‖2 +
(

2C +
1

aλ1
‖h‖2

)
(t− s)+

+ Cγ

t∫
s

|w(p)|dp +

t∫
s

((2C1 + γ)|w(p)| − λ1a)‖u(p)‖2dp, (3)

де λ1 > 0 — перше власне значення −4 в H1
0 (Q). Використовуючи лему Гронуолла, для
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всiх t ≥ 0 отримуємо

‖u(t)‖2 ≤ ‖u0‖2exp

 t∫
0

((2C1 + γ)|w(p)| − λ1a)dp

+

+

t∫
0

exp

 t∫
s

(2C1 + γ)|w(p)| − aλ1)dp

(2C +
1

aλ1
‖h‖2 + Cγ |w(s)|

)
ds. (4)

Для подальшого нам потрiбна наступна лема.

Лема 1. Нехай {un = un(t, wn)u0
n} ⊂ W — довiльна послiдовнiсть розв’язкiв задачi

(1), де wn → w0 в Ω, u0
n → u0 слабко в H i tn → t0 > 0.

Тодi принаймнi по пiдпослiдовностi un(tn, wn)u0
n → u(t0, w0)u0 в H, де u = u(t, w0)u0 ∈

∈ W є розв’язком задачi (1).

Доведення. Нехай T > 0. З оцiнок (2), (4) маємо, що послiдовнiсть {un} є обмеженою

в Lp(0, T ;Lp(Q)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Q)) ∩ L∞(0, T ;H). Оскiльки для s ≥ max

{
1;
(

1
2
− 1

p

)
n

}
Hs

0(Q) ⊂ Lp(Q) ∩ H1
0 (Q), то (H1

0 (Q))∗ ⊂ (Hs
0(Q))∗ i Lq(Q) ⊂ (Hs

0(Q))∗, де q =
p

p− 1
.

На пiдставi умов на функцiю f є справедливим включення unt ∈ L2(0, T ; (H1
0 (Q))∗) +

+Lq(0, T ;Lq(Q)). Отже, послiдовнiсть {unt} є обмеженою в Lq(0, T ; (Hs
0(Q))∗). Тодi з ле-

ми про компактнiсть [7] маємо, що принаймнi по пiдпослiдовностi un(·, wn)u0
n → u(·) в

L2(0, T ;H) un(t, wn)u0
n → u(t) сильно в H для майже всiх t ∈ (0, T ) i слабко в H рiвно-

мiрно по t ∈ [0, T ]. Переходячи до границi в (1), переконуємося, що u = u(t, w0)u0 ∈ W

є розв’язком задачi (1). Позначимо K := 2C +
1

aλ1
‖h‖2, Ln(p) := (2C1 + γ) |wn(p)| − λ1a,

L0(p) := (2C1 + γ) |w0(p)| − λ1a. Тодi для функцiй

Jn(t, wn) := ‖un(t)‖2 −Kt− Cγ

t∫
0

|wn (p)| dp−
t∫

0

Ln(p)‖un(p)‖2dp,

J(t, w0) := ‖u(t)‖2 −Kt− Cγ

t∫
0

|w0 (p)| dp−
t∫

0

L0(p)‖u(p)‖2dp,

що належать C([0, T ]), з оцiнки (3) маємо, що для всiх t ≥ s, t, s ∈ [0, T ] J(t, w0) ≤
≤ J(s, w0), Jn(t, wn) ≤ Jn(s, wn) i Jn(t, wn) → J(t, w0) для майже всiх t ∈ (0, T ). Тодi легко
показати, що Jn(t, wn) → J(t, w0) рiвномiрно на довiльному [a, b] ⊂ (0, T ).

Також зi збiжностi wn → w0 отримуємо, що Ln(·) → L0(·) в L1 (0, t) i Ln(·) обмеженi

в L∞ (0, t) . Тодi
t∫
0

Ln(p)‖un(p)‖2dp →
t∫
0

L0(p)‖u(p)‖2dp. Отже, для довiльних tn → t0 > 0

lim inf
n→∞

Jn(tn, wn) = J(t0, w0) ≥ lim inf
n→∞

‖un(tn)‖2−Kt0−Cγ

t0∫
0

|w0 (p)| dp−
t0∫
0

L0(p)‖u(p)‖2dp.
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Звiдси ‖u(t0)‖ ≥ lim inf
n→∞

‖un(tn)‖, а оскiльки un(tn) → u(t0) слабко в H , то виконується

обернена нерiвнiсть, отже,

lim inf
n→∞

‖un(tn)‖ ≤ ‖u(t0)‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un(tn)‖,

i принаймнi по пiдпослiдовностi un(tn) збiгається сильно в H до u (t0) .

Лему доведено.

Означимо вiдображення G : R+ × Ω×H 7→ 2H :

G(t, w)u0 := {u(t, w)u0 | u(t, w)u0 ∈ W є розв’язком (1), u(0, w)u0 = u0}. (5)

Вiдображення (5) описує динамiку розв’язкiв задачi (1), i наша задача полягає у вивченнi
поведiнки (5) при t → +∞. Будемо робити це методами теорiї випадкових атракторiв
динамiчних систем.

Абстрактна теорiя багатозначних випадкових динамiчних систем (БВДС). Нехай (X,
‖ · ‖) — сепарабельний банахiв простiр з борелевою σ-алгеброю σ(X), C(X) (β(X)) — су-
купнiсть усiх непорожнiх замкнених (непорожнiх обмежених) пiдмножин X . Для A,B ⊂
⊂ X означимо ‖A‖ := sup

a∈A
‖a‖, dist (A,B) = sup

a∈A
inf
b∈B

‖a− b‖, Bδ(A) = {x ∈ X | dist (x,A) <

< δ}, Br = {x ∈ X | ‖x‖ ≤ r}, A є замиканням A в X . Нехай (Ω,Φ, P) — ймовiрнiсний
простiр, {θt : Ω 7→ Ω}t∈R — метрична ДС i Φ — лебегове поповнення Φ за мiрою P.
Наступнi означення i властивостi багатозначних вiдображень взято з [9]. F : Ω 7→ C(X)
називається вимiрним, якщо для довiльної вiдкритої множини O ⊂ X {w ∈ Ω | F (w)∩O 6=
6= ∅} ∈ Φ. Наступнi означення є еквiвалентними:

1) F є вимiрним;
2) w 7→ dist (x, F (w)) є вимiрним для довiльного x ∈ X ;

3) iснують вимiрнi функцiї {fn(w)}∞n=1 такi, що F (w) =
∞⋃

n=1
fn(w).

Крiм цього, вiдомо, що якщо F є вимiрним, то w 7→ ‖F (w)‖ є Φ-вимiрним, i якщо
G ∈ Φ× σ(X), то πΩG := {w ∈ Ω | ∃ x ∈ X, (w, x) ∈ G} ∈ Φ.

Означення 1. Багатозначне вiдображення G : R+ × Ω × X 7→ C(X) називається
БВДС, якщо:

1) для довiльних x ∈ X вiдображення (t, w) 7→ G(t, w)x є вимiрним;
2) G(0, w)x = x, G(t + s, w)x ⊂ G(t, θsw)G(s, w)x ∀ t, s ∈ R+, x ∈ X, w ∈ Ω.

Слiд зауважити, що з огляду на застосування множину Ω можна замiнити вимiрною,
{θt}t∈R-iнварiантною множиною повної мiри.

Вимiрне вiдображення F : Ω 7→ C(X) будемо називати вимiрною множиною F (w).

Означення 2. Вимiрна множина A(w) називається випадковим атрактором для БВДС
G, якщо для P-м. в. w ∈ Ω маємо:

1) A(θtw) ⊂ G(t, w)A(w) ∀ t ∈ R+ (напiвiнварiантнiсть);
2) ∀ B ∈ β(X) dist (G(t, θ−tw)B,A(w)) → 0, t → +∞ (притягання);
3) A(w) є компактом в X .

Проаналiзуємо деякi обмеження на БВДС G:
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G1) для будь-якого B ∈ β(X) вiдображення (t, w) 7→ G(t, w)B є вимiрним;
G2) для будь-якого ε > 0 iснує R = R(ε) таке, що для будь-якого B ∈ β(X) iснує

T = T (B,R, ε), для якого

P{sup
t≥T

‖G(t, θ−tw)B‖ > R} < ε.

З умови G1) маємо вимiрнiсть вiдображення (t, w) 7→ G(t, θ−tw)B. Дiйсно, для будь-якого
a ∈ R множина K1 = {(t, ξ) | dist (x,G(t, ξ)B) < a} є вимiрною. Оскiльки вiдображення
v : (t, w) 7→ (t, θ−tw) є вимiрним, то множина K2 = v−1(K1) = {(t, w) | ξ = θ−tw, (t, ξ) ∈
∈ K1} є вимiрною. Але K2 = {(t, w) |dist (x,G(t, θ−tw)B) < a} i шукане доведено.

З iншого боку, оскiльки

dist

x,
⋃
t≥T

G(t, θ−tw)B

 = inf
t≥T

dist (x,G(t, θ−tw)B)

i

{w | inf
t≥T

dist (x,G(t, θ−tw)B) < a} = πΩ{(t, w) | dist (x, G(t, θ−tw)B) < a, t ≥ T},

то вiдображення w 7→ dist

(
x,
⋃

t≥T

G(t, θ−tw)B

)
є Φ-вимiрним. Звiдси i вiдображення

w 7→ sup
t≥T

‖G(t, θ−tw)B‖ є Φ-вимiрним. Тому при виконаннi умови G1) умова G2) є ко-

ректно означеною.
Деякi класи систем, для яких виконується умова G2), можна визначити з наступної

леми.

Лема 2. Якщо для БВДС G виконується умова G1) i iснує обмежена вимiрна множина
B(w) така, що для P-м.в. w ∈ Ω, для будь-якого B ∈ β(X) iснує T = T (B,w) таке, що
G(t, θ−tw)B ⊂ B(w) ∀ t ≥ T , то виконується умова G2).

Доведення. Нехай умова G2) не має мiсця, тобто iснує ε∗ > 0 таке, що

∀ R ∃ B ∈ β(X) ∀ T P{sup
t≥T

‖G(t, θ−tw)B‖ ≥ R} ≥ ε∗.

Оскiльки вiдображення w 7→ ‖B(w)‖ є Φ-вимiрним i P-м. с. обмеженим, то P{‖B(w)‖ >

> R} → 0, R → ∞. Тодi iснує R таке, що P{‖B(w)‖ > R} <
ε∗

2
. Оскiльки KN := {w |

sup
t≥N

‖G(t, θ−tw)B‖ > R}, P{KN} ≥ ε∗, KN+1 ⊂ KN ∀ N ≥ 1, то K =
∞⋂

N=1

KN , P{K} =

= lim
N→∞

P{KN} ≥ ε∗ i K ⊂ {w | ‖B(w)‖ > R}. Звiдси P{K} <
ε∗

2
, що приводить до

суперечностi.
Лему доведено.
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Для довiльних B ∈ β(X) розглянемо наступнi множини:

ΛB(w) :=
⋂
T>0

⋃
t≥T

G(t, θ−tw)B, A(w) :=
⋃

B∈β(X)

ΛB(w) =
∞⋃

M=1

ΛBM
(w).

З результатiв роботи [5] маємо, що ΛB(w) складається з границь усiх збiжних послiдовнос-
тей {ξn}, де ξn ∈ G(tn, θ−tnw)B, tn ↗ ∞.

Лема 3. Нехай для довiльних t ∈ R+, w ∈ Ω вiдображення x 7→ G(t, w)x є напiвнепе-
рервним зверху i компактнозначним, БВДС G задовольняє умови G1), G2) i для будь-
якого w ∈ Ω, t > 0, R > 0 G(t, w)BR є передкомпактом в X . Тодi iснує множина Ω (B) ,
P (Ω (B)) = 1, така, що для всiх w ∈ Ω (B) ΛB(w) 6= ∅, притягує B i є компактною
напiвiнварiантною множиною, тобто ΛB(θtw) ⊂ G(t, w)ΛB(w) ∀ t ∈ R+.

Зауваження 1. Якщо dim X < ∞, то передкомпактнiсть множини G(t, w)BR випливає
з iнших умов леми 3.

Доведення. Для довiльних w ∈ Ω маємо G(t, θ−tw)B ⊂ G(1, θ−1w) G(t−1, θ−(t−1)θ−1w)B.
Позначимо Ω(N,R, B) := {w | sup

t≥N
‖G(t − 1, θ−(t−1)θ−1w)B‖ ≤ R}. Тодi для довiльного

ε > 0 iснують R = R(ε), N = N(B,R, ε) такi, що P{Ω(N,R, B)} ≥ 1 − ε, Ω(N,R, B) ⊂
⊂ Ω(N + 1, R, B). Звiдси G(t, θ−tw)B ⊂ G(1, θ−1w)BR ∀ w ∈ Ω(N,R, B) ∀ t ≥ N. Тодi
ΛB(w) є непорожньою компактною множиною. Отже, для будь-якого w ∈ Ω(R, B) :=

:=
∞⋃

N≥N(B,R,ε)

Ω(N,R, B) маємо, що ΛB(w) є непорожньою компактною i P{Ω(R,B)} ≥

≥ 1− ε. Оскiльки Ω(R,B) ⊂ Ω(R + 1, B), можемо вибрати εi → 0 i Ri = R(εi) ↗ ∞ так,

що для будь-якого w ∈ Ω(B) :=
∞⋃
i=1

Ω(Ri, B) множина ΛB(w) є непорожнiм компактом i

P{Ω(B)} = 1.
Доведемо для w ∈ Ω(B) властивостi напiвiнварiантностi i притягання. Оскiльки для

всiх w ∈ Ω(B) iснують R, N такi, що w ∈ Ω(N,R, B), то для будь-якої {tn}, tn ↗ ∞,
t ∈ R+, маємо G(tn+t, θ−(tn+t)θtw)B ⊂G(t, w)G(tn, θ−tnw)B ⊂⊂ G(t, w)G(1, θ−1w)BR по-
чинаючи з деякого n. Остання множина є компактною, оскiльки G (t, w) є напiвнеперерв-
ним зверху i компактнозначним. Звiдси ΛB(θtw) 6= ∅. Далi, для будь-якого y ∈ Λ(θtw)
iснує {tn} така, що y = lim yn, yn ∈ G(tn + t, θ−(tn+t)θtw)B. Тодi iснує ηn ∈ G(tn, θ−tnw)B
таке, що yn ∈ G(t, w)ηn. Оскiльки x 7→ G(t, w)x є напiвнеперервним зверху i компактно-
значним, то графiк вiдображення x 7→ G(t, w)x є замкненим [9]. Тодi з компактностi
множини G(1, θ−1w)BR маємо iснування границi η = lim ηn ∈ ΛB(w) i y ∈ G(t, w)η ⊂
⊂ G(t, w)ΛB(w). Таким чином, напiвiнварiантнiсть доведено.

Нехай для деякого w ∈ Ω(B) множина ΛB(w) не притягує B. Тодi iснують δ > 0, {tn},
tn ↗ ∞, такi, що dist (G(tn, θ−tnw)B,ΛB(w)) ≥ δ > 0. Отже, iснує ξn ∈ G(tn, θ−tnw)B
таке, що dist (ξn,ΛB(w)) ≥ δ. З попереднiх мiркувань маємо, що {ξn} є передкомпактною,
отже, iснує ξ = lim ξn ∈ ΛB(w), що приводить до суперечностi.

Лему доведено.

Теорема 1. Нехай для всiх t ∈ R+, w ∈ Ω вiдображення x 7→ G(t, w)x є напiвнеперерв-
ним зверху i компактнозначним, БВДС G задовольняє умови G1), G2) i для будь-якого
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w ∈ Ω, t > 0, R > 0 G(t, w)BR є передкомпактом в X. Тодi множина

A(w) =
∞⋃

n=1

ΛBn(w)

є випадковим атрактором для G, причому вiн єдиний, мiнiмальною множиною серед
замкнених притягуючих множин i максимальною множиною серед компактних вимiрних
напiвiнварiантних множин.

Доведення. Доведемо, що A(w) =
∞⋃

n=1
ΛBn(w) є компактом для P-м.в. w ∈ Ω. Для

довiльної Bn розглянемо множину Ω(Bn) з леми 3. Оскiльки Ω(Bn+1) ⊂ Ω(Bn), то множи-

на Ω0 :=
∞⋂

n=1
Ω(Bn) є множиною повної мiри i ΛBn(w) задовольняє лему 3 для будь-яких

w ∈ Ω0 i n ≥ 1. Розглянемо множину Ω0(R,Bn) := Ω0 ∩ Ω(R,Bn), де Ω(R,Bn) означе-
но в лемi 3. Тодi для будь-якого ε > 0 iснує R = R(ε) таке, що P{Ω0(R,Bn)} ≥ 1 − ε,
Ω0(R,Bn+1) ⊂ Ω0(R,Bn) ∀n ≥ 1 i ΛBn(w) ⊂ G(1, θ−1w)BR ∀w ∈ Ω0(R,Bn). Тодi для

Ω0(R) =
∞⋃

n=1
Ω0(R, Bn) маємо P{Ω0(R)} ≥ 1 − ε i A(w) ⊂ G(1, θ−1w)BR ∀w ∈ Ω0(R). От-

же, A(w) є компактом. Вiзьмемо εi → 0, Ri = R(εi) ↗ ∞. Оскiльки Ω0(Ri) ⊂ Ω0(Ri+1),

то для довiльних w ∈ Ω0 :=
∞⋃
i=1

Ω0(Ri) множина A(w) є компактом i P{Ω0} = 1.

Далi все будемо розглядати на множинi Ω0. Притягання отримуємо з леми 3. Крiм то-

го, A(θtw) ⊂
⋃

B∈β(X)

G(t, w)ΛB(w) ⊂ G(t, w)
⋃

B∈β(X)

ΛB(w) = G(t, w)A(w) = G(t, w)A(w), де

остання рiвнiсть отримується з компактностi множини A(w) i напiвнеперервностi зверху
вiдображення x 7→ G(t, w)x [9]. Ми можемо показати вимiрнiсть A(w) вiдносно σ-алгебри

Φ з Φ-вимiрностi A(w) =
∞⋃

n=1

⋂
τm≥0

⋃
t≥τm

G(t, θ−tw)Bn. Для цього використаємо наступний

вiдомий факт: для довiльної компактної Φ-вимiрної множини A(w) iснує компактна Φ-
вимiрна множина Ã(w), яка збiгається з A(w) P-м.с. [3].

Для доведення єдиностi використаємо схему, запропоновану в [5]. Нехай E(w) є напiв-
iнварiантною компактною вимiрною множиною. Для детермiнованої B ∈ β(X) означи-
мо F = {w |E(w) ⊂ B}. Тодi для F∞ =

⋂
N∈N

⋃
n≥N

θnF = {w | θ−nw ∈ F нескiнченно часто}

з рекурентної теореми Пуанкаре маємо P{F∞} ≥ P{F}. Якщо w ∈ F∞, то E(θ−nw) ⊂ B
для нескiнченно багатьох n ∈ N i з напiвiнварiантностi E(w) маємо E(w) ⊂ G(n, θ−nw)×
×E(θ−nw) ⊂ G(n, θ−nw)B, тобто E(w) ⊂ ΛB(w). Отже, P{E(w) ⊂ ΛB(w)} ≥ P{E(w) ⊂
⊂ B}. Але з [3] маємо, що для довiльної компактної вимiрної множини E(w) i для довiль-
ного ε > 0 iснує детермiнована компактна множина Kε ⊂ X така, що P{E(w) ⊂ Kε} >
> 1− ε. Отже, P{E(w) ⊂ A(w)} ≥ P{E(w) ⊂ ΛKε(w)} > 1− ε, звiдки P{E(w) ⊂ A(w)} =
= 1. Таким чином, випадковий атрактор єдиний i є максимальною множиною серед на-
пiвiнварiантних компактних вимiрних множин.

Тепер нехай K(w) є замкненою притягуючою множиною. Доведемо, що ΛB(w) ⊂
⊂ K(w) для довiльних B ∈ β(X), w ∈ Ω0. Якщо це не так, то iснують w ∈ Ω0, y ∈ ΛB(w),
δ > 0 такi, що dist (y, K(w)) > δ. З iншого боку, iснують tn ↗ ∞, yn ∈ G(tn, θ−tnw)B
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такi, що y = lim yn. Тодi iснує номер n(w) такий, що dist (yn,K(w)) <
δ

2
∀ n ≥ n(w), що i

приводить до суперечностi.
Теорему доведено.

Зауваження 2. Достатньо перевiрити умови G1), G2) для B = Br ∀ r > 0. Щодо пере-
вiрки умови G1), справедливою є наступна лема.

Лема 4. Нехай Ω є метричним простором, Φ — борелева σ-алгебра i багатозначне
вiдображення G : R+ × Ω × X 7→ C(X) задовольняє умову: якщо xn → x0 слабко в X,
tn → t0 > 0, wn → w0 в Ω, yn ∈ G(tn, wn)xn, то для деякої пiдпослiдовностi yn → y0 ∈
∈ G(t0, w0)x0 в X .

Тодi вiдображення G задовольняє умову G1).

Доведення. Згiдно iз зауваженням 2 достатньо довести вимiрнiсть вiдображення
(t, w) 7→ G(t, w)Br. Для довiльної замкненої множини C ⊂ X i n ≥ 1 розглянемо мно-

жину Ln :=
{

(t, w) | t ≥ 1
n

, G(t, w)Br ∩ C 6= ∅
}

. Тодi Ln є замкненою i для множини

L := {(t, w) | G(t, w)Br ∩ C 6= ∅} маємо

L =


⋃

n≥1
Ln, якщо Br ∩ C = ∅,⋃

n≥1
Ln ∪ {0× Ω}, якщо Br ∩ C 6= ∅.

Звiдси L є борелевою множиною, i лему доведено.

Застосування до задачi (1). Отриманi результати застосуємо до сiм’ї вiдображень (5).
А саме, доведемо, що (5) породжує БВДС, для якої iснує випадковий атрактор. Сформу-
люємо основний результат роботи.

Теорема 2. Нехай процес ξ(t, w) = w(t) задовольняє для деякого δ > 0 наступнi умо-
ви:

∀ε > 0 ∃ T > 0 таке, що P

sup
t≥T

1
t

0∫
−t

|w(p)|dp ≤ aλ1

2C1 + γ
− δ

 > 1− ε, (6)

∀ε > 0 ∃ D таке, що sup
t≥0

P


0∫

−t

|w (s)| eδ(2C1+γ)sds ≤ D

 > 1− ε, (7)

де λ1 є першим власним значенням −∆ в H1
0 (Ω) i C1 є константою з умови |g(u)| ≤

≤ C1|u|+ C2, C1 > 0.

Тодi сiм’я вiдображень (5) утворює БВДС, для якої iснує випадковий атрактор.

Доведення. З лем 1 i 4 легко отримуємо, що сiм’я вiдображень (5) утворює БВДС
(умови означення 1 перевiряються, як i в роботi [5] (твердження 4)), для якої мають мiсце
умова G1) i передкомпактнiсть множини G(t, w)Br. Крiм того, iз згаданих лем виплива-
ють компактнозначнiсть i напiвнеперервнiсть зверху вiдображення x 7→ G(t, w)x. Отже,
для застосування теореми 1 залишилося перевiрити умову G2).
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На пiдставi леми 1 для будь-яких T1 > T2 > 0 i w ∈ Ω iснують t(w) ∈ [T1, T2] i x0(w) ∈
∈ Br такi, що

sup
t∈[T1,T2]

‖G(t, θ−tw)Br‖ = ‖u(t(w), θ−t(w)w)x0(w)‖,

i з Φ-вимiрностi w 7→ sup
t∈[T1,T2]

‖G(t, θ−tw)Br‖ маємо Φ-вимiрнiсть ‖u(t(w), θ−t(w)w)x0(w)‖.

Зафiксуємо ε > 0 i розглянемо (4) для t ∈ [T, T + N ]. Означимо множини

LN := {w : sup
t∈[T,T+N ]

‖G(t, θ−tw)Br‖2 > R2} = {w : ‖u(t(w), θ−t(w)w)x0(w)‖2 > R2}.

Тодi з оцiнки (4) одержимо

LN ⊂

w : r2 exp


 1

t(w)

0∫
−t(w)

|w(p)|dp− aλ1

2C1 + γ

 (2C1 + γ)t(w)

+

+

0∫
−t(w)

exp

1
s

0∫
s

|w(p)|dp +
aλ1

2C1 + γ

(2C1 + γ)s

(2C +
1

aλ1
‖h‖2 + Cγ |w(s)|

)
ds > R2

.

Покладемо

A1 :=

w : r2 exp


 1

t(w)

0∫
−t(w)

|w(p)|dp− aλ1

2C1 + γ

 (2C1 + γ)t(w)

 ≥ 1

 ⊂

⊂

w :

 1
t(w)

0∫
−t(w)

|w(p)|dp− aλ1

2C1 + γ

 ≥ 1
(2C1 + γ) t(w)

ln
(

1
r2

) .

Тепер виберемо число T = T (r) так, щоб
1

(2C1 + γ)T
ln
(

1
r2

)
> −δ. Тодi

A1 ⊂

w :
1

t(w)

0∫
−t(w)

|w(p)|dp− aλ1

2C1 + γ
> −δ

 ⊂

⊂

w : sup
t≥T

1
t

0∫
−t

|w(p)|dp− aλ1

2C1 + γ
> −δ

 .

Далi, з умови (6) випливає, що iснують T1 = T1(ε), A2 ⊂ Ω, P{A2} <
ε

4
такi, що для будь-

якого w ∈ Ω\A2 sup
t≥T1

1
t

∫ 0

−t
|w(p)|dp − aλ1

2C1 + γ
≤ −δ. Таким чином, iснує T2 = T2(ε, r) ≥
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≥ T1 + T (r) таке, що для t(w) ∈ [T2, T2 + N ] P{A1} <
ε

4
. Тодi

LN ⊂ A1 ∪

{
w :

0∫
−t(w)

exp

((
1
s

0∫
s

|w(p)|dp +
aλ1

2C1 + γ

)
×

× (2C1 + γ)s
(

2C +
1

aλ1
‖h‖2 + Cγ |w(s)|

))
ds > R2 − 1

}
⊂

⊂ A1 ∪A2 ∪

{
w :

0∫
−T1

(
2C +

1
aλ1

‖h‖2 + Cγ |w(s)|
)

e

�
1
s

R 0
s |w(p)|dp+

aλ1
2C1+γ

�
(2C1+γ)s

ds+

+

0∫
−T2−N

(
2C +

1
aλ1

‖h‖2 + Cγ |w(s)|
)

eδ(2C1+γ)sds > R2 − 1

}
=

= A1 ∪A2 ∪

{
w : fε(w) +

0∫
−T2−N

|w(s)|eδ(2C1+γ)sds >
R2 −A

B

}
,

де A > 0, B > 0 — сталi константи, fε : Ω 7→ R є вимiрною P-м.с. обмеженою функцiєю.
Отже, iснують R1 = R1(ε) i A3 ⊂ Ω такi, що для будь-якого w ∈ A3 fε(w) > R1 i P{A3} <

<
ε

4
. Тодi

LN ⊂ A1 ∪A2 ∪A3 ∪

w :

0∫
−T−N

|w(s)|eδ(2C1+γ)sds >
R2 −A

B
−R1(ε)

 .

З умови (7) випливає, що iснує D = D(ε) таке, що для будь-якого t > 0

P

w :

0∫
−t

|w(s)|eδ(2C1+γ)sds > D

 <
ε

4
.

Виберемо R = R(ε) таким чином, щоб
R2 −A

B
− R1(ε) > D. Тодi ∀ε > 0 ∃R =

= R(ε) ∀Br ∃T = T (ε, R, r) ∀N ≥ 1 P{LN} = P{w : sup
t∈[T,T+N ]

‖G(t, θ−tw)Br‖2 >

> R2} < ε. Оскiльки LN ⊂ LN+1, то для L :=
∞⋃

N=1

LN маємо

P{L} < ε i {w : sup
t≥T

‖G(t, θ−tw)Br‖2 > R2} = L.

Тодi виконано умову 4, i теорему доведено.
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Результати попередньої теореми можна отримати, якщо послабити умови на функцiю
g, натомiсть посиливши умови на процес ξ(t, w). А саме, нехай функцiя g задовольняє
умову

|g (u)| ≤ C1 |u|r + C2, (8)

де r < p− 1. У цьому випадку умову (7) слiд замiнити на таку:

∀ε > 0 ∃D > 0 таке, що sup
t≥0

P


0∫

−t

|w (p)|
p

p−r−1 eaλ1sds ≤ D

 > 1− ε. (9)

Теорема 3. Нехай в умовах попередньої теореми функцiя g задовольняє умову (8), а
процес ξ(t, w) = w(t) задовольняє (6), (9). Тодi сiм’я вiдображень (5) утворює БВДС, для
якої iснує випадковий атрактор.

Доведення. Домножаючи (1) на u, отримуємо

d ‖u (t)‖2

dt
≤ −λ1a ‖u (t)‖2 − α ‖u (t)‖p

Lp
+ 2C1 |w (t)| ‖u (t)‖r+1

Lr+1
+ 2C2 |w (t)| ‖u (t)‖L1

+

+ 2C +
‖h‖2

aλ1
≤ −λ1a ‖u (t)‖2 + C3 |w (t)|

p
p−r−1 + C4.

Тодi нерiвностi (3), (4) набирають вигляду

‖u (t)‖2 ≤ ‖u (s)‖2 + C3

t∫
s

|w (s)|
p

p−r−1 ds + C4 (t− s) , (10)

‖u (t)‖2 ≤ e−λ1at ‖u0‖2 +

t∫
0

e−λ1a(t−s)
(
C3 |w (s)|

p
p−r−1 + C4

)
ds. (11)

Доведення леми 1 проводиться без змiн з урахуванням вигляду функцiї J :

J (t, w) = ‖u (t)‖2 − C4t− C3

t∫
0

|w (s)|
p

p−r−1 ds.

Далi перевiрка умови G2) також проводиться, як i в попереднiй теоремi, з урахуванням
того, що для довiльної Br i для довiльного y ∈ G(t, θ−tw)Br виконується оцiнка

‖y‖2 ≤ e−λ1atr2 +

0∫
−t

eλ1ap
(
C3 |w (p)|

p
p−r−1 + C4

)
dp.
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Висновки. В роботi для багатозначної випадкової динамiчної системи, що є дисипатив-
ною за ймовiрнiстю, доведено теорему про iснування i єдинiсть випадкового атрактора.
На основi цiєї теореми доведено, що розв’язки рiвняння реакцiї-дифузiї, збуреного стоха-
стичним „саdlag” процесом, утворюють багатозначну випадкову динамiчну систему, для
якої у фазовому просторi iснує випадковий атрактор.
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