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– КОЛМОГОРОВА ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВОГО
РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З ВИПАДКОВИМИ
ВIДХИЛЕННЯМИ АРГУМЕНТУ

О. В. Коломiєць

Iн-т математики НАН України,
Україна, 252601, Київ 4, вул. Терещенкiвська, 3

Using the Crank – Nicolson numerical method, solved is the Focker – Planck – Kolmogorov equation for
a second order quasilinear difference-differential equation with random argument deviations.

За допомогою числового методу Кранка – Нiколсона розв’язано рiвняння Фоккера – Планка
– Колмогорова для квазiлiнiйного диференцiально-рiзницевого рiвняння другого порядку з ви-
падковими вiдхиленнями аргументу.

Вступ. Вивчення систем з випадковими вiдхиленнями аргументу є надзвичайно важливим,
оскiльки воно активно стимулюється численними запитами як теоретичної математики,
так i прикладних дисциплiн. Результати дослiджень систем з випадковими вiдхиленнями
аргументу застосовуються в багатьох галузях технiки, електронiки, в системах автома-
тичного керування. Особливого значення набуває можливiсть наближеного числового
аналiзу випадкових коливань, що виникають у таких системах, та їхнiх характеристик,
таких як iмовiрнiснi середнi значення, дисперсiї амплiтуд та фаз коливань, та iншi.

Поряд з безпосереднiм аналiзом рiвнянь для амплiтуди та фази випадкових коливань
ефективним є метод рiвнянь Фоккера – Планка – Колмогорова, що дозволяє дослiджу-
вати щiльнiсть розподiлу амплiтуди та фази, а також знаходити найбiльш iмовiрнi їхнi
значення. Важливою є також придатнiсть вiдповiдних методiв для ефективної реалiзацiї
на ЕОМ.

У данiй роботi до квазiлiнiйної системи, що описується диференцiально-рiзницевим
рiвнянням другого порядку з випадковими вiдхиленнями аргументу, застосовано асимпто-
тичнi методи Крилова – Боголюбова – Митропольського, а до отриманих у першому на-
ближеннi рiвнянь для амплiтуди та фази випадкових коливань — метод рiвнянь Фоккера –
Планка – Колмогорова. Рiвняння з частинними похiдними Фоккера – Планка – Колмого-
рова для щiльностi розподiлу ймовiрностей амплiтуди розв’язано на ЕОМ за допомогою
методу рiзницевих схем Кранка – Нiколсона. Результати наведенi у графiчному виглядi.

Постановка задачi. Розглянемо квазiлiнiйне диференцiальне рiвняння другого поряд-
ку з випадковими вiдхиленнями аргументу

d2x

dt2
+ k1

dx

dt
+ k2

dx (t−∆1(t))
dt

+ k3x(t) + k4x (t−∆1(t)) =
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= εf

(
x(t), x (t−∆2(t)) ,

dx(t)
dt

,
dx (t−∆2(t))

dt

)
, (1)

де k1, k2, k3, k4 — деякi сталi коефiцiєнти, ε — малий параметр, f(x, y, u, v) — нелiнiйна
функцiя, що має достатню кiлькiсть похiдних за всiма змiнними, ∆1(t) i ∆2(t) — вiдхилен-
ня аргументiв, що мають вигляд

∆1(t) = ∆10 +
√
ερ1ξ(t, µ),

∆2(t) = ∆20 +
√
ερ2ξ(t, µ),

(2)

тобто є малими флуктуацiями вiдхилення навколо додатних сталих величин ∆i0 ≡ M∆i,
i = 1, 2 (символ M позначає математичне сподiвання). У формулах (2) ρ1, ρ2 — додатнi
сталi, ξ(t, µ) — стацiонарний випадковий процес, що перетворюється в границi при µ→ 0
в стандартний бiлий шум.

В роботi [1] до рiвняння (1) застосовано асимптотичнi методи Крилова – Боголюбова
– Митропольського [2]. Показано, що для наявностi коливних розв’язкiв необхiдно, щоб
виконувалась одна з наступних умов:

а) k2
3 − k2

4 < 0,

б) k2
2 − k2

1 + 2k3 > 0 i
(
k2

2 − k2
1 + 2k3

)2 ≥ 4
(
k2

3 − k2
4

)
.

(3)

При цьому частота коливань

ω =
1√
2

√
k2

2 − k2
1 + 2k3 +

√(
k2

2 − k2
1 + 2k3

)2 − 4
(
k2

3 − k2
4

)
. (4)

Асимптотичне перше наближення. Згiдно з асимптотичним методом Крилова – Бо-
голюбова – Митропольського, розв’язок рiвняння (1) шукаємо у першому наближеннi

x(t) = a(t) cos (ωt+ θ(t)) ; (5)

da(t)
dt

= εA1 (a(t), ξ(t, µ), ε) ,

dθ(t)
dt

= εB1 (a(t), ξ(t, µ), ε) .

(6)

Виконуючи стандартнi для асимптотичного методу перетворення, зводимо систему рiв-
нянь (6) до вигляду

da

dt
= εA11(a) +

√
εA12(a)ξ(t, µ),

dθ(t)
dt

= εB11(a) +
√
εB12(a)ξ(t, µ).

(7)
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Коефiцiєнти A11, A12, B11, B12 визначаються за формулами

A11 =
H ′2(ω)r1(a) +H ′1(ω)q1(a)

H ′21 (ω) +H ′22 (ω)
,

A12 =
[
H ′2(ω) (k4 sinω∆10 − k2ω cosω∆10)

H ′21 (ω) +H ′22 (ω)
−

−H
′
1(ω) (k4 cosω∆10 + k2ω sinω∆10)

H ′21 (ω) +H ′22 (ω)

]
aωρ1,

B11 =
H ′1(ω)r1(a)−H ′2(ω)q1(a)
a
(
H ′21 (ω) +H ′22 (ω)

) , (8)

B12 =

[
H ′2(ω) (k2ω sinω∆10 + k4 cosω∆10)

a
(
H ′21 (ω) +H ′22 (ω)

) −

−H
′
1(ω) (k2ω cosω∆10 − k4 sinω∆10)

a
(
H ′21 (ω) +H ′22 (ω)

) ]
ωρ1;

H1(ω) = −ω2 + k2ω sinω∆10 + k3 + k4 cosω∆10,

H2(ω) = k1ω + k2ω cosω∆10 − k4 sinω∆10,
(9)

де r1(a) i q1(a) — коефiцiєнти розкладу функцiї

f [a cosψ, a cos(ψ − ω∆20),−aω sinψ,−aω sin(ψ − ω∆20)] ,

ψ = ωt+ θ,

в ряд Фур’є.
Враховуючи умову, накладену на випадковий процес ξ(t, µ), в границi при µ → 0 за-

мiсть рiвнянь (7) можна розглядати вiдповiднi їм звичайнi стохастичнi диференцiальнi
рiвняння

da

dt
= εA11(a) +

√
εA12(a)ẇ,

dθ(t)
dt

= εB11(a) +
√
εB12(a)ẇ,

(10)

де ẇ — стандартний бiлий шум (Mẇ(t) = 0, Mẇ(t)ẇ(t+ τ) = δ(τ)).
Розв’язком системи звичайних стохастичних рiвнянь (10) є двовимiрний марковський

процес. Тому для знаходження щiльностi сумiсного розподiлу амплiтуди i фази скориста-
ємося методом рiвнянь Фоккера – Планка – Колмогорова.

Рiвняння Фоккера – Планка – Колмогорова. Нехай W (a, θ, t) — функцiя щiльностi
розподiлу ймовiрностей. Рiвняння Фоккера – Планка – Колмогорова, що вiдповiдає си-
стемi стохастичних рiвнянь (10), має вигляд
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∂W

∂t
+

∂

∂a
[KaW ] +

∂

∂θ
[KθW ] =

=
1
2

{
∂2

∂a2
[DaW ] + 2

∂2

∂a∂θ
[DaθW ] +

∂2

∂θ2
[DθW ]

}
, (11)

де

Ka = ε
H ′2(ω)r1(a) +H ′1(ω)q1(a)

H ′21 (ω) +H ′22 (ω)
,

Kθ = ε
H ′1(ω)r1(a)−H ′2(ω)q1(a)
a
[
H ′21 (ω) +H ′22 (ω)

] ,

Da = ε
(
H ′21 (ω) +H ′22 (ω)

)−1
{[
H ′2(ω) (k4 sinω∆10 − k2ω cosω∆10)−

−H ′1(ω) (k4 cosω∆10 + k2ω sinω∆10)
]
aωρ1

}2

, (12)

Daθ = ε
(
H ′21 (ω) +H ′22 (ω)

)−1
[
H ′2(ω) (k4 sinω∆10 − k2ω cosω∆10)−

−H ′1(ω) (k4 cosω∆10 + k2ω sinω∆10)
]
×

×
[
H ′2(ω) (k2ω sinω∆10 + k4 cosω∆10)−

−H ′1(ω) (k2ω cosω∆10 − k4 sinω∆10)
]
aω2ρ2

1,

Dθ = ε
(
H ′21 (ω) +H ′22 (ω)

)−1
{[
H ′2(ω) (k2ω sinω∆10 + k4 cosω∆10)−

−H ′1(ω) (k2ω cosω∆10 − k4 sinω∆10)]ωρ1

}2

.

Виходячи з властивостей щiльностi розподiлу ймовiрностей, для рiвняння (11) форму-
люємо початковi, граничнi та iншi умови:

W (a, θ, t) > 0, W (a, θ, 0) = δ(a− a0)δ(θ − θ0),

∞∫
−∞

2π∫
0

W (a, θ, t) dadθ = 1, (13)

W (−∞, θ, t) = W (+∞, θ, t) = 0.

У випадку стацiонарних коливань ∂W/∂t = 0 i рiвняння (11) спрощується:
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∂

∂a
[KaW ] +

∂

∂θ
[KθW ] =

=
1
2

{
∂2

∂a2
[DaW ] + 2

∂2

∂a∂θ
[DaθW ] +

∂2

∂θ2
[DθW ]

}
. (14)

Аналiтичне розв’язування рiвнянь (11) та (14) є досить складним. Проте рiвняння (14)
можна використати для знаходження найбiльш iмовiрних амплiтуди та фази стацiонар-
них та близьких до них випадкових коливань. Вiдповiдний алгоритм викладений у роботi
[1]. У данiй роботi для наближеного розв’язування нестацiонарного рiвняння Фоккера –
Планка – Колмогорова застосовуються числовi рiзницевi методи математичної фiзики.

Рiзницева схема Кранка – Нiколсона. Розглянемо стохастичне диференцiальне рiв-
няння, що описує амплiтуду (перше з рiвнянь (10)):

da

dt
= K +

√
Dẇ(t), (15)

де K = K(a), D = D(a) — коефiцiєнти переносу та дифузiї, що визначаються з формул

K(a) = εA11(a), D(a) = εA2
12(a),

а вирази для A11 i A12 наведенi в (8).
Рiвняння Фоккера – Планка – Колмогорова, що вiдповiдає стохастичному рiвнянню

(15), має вигляд

∂W

∂t
+

∂

∂a
[KW ] =

1
2
∂2

∂a2
[DW ] ; (16)

початковi та граничнi умови —

W (a, 0) = δ(a− a0), W (−∞, t) = W (+∞, t) = 0. (17)

Позначаючи W ′a =
∂W (a, t)

∂a
, W ′t =

∂W (a, t)
∂t

, W ′′aa =
∂2W (a, t)

∂a2
, зводимо рiвняння (16)

до канонiчного вигляду

W ′′aa +A(a)W ′a +B(a)W ′t + C(a)W = 0, (18)

в якому

A(a) =
2D′ − 2K

D
, B(a) = − 2

D
, C(a) =

D′′ − 2K ′

D
. (19)

Розiб’ємо площину значень амплiтуди та часу сiткою прямих лiнiй на малi прямокут-
нi областi з кроками h та k. Тодi значення функцiї щiльностi розподiлу ймовiрностей у
вузлах сiтки позначимо так:

Wm,n := W (mh, nk),

m = 0,±1,±2, . . . , n = 0,±1,±2, . . . ,
(20)

де h та k — кроки розбиття за амплiтудою a та часом t вiдповiдно.
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Замiнимо похiднi функцiї щiльностi в рiвняннi (18) на рiзницевi вирази згiдно зi схе-
мою Кранка – Нiколсона [3, 4]:

W ′′aa 7−→
1

2h2

{
Wm+1,n − 2Wm,n +Wm−1,n +Wm+1,n+1 − 2Wm,n+1 +Wm−1,n+1

}
,

W ′a 7−→
1

4h

{
Wm+1,n −Wm−1,n +Wm+1,n+1 −Wm−1,n+1

}
,

(21)

W ′t 7−→
1
k

{
Wm,n+1 −Wm,n

}
,

W 7−→ 1
2

{
Wm,n +Wm,n+1

}
.

Коефiцiєнти A(a), B(a), C(a) рiвняння (18) не залежать вiд t. У вузлах сiтки їхнi значення
визначаються за формулами

Am := A(mh), Bm := B(mh), Cm := C(mh), m ∈ Z. (22)

Наведена вище схема Кранка – Нiколсона при застосуваннi до рiвняння (18) є збiжною
та стiйкою i тому її можна реалiзувати на ЕОМ.

Пiдставляючи вирази для похiдних (21), коефiцiєнтiв (22) i виконуючи перетворення,
одержуємо систему рiзницевих рiвнянь

km−1Wm−1,n + km−1Wm−1,n+1 + km0 Wm,n + k̃m0 Wm,n+1 + km+1Wm+1,n + km+1Wm+1,n+1 = 0,

n = 0, 1, . . . , m = 0,±1, . . . , (23)

де

km−1 =
1

2h2
− Am

4h
,

km0 = − 1
h2
− Bm

k
+
Cm
2
,

k̃m0 = − 1
h2

+
Bm
k

+
Cm
2
,

km+1 =
1

2h2
+
Am
4h

.

(24)

Оскiльки система (23) вiдповiдає необмеженiй областi на площинi значень a i t, то
для того, щоб цю систему можна було розв’язати, потрiбно обмежити область значень
певними константами. Нехай M >> 0 i N >> 0 — досить великi числа i

|m| ≤M, |n| ≤ N. (25)

Додамо до системи рiзницевих рiвнянь (23) вирази, що у дискретнiй формi вiдповiдають
граничним та початковим умовам (17) для рiвняння (16):

W−(M+1),n = WM+1,n = 0,Wm,n ≥ 0,

m = 0,±1, . . . ,±M ; n = 0, 1, . . . , N.
(26)
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Нехай n∗ — фiксоване натуральне число таке, що 0 ≤ n∗ < N , i всi значення
Wm,n∗ , m = 0,±1, . . . ,±M , вiдомi. Тодi „перерiз” системи (23) по n = n∗, з урахуван-
ням умов (26), є пiдсистемою 2M + 1 лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з 2M + 1 невiдомими
Wm,n∗+1, m = 0,±1, . . . ,±M :

Fmn∗ (Wm−1,n∗+1,Wm,n∗+1, . . . ,Wm+1,n∗+1) = 0,

W−M−1,n∗+1 = WM+1,n∗+1 = 0,

m = 0,±1, . . . ,±M.

(27)

Початковi значення при n = 0 можна взяти такi:

Wm,0 = $η(mh), m = 0,±1, . . . ,±M, (28)

де

$η(a) =

 Cηe
− η2

η2−(a−a0)2 , якщо |a− a0| < η;

0, якщо |a− a0| ≥ η;
(29)

при цьому η > 0 — малий параметр, а константа Cη вибирається такою, щоб

η+a0∫
−η+a0

$η(a) da = 1.

Позначивши ~Wn := (W−M,n,W−M+1,n, . . . ,WM,n)T , можемо записати систему (27) у
векторному виглядi

P̃ ~Wn+1 + P ~Wn = 0, (30)

P̃ = (p̃ij)
M
i,j=−M , P = (pij)

M
i,j=−M , (31)

причому у матрицях P̃ i P ненульовi елементи розмiщуються лише на головнiй дiагоналi,
першiй наддiагоналi та першiй пiддiагоналi:

pi,i−1 = p̃i,i−1 = ki−1, i = −M + 1, . . . ,M,

pi,i = ki0, p̃i,i = k̃i0, i = −M, . . . ,M,

pi,i+1 = p̃i,i+1 = ki+1, i = −M, . . . ,M − 1.

(32)

За значення a0, що використовується у формулах (29) для обчислення початкових
значень щiльностi розподiлу, доцiльно взяти найбiльш iмовiрну амплiтуду стацiонарних
випадкових коливань [1].

Обчислення значень Wm,n проводимо послiдовно для n = 0, 1, . . . , N − 1. На кожному
кроцi розв’язуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (30). З урахуванням спецiально-
го вигляду матриць (31) розв’язування цiєї системи методом Гаусса значно спрощується.
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Проiлюструємо застосування викладеного вище на прикладi конкретного рiвняння.
Рiвняння типу Ван-дер-Поля. Розглянемо диференцiальне рiвняння другого порядку

типу Ван-дер-Поля з випадковими вiдхиленнями аргументу

d2x

dt2
+ k1x (t) + k2x

(
t−∆10 −

√
ερ1ξ(t, µ)

)
=

= ε
(
1− x2(t)

) dx (t−∆20 −
√
ερ2ξ(t, µ))

dt
, (33)

всi коефiцiєнти якого мають тi ж властивостi, що i у рiвняннi (1).
Для наявностi коливних розв’язкiв рiвняння (33) необхiдно, щоб виконувалась одна з

двох груп умов (аналогiчних умовам (3) для загального рiвняння)

а) k1 + k2 > 0, ∆10 =
π2l√
k1 + k2

, l = 0, 1, . . . , (34)

б) k1 − k2 > 0 ∆10 =
π(2l + 1)√
k1 − k2

, l = 0, 1, . . . . (35)

Вважатимемо далi, що виконуються умови (34) при l = 1, тобто ∆20 =
2π√
k1 + k2

. При

цьому частота коливань

ω =
√
k1 + k2. (36)

Застосовуючи до рiвняння (33) процедуру, описану вище для загального випадку (1),
приходимо до наближеного рiвняння (15), в якому

K(a) = ε
(
γ1a+ γ2a

3
)
,

D(a) = εγ2
3a

2,
(37)

де

γ1 =
−u+ v

d
, γ2 =

3u− v
d

, γ3 =
2k2(k1 + k2)ρ1

d
;

u = 2k2(k1 + k2)π sinα, v = 2(k1 + k2)2 cosα;

d = 4(k1 + k2)2 + 4k2
2π

2, α =
√
k1 + k2∆20.

(38)

Рiвняння Фоккера – Планка – Колмогорова, що вiдповiдає стохастичному рiвнянню
для амплiтуди, має вигляд (18), де

A(a) =
4γ2

3 − 2γ1 − 2γ2a
2

γ2
3a

,

B(a) = − 2
εγ2

3a
2
, (39)

C(a) =
2γ2

3 − 2γ1 − 6γ2a
2

γ2
3a

2
.
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У роботi [1] показано, що найбiльш iмовiрна амплiтуда стацiонарних коливань об-
числюється за формулою

a0 =

√
γ2

3 − γ1

γ2
. (40)

Скористаємося цiєю формулою для обчислення початкової амплiтуди a0 у формулi (29).
Описаний алгоритм числового розв’язування рiвняння Фоккера – Планка – Колмого-

рова для щiльностi розподiлу амплiтуди реалiзований у виглядi програми для ЕОМ.
Приклад розв’язування рiвняння Фоккера – Планка – Колмогорова на ЕОМ. Нехай у

рiвняннi (33) коефiцiєнти

k1 = 2; k2 = −1; ∆10 = 2π; ∆20 = 4,5; ρ1 = 6; ε = 0,01. (41)

Розiб’ємо площину значень амплiтуди i фази сiткою прямих з кроками h = 0,01, k =
= 0,005. При цьому область аргументiв обмежимо значеннями M = 10000 та N = 500.
Для розрахунку початкових значень використаємо функцiю (29), для якої η = 0,1 (при
цьому Cη ≈ 22,52) i a0 = 2. На ЕОМ було розв’язано N = 500 систем з 2M + 1 = 20001
рiвняння (всього бiльше 10 млн. рiвнянь). Результати представленi на рисунку у виглядi
тривимiрного графiка (числовi результати не наводимо через їхню громiздкiсть).

Iз рисунка видно, що з плином часу ймовiрнiсть випадкових коливань з амплiтудою
a0 = 2 зростає, що виявляється у збiльшеннi значень функцiї щiльностi W (a, t) при
збiльшеннi t у точках, близьких до значення a0, i зменшеннi її значень у точках, вiд-
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далених вiд a0. Цей факт пiдтверджує наявнiсть у системi стiйких стацiонарних коливань
з амплiтудою, близькою до aст = a0. Тому характеристики випадкових коливань, якi ви-
никають у системi, що описується рiвнянням (33) (або (1)), можна також отримати з ана-
лiзу стацiонарного рiвняння Фоккера – Планка – Колмогорова (14). Числовi результа-
ти, одержанi в данiй роботi, повнiстю узгоджуються з теоретичними результатами робо-
ти [1].
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