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ДИФУЗIЯ НА ПЛОЩИНI З НАПIВПРОЗОРИМИ
МЕМБРАНАМИ НА ДВОХ ПРЯМИХ

О. В. Арясова

Iн-т математики НАН України,
Україна, 252601, Київ 4, вул. Терещенкiвська, 3

Constructed in the paper is a continuous Markov process, that is generalized diffusion with identity dif-
fusion matrix and drift coefficient with δ-functions concentrated on two intersecting straight lines.

Побудовано неперервний процес Маркова на площинi, який є узагальненим дифузiйним з оди-
ничною матрицею дифузiї та вектором переносу з δ-функцiями, зосередженими на двох пря-
мих, що перетинаються.

1. Метою цiєї роботи є побудова вiнерiвського процесу на площинi з напiвпрозорими
мембранами на двох прямих, що перетинаються. Точнiше кажучи, буде зконструйовано
узагальнений дифузiйний процес на площинi з одиничною матрицею дифузiї та вектором
переносу a(x), що є функцiєю вигляду

a(x) =
2∑
i=1

νiq3−i(x)δSi(x), (1)

де x ∈ R2;S1 та S2 — згаданi вище прямi в R2 (вони перетинаються); νi — вектор нормалi
до Si для i = 1, 2; qi(x) — задана на S3−i неперервна функцiя з дiйсними значеннями,
така, що |qi(x)| ≤ 1 при всiх x ∈ S3−i, i = 1, 2; δSi — узагальнена функцiя на Si, дiя
якої на пробну функцiю ϕ зводиться до „криволiнiйного"iнтегралу вiд ϕ по прямiй Si,
i = 1, 2. Саме наявнiсть кутової точки (точки перетину прямих S1 та S2) робить дану
задачу такою, що не вкладається в теорiю узагальнених дифузiйних процесiв (див. [1]).

З iншого боку, як частинний випадок (а саме, при |qi(x)| ≡ 1 для i = 1, 2) процесу,
побудованого нижче, можна розглядати процес з вiдбиттям по нормалi на сторонах кута,
що його утворюють пiвосi прямих S1 та S2, вiд точки їх перетину. Тому цю роботу можна
розглядати як деяке узагальнення результатiв робiт [2, 3], хоча в останнiх розглядається
i бiльш загальна задача, коли вiдбиття на сторонах кута вiдбувається не обов’язково по
нормалi.

План роботи такий: в п. 2 будується шуканий процес у випадку, коли прямi S1 та S2

перетинаються пiд прямим кутом. При цьому буде вимагатись лише щоб одна з функцiй
q1 та q2 задовольняла умову Лiпшiца. В п. 3 розглядається випадок непрямого кута. Шу-

каний процес буде побудований при умовi, що tg ξ >
|q1q2|

2
, де через ξ позначено вели-

чину гострого кута мiж прямими S1 та S2, а q1 та q2 — сталi. Зауважимо, що результати
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цiєї статтi є узагальненнями результату [4], в якому припускалось, що одна з функцiй
q1(x), q2(x) анулюється в точцi перетину прямих S1 та S2.

2. Нехай прямi S1 та S2 перетинаються пiд прямим кутом. Будемо вважати, що в R2

фiксовано таку систему координат, що Si = {x ∈ R2 : x3−i = 0}, де через (x1, x2) по-
значаються координати точки x ∈ R2 у вибранiй системi координат. Вектори ν1 та ν2

вибираємо так, що їх координатами є (0, 1) та (1, 0) вiдповiдно.
Позначимо через g0(t, x, y) для t > 0, x ∈ R2, y ∈ R2 густину ймовiрностi переходу

вiнерiвського процесу в R2:

g0(t, x, y) =
1

2πt
exp

{
−|y − x|

2

2t

}
i покладемо

g(t, x, y) = g0(t, x, y) +

t∫
0

f(τ, t, x2, y2)h(τ, t, x1, y1)dτ,

де

f(τ, t, x2, y2) =
1√
2πτ

exp
{
−x

2
2

2τ

}
y2√

2π(t− τ)3
exp

{
− y2

2

2(t− τ)

}
,

h(τ, t, x1, y1) =

∞∫
−∞

1√
2πτ

exp
{
−(z1 − x1)2

2τ

}
1√

2π(t− τ)
×

× exp
{
−(y1 − z1)2

2(t− τ)

}
q2(z1)dz1 .

Вiдомо (див., наприклад, [5, с. 76 – 84]), що g(t, x, y) є густиною ймовiрностi переходу уза-
гальненого дифузiйного процесу в R2, для якого матрицею дифузiї є одинична матриця, а
вектором переносу є функцiя ν1q2(x)δS1(x).

Пiвгрупу операторiв, що вiдповiдає шуканому процесу, визначимо як розв’язок рiв-
няння

u(t, x, ϕ) =
∫
R2

g(t, x, y)ϕ(y)dy +

t∫
0

dτ

∫
S2

g(t, x, y)V (t− τ, y, ϕ)q1(y)dσy, (2)

деϕ— довiльна обмежена вимiрна функцiя наR2 з дiйсними значеннями, V (t, x, ϕ) при t >
> 0, x ∈ S0

2 (через S0
2 позначено множину S2 \ {0}) задається рiвнiстю

V (t, x, ϕ) =
1
2

[
∂u(t, x+, ϕ)

∂x1
+
∂u(t, x−, ϕ)

∂x1

]
,

∂u(τ, x±, ϕ)
∂x1

= lim
ε↓0

∂u(τ, x± εν2, ϕ)
∂x1

.
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За допомогою теореми про стрибок похiдної потенцiалу простої кулi (див. [6], гл.4, §15)
для невiдомої функцiї V (t, x, ϕ) одержуємо iнтегральне рiвняння

V (t, x, ϕ) =
∫
R2

∂g(t, x, y)
∂x1

ϕ(y)dy +

t∫
0

dτ

∫
S2

Q(τ, x, y)V (t− τ, y, ϕ)q1(y)dσy, (3)

де t > 0, x ∈ S0
2 ,

Q(τ, x, y) =

τ∫
0

f(θ, τ, x2, y2)H(θ, τ)dθ,

де

H(θ, τ) =
∂h(τ, t, x1, y1)

∂x1

∣∣∣∣
x1=0, y1=0

=

∞∫
−∞

z1

2π
√

(t− τ)τ3
exp

{
− z2

1t

2τ(t− τ)

}
q2(z1)dz1.

Ядро Q(τ, x, y) при x ∈ S0
2 , y ∈ S2 допускає оцiнку

Q(τ, x, y) ≤ K√
2πτ

exp
{
−x

2
2 + y2

2

2τ

}
. (4)

Лема 1. Нехай функцiя q2(x) задовольняє умову Лiпшiца |q2(x)− q2(y)| ≤ L|x− y| при
всiх x ∈ S1, y ∈ S1 з деякою сталою L. Тодi iснує єдиний розв’язок V (t, x, y) рiвняння
(3), який при довiльному скiнченному T в кожнiй областi вигляду t ∈ (0, T ], x ∈ S0

2 ,
задовольняє нерiвнiсть

|V (t, x, ϕ)| ≤ LT ‖ϕ‖t−1/2 (5)

з деякою сталою LT , що залежить лише вiд T . (Тут i надалi ‖ϕ‖ = sup
x∈R2

|ϕ(x)|.)

Доведення. Зафiксуємо довiльну обмежену вимiрну функцiю ϕ(x), x ∈ R2. Рiвняння
(3) будемо розв’язувати методом послiдовних наближень. При t > 0, x ∈ S0

2 покладемо

V0(t, x, ϕ) =
∫
R2

∂g(t, x, y)
∂x1

ϕ(y)dy

i для k = 1, 2, . . .

Vk(t, x, ϕ) =

t∫
0

dτ

∫
S2

Q(τ, x, y)Vk−1(t− τ, y, ϕ)q1(y)dσy.

Для V0(t, x, ϕ) виконується нерiвнiсть

|V0(t, x, ϕ)| ≤ CT ‖ϕ‖t−1/2 (6)
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в областi t ∈ (0, T ], x ∈ S0
2 при довiльному скiнченному T , де CT — деяка додатна стала,

що залежить вiд T . За допомогою iндукцiї по k приходимо до оцiнок

|Vk(t, x, ϕ)| ≤ CT ‖ϕ‖Kkπ
k+1

2

Γ
(
k+1

2

) t
k−1

2 , (7)

де CT — стала з нерiвностi (6), K — стала з нерiвностi (4). Оцiнки справедливi для всiх
k = 0, 1, 2, . . . при t ∈ (0, T ], x ∈ S0

2 .
Оцiнки (7) дозволяють зробити висновок, що ряд

V (t, x, ϕ) =
∞∑
k=0

Vk(t, x, ϕ)

збiгається piвномiрно по x ∈ S0
2 та виконується нерiвнiсть (5). Цi ж оцiнки переконують

нас в тому, що такий розв’язок єдиний. Лему доведено.
Пiдставимо знайдений розв’язок рiвняння (3) в (2) i визначимо сiм’ю операторiв Tt,

t > 0, що дiють на обмежену вимiрну функцiю ϕ(x), x ∈ R
2, за формулою Ttϕ(x) =

= u(t, x, ϕ), тобто

Ttϕ(x) =
∫
R2

g(t, x, y)ϕ(y)dy +

t∫
0

dτ

∫
S2

g(τ, x, y)V (t− τ, y, ϕ)q1(y)dσy.

Оператор Tt при кожному t > 0 є лiнiйним обмеженим оператором у просторi обмежених
вимiрних функцiй ϕ на R2 з нормою ‖ϕ‖.

Оператори Tt утворюють пiвгрупу i невiд’ємнi функцiї переводять в невiд’ємнi. Обме-
женiсть оператора Tt є наслiдком нерiвностi (5), з якої маємо∣∣∣∣∣∣

∫
S2

g(τ, x, y)V (t− τ, y, ϕ)q1(y)dσy

∣∣∣∣∣∣ ≤ LT ‖ϕ‖ 1√
2πτ(t− τ)

exp
{
−x

2
1

2τ

}
.

Тому

|Ttϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖
(

1 +
√
π

2
LT

)
.

Вiдмiтимо також, що V (t, x, ϕ0) ≡ 0 для функцiї ϕ0(y) ≡ 1. Звiдси Ttϕ0(x) ≡ 1. Отже,
iснує ймовiрнiсть переходу P (t, x, y) в R2, яка визначає деякий однорiдний процес Марко-
ва i задовольняє рiвнiсть

Ttϕ(x) =
∫
R2

ϕ(y)P (t, x, dy).

Нескладнi пiдрахунки приводять до нерiвностi

sup
x∈R2

∫
R2

|y − x|4P (t, x, dy) ≤ KT t
2,
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що справедлива при t ∈ (0, T ] для довiльного T < ∞, де KT — деяка додатна стала. Ця
нерiвнiсть дає змогу вважати побудований процес неперервним.

Пiсля пiдрахункiв одержуємо наступнi спiввiдношення:

lim
t↓0

∫
R2

ϕ(x)

1
t

∫
R2

(y − x, λ)P (t, x, dy)

 dx =

= (ν1, λ)
∫
S1

ϕ(x)q2(x)dσx + (ν2, λ)
∫
S2

ϕ(x)q1(x)dσx,

lim
t↓0

∫
R2

ϕ(x)

1
t

∫
R2

(y − x, λ)2P (t, x, dy)

 dx = |λ|2
∫
R2

ϕ(x)dx.

Сформулюємо одержаний результат у виглядi теореми.

Теорема 1. Нехай Si = {x ∈ R2 : x3−i = 0} i виконуються умови леми 1. Тодi iснує непе-
рервний процес Маркова в R2, який є узагальненим дифузiйним з одиничною матрицею
дифузiї та вектором переносу вигляду (1).

Зауваження. Подiбно до того, як це було зроблено в роботi [5, с. 113 – 123], можна
показати, що траєкторiї побудованого процесу є розв’язками системи стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь

dx1(t) = ν2q1(x2(t))δ(x1(t))dt+ dw1(t),

dx2(t) = ν1q2(x1(t))δ(x2(t))dt+ dw2(t),

де w1 та w2 — незалежнi мiж собою одновимiрнi вiнерiвськi процеси.
3. Нехай тепер прямi S1 та S2 перетинаються не пiд прямим кутом. Будемо вважати,

що в R2 фiксовано таку систему координат, що S1 = {x ∈ R2 : x2 = 0} та S2 = {x ∈ R2 :
x1 sin ξ − x2 cos ξ = 0}, де через ξ позначено величину гострого кута мiж S1 та S2, так що

ξ ∈
(

0,
π

2

)
далi фiксовано. Нехай орти нормалей до прямих S1 та S2 зорiєнтованi так, що

ν1 = (0, 1), а ν2 = (sin ξ,− cos ξ).
Нехай далi q1, q2 — деякi заданi дiйснi числа такi, що |q1| ≤ 1, |q2| ≤ 1. Знову позначимо

через g0(t, x, y) для t > 0, x ∈ R2, y ∈ R2 густину ймовiрностi переходу вiнерiвського
процесу в R2 i покладемо

G(t, x, y) = g0(t, x, y) +
q2 sign y2√

2πt
exp

{
−(y1 − x1)2

2t

}
1√
2πt

exp
{
−(|x2|+ |y2|)2

2t

}
.

Вiдомо (див. [5]), що G(t, x, y) є густиною ймовiрностi переходу узагальненого дифу-
зiйного процесу в R2 з одиничною матрицею дифузiї та вектором переносу ν1q2δS1(x).
Пiвгрупа операторiв, що вiдповiдає шуканому процесу, буде розшукуватися як розв’язок
рiвняння

u(t, x, ϕ) =
∫
R2

G(t, x, y)ϕ(y)dy + q1

t∫
0

dτ

∫
S2

G(t− τ, x, y)V (τ, y, ϕ)dσy. (8)
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Тут t > 0, x ∈ R2, ϕ — довiльна обмежена вимiрна функцiя на R2 з дiйсними значеннями,
u(t, x, ϕ) — шукана функцiя, а функцiя V (t, x, ϕ) визначається формулою

V (t, x, ϕ) =
1
2

[
∂u(t, x+, ϕ)

∂ν2
+
∂u(t, x−, ϕ)

∂ν2

]
i є розв’язком рiвняння

V (t, x, ϕ) =
∫
R2

∂G(t, x, y)
∂ν2(x)

ϕ(y)dy + q1

t∫
0

dτ

∫
S2

F (t− τ, x, y)V (τ, y, ϕ)dσy, (9)

де через
∂G(t, x, y)
∂ν2(x)

позначено похiдну в напрямку ν2 функцiї G(t, x, y) як функцiї аргу-

менту x,

F (t, x, y) =
q2|y1| sin ξ

πt2
I{x1y1>0} exp

{
−(y1 − x1)2

2t

}
exp

{
−(|x2|+ |y2|)2

2t

}
, (10)

I{x1y1>0} — iндикатор множини {x1y1 > 0}.(
При t > 0, x ∈ S0

2 покладено
∂u(t, x±, ϕ)

∂ν2
= lim

ε↓0

∂u(t, x± εν2, ϕ)
∂ν2

.

)
Позначимо через ξ0 величину гострого кута такого, що tg ξ0 =

|q1q2|
2

.

Лема 2. Нехай ξ > ξ0. Тодi рiвняння (9) має єдиний розв’язок в областi t > 0, x ∈ S0
2 ,

який може бути записаний у виглядi ряду

V (t, x, ϕ) =
∞∑
k=0

Vk(t, x, ϕ), (11)

члени якого задовольняють нерiвностi

|Vk(t, x, ϕ)| ≤ C‖ϕ‖√
t

(
|q1q2|
2π tg ξ

)k 1∫
0

exp
{
− x

2
1 tg2 ξ

t(1− θ)

}
(1− θ)−1fk(θ)dθ, (12)

якщо ξ ∈
(
ξ0,

π

4

)
, та

|Vk(t, x, ϕ)| ≤ C‖ϕ‖√
t

(
|q1q2| sin 2ξ

2π

)k 1∫
0

exp
{
− x2

1

2t(1− θ) cos2 ξ

}
×

× (1− θ)−1fk(θ)dθ, (13)

якщо ξ ∈
[π

4
,
π

2

)
, де

fk+1(θ) =
√
θ

1∫
0

fk(τ)
dτ

1− τθ
, k = 1, 2, . . . ,

f1(θ) =
1√
θ
.
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Доведення. Щоб довести iснування iнтегралiв у спiввiдношеннях (12) та (13) та збiж-

нiсть ряду (11), доведемо, що для довiльного ε > 0 iснує таке β ∈
(

0,
1
2

)
, що

fk(θ) ≤ Nβ
(π + ε)k

(1− θ)β
(14)

при всiх θ ∈ (0, 1), k = 2, 3, . . . , де Nβ — деяка додатна стала, що залежить вiд β.

Дiйсно, неважко показати, що для довiльного β ∈
(

0,
1
2

)
виконується нерiвнiсть

f2(θ) ≤ Nβ
(π + ε)2

(1− θ)β
, де Nβ =

ln 4 +
1
βe

(π + ε)2
.

Далi скористаємося iндукцiєю по k. Нехай нерiвнiсть (14) виконується для k = n. Тодi для
k = n+ 1 маємо

fn+1(θ) ≤ Nβ(π + ε)n
√
θ

1∫
0

dτ

(1− τ)β(1− τθ)
.

Пiсля замiни змiнних одержуємо

fn+1(θ) ≤
Nβ(π + ε)nθβ−1/2

(1− θ)β

θ
1−θ∫
0

dτ

(1 + τ)τβ
≤
Nβ(π + ε)n

(1− θ)β
π

sinπβ
.

Для довiльного ε > 0 покладемо β =
1
π

arcsin
π

π + ε
. Тодi β ∈

(
0,

1
2

)
i формула (14) вико-

нується.
Перейдемо тепер до доведення спiввiдношень (12) та (13). З формули (10) маємо

|F (t, x, y)| ≤ |q2||y1| sin ξ
πt2

I{x1y1>0} exp
{
−(x1 + y1)2 tg2 ξ

t

}
, (15)

якщо ξ ∈
(
ξ0,

π

4

)
,

|F (t, x, y)| ≤ |q2||y1| sin ξ
πt2

I{x1y1>0} exp
{
−(x1 + y1)2

2t cos2 ξ

}
, (16)

якщо ξ ∈
[π

4
,
π

2

)
.

Покладемо

V0(t, x, ϕ) =
∫
R2

∂G(t, x, y)
∂ν2(x)

ϕ(y)dy

i для k = 1, 2, . . .

Vk(t, x, ϕ) = q1

t∫
0

dτ

∫
S2

F (t− τ, x, y)Vk−1(τ, y, ϕ)dσy.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 1999, т. 2, № 4 445



Для V0(t, x, y) виконується оцiнка

|V0(t, x, y)| ≤ C‖ϕ‖t−1/2 (17)

з деякою сталою C.
Доведемо спiввiдношення (12) за iндукцiєю. Оцiнимо V1(t, x, ϕ), використавши нерiв-

нiсть (15):

|V1(t, x, ϕ)| ≤ |q1q2|
2π tg ξ

t∫
0

(t− θ)−1θ−1/2 exp
{
−x

2
1 tg2 ξ

(t− θ)

}
dθ =

=
|q1q2|

2π tg ξ
√
t

1∫
0

(1− θ)−1θ−1/2 exp
{
− x

2
1 tg2 ξ

t(1− θ)

}
dθ.

Отже, для k = 1 спiввiдношення (12) виконується. Припустимо, що воно виконується для
k = n. Тодi для Vn+1(t, x, ϕ) маємо

|Vn+1(t, x, ϕ)| ≤ C‖ϕ‖
(
|q1q2|
2π tg ξ

)n+1
t∫

0

dτ√
τ

∞∫
0

dy1
y1 sin ξ

π(t− τ)2 cos ξ
×

× exp
{
−(x2

1 + y2
1) tg2 ξ

t− τ

} 1∫
0

exp
{
− y2

1 tg2 ξ

τ(1− θ)

}
(1− θ)−1fn(θ)dθ =

=
C‖ϕ‖√

t

(
|q1q2|
2π tg ξ

)n+1
1∫

0

exp
{
− x

2
1 tg2 ξ

t(1− θ)

}
(1− θ)−1fn+1(θ)dθ.

Оцiнку (12) доведено. Як випливає з оцiнок (14), ряд (11) при ξ ∈
(
ξ0,

π

4

)
збiгається, якщо

|q1q2|(π + ε)
2π tg ξ

< 1.Нехай tg ξ =
|q1q2|

2
+α, α > 0.Тодi ряд (11) збiгається при ε ∈

(
0,

2πα
|q1q2|

)
.

З цих же оцiнок випливає єдинiсть розв’язку рiвняння (9) при ξ ∈
(
ξ0,

π

4

)
. Цiлком ана-

логiчно за допомогою нерiвностi (16) доводиться оцiнка (13). В цьому випадку ряд (11)

збiгається для всiх ξ ∈
[π

4
,
π

2

)
. Лему доведено.

Знайдений розв’язок рiвняння (9) пiдставимо в рiвняння (8) i визначимо тим самим
шукану функцiю u(t, x, ϕ).

Аналогiчно мiркуванням, викладеним у п. 2, доводиться iснування ймовiрностi перехо-
ду P (t, x, y) в R2, яка визначає деякий однорiдний процес Маркова i задовольняє рiвнiсть

u(t, x, ϕ) =
∫
R2

ϕ(y)P (t, x, dy).

Можна довести неперервнiсть цього процесу, а також пiдрахувати його дифузiйнi харак-
теристики.
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Цi мiркування завершують доведення такого твердження.

Теорема 2. Нехай S1 = {x ∈ R2 : x2 = 0}, S2 = {x ∈ R2 : x1 sin ξ − x2 cos ξ = 0} i

виконується умова tg ξ >
|q1q2|

2
. Тодi iснує неперервний процес Маркова, який є узагаль-

неним дифузiйним з одиничною матрицею дифузiї та вектором переносу ν1q2δS1(x) +
+ν2q1δS2(x).
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