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We construct a set of harmonic functions which satisfy the zero-Neumann condition on the spherical cap.
The functions can be used as a functional basis for getting approximate solutions of the boundary problems
in the liquid sloshing. The harmonic functions were derived by Kelvin inversion of auxiliary functions
which fulfill the corresponding boundary condition on an interval of the horizontal axis. The functions
were utilised for computing the natural sloshing frequencies in a spherical tank.

Построена система решений уравнения Лапласа, которые удовлетворяют условию непроте-
кания на сегменте сферической поверхности. Такие функции можно использовать в качестве
координатных функций для построения решений краевых задач, которые описывают динами-
ку идеальной жидкости, частично заполняемой сферическую полость. Получены эти функции
с помощью преобразования инверсии специальных решений уравнения Лапласа, которые удовле-
творяют соответствующему краевому условию на отрезке горизонтальной прямой. Постро-
енная система функций применена к определению частот собственных колебаний жидкости в
сферической полости.

1. Вступ. У роботi [1] запропоновано спосiб побудови частинних розв’язкiв рiвняння Лап-
ласа, якi задовольняють умову непротiкання

∂ϕ

∂n
= 0 на S0, (1)

де S0 — точки сферичної поверхнi

r2 + (z + 1)2 − 1 = 0, (2)

за винятком точки верхнього полюса сфери з координатами r0 = 0, z0 = 0.
В роботi [2] продовжено побудову таких функцiй та використано їх для побудови

розв’язкiв крайових задач гiдродинамiки iдеальної рiдини у сферичнiй порожнинi. Однак
недолiком побудованих у цих роботах функцiй є те, що вони задовольняють умову (1) в
усiх точках поверхнi S0.

У данiй роботi побудовано такi розв’язки рiвняння Лапласа, якi задовольняють умову
(1) лише на частинi областi S0, тобто на сегментi сферичної поверхнi (2) при z < h − 2,
де h набуває заданого значення в межах 0 < h < 2. Для цього використано побудованi
в роботi [3] спецiальнi розв’язки рiвняння Лапласа, що мають особливостi в деякiй точцi
областi i задовольняють вiдповiдну умову на вiдрiзку горизонтальної прямої. За допо-
могою перетворення iнверсiї цi функцiї перетворюються в функцiї, якi задовольняють
умову (1) лише на частинi областi S0.
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2. Перетворення iнверсiї в задачi про власнi коливання iдеальної рiдини в сферичнiй
порожнинi. Розглянемо крайову спектральну задачу з параметром у крайовiй умовi, яка
описує власнi коливання iдеальної рiдини, що частково заповнює сферичну порожнину
одиничного радiуса на висоту h:

4ϕ = 0 в Ω,
∂ϕ

∂n
= 0 на S0,

∂ϕ

∂z
= λϕ на Σ, (3)

де Ω : {r2 + (z + 1)2 − 1 < 0, z < h − 2, 0 ≤ θ < 2π} — область, заповнена рiдиною,
Σ : {z = h − 2, r < r0 =

√
2h− h2, 0 ≤ θ < 2π} — незбурена вiльна поверхня рiдини,

S : {r2 + z2 + 2z = 0, z < h − 2, 0 ≤ θ < 2π} — змочена тверда стiнка сферичної
порожнини, (r, z, θ) — цилiндрична система координат, початок якої вибрано у верхньому
полюсi сфери.

В роботi [3] для побудови розв’язкiв задачi (3) використано перетворення iнверсiї
областi, при якому, як вiдомо [4], iнверсованi функцiї задовольняють рiвняння Лапласа.
В данiй роботi також буде використано це перетворення в дещо змiненому виглядi. Роз-
глянемо перетворення iнверсiї областi Ω вiдносно сфери з центром у початку координат
i радiусом

a =
√
r20 + (2− h)2 =

√
h(2− h) + (2− h)2 =

√
2(2− h). (4)

Покажемо, що при такому виборi радiуса iнверсiї лiнiя перетину поверхонь Σ i S пе-
рейде сама в себе, а поверхня Σ — в поверхню S i навпаки, поверхня S перейде в Σ.

Перетворення iнверсiї має вигляд

r =
a2ξ

p2
, z =

a2η

p2
, де p2 = ξ2 + η2. (5)

Обернене перетворення має такий вигляд:

ξ =
a2r

R2
, η =

a2z

R2
, де R2 = r2 + z2 =

a4

p2
. (6)

Отже, сфера, яка в цилiндричних координатах задається рiвнянням

r2 + z2 + 2z = 0,

перетворюється у площину
a4

p2
+

2a2η

p2
= 0, η +

a2

2
= 0, або η + 2 − h = 0. Введемо

позначення для вiдстанi вiд вiльної поверхнi рiдини до центра iнверсiї

c = 2− h.

Тепер розглянемо обернене перетворення iнверсiї площини

z + c = 0,

a2η

p2
+ (2− h) = 0, 2(2− h)η + (2− h)(ξ2 + η2) = 0, ξ2 + η2 + 2η = 0,
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тобто площина iнверсується у сферу.
Доведемо тепер таку теорему.
Теорема. Нехай функцiя ϕ(r, z, θ) задовольняє в областi Ω рiвняння Лапласа

4ϕ ≡ 1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r

)
+
∂2ϕ

∂z2
+

1

r2
∂2

∂θ2
= 0 (в Ω) (7)

i крайовi умови

∂ϕ

∂n
+

1

2
ϕ = λ

c2

p2
ϕ (на S), (8)

R2∂ϕ

∂z
− cϕ = 0 при z + c = 0 (на Σ). (9)

Тодi функцiя

ψ(r, z, θ) =
c

R
ϕ

(
c2r

R2
,
c2z

R2
, θ

)
(10)

задовольняє в тiй же областi Ω рiвняння (7) i крайовi умови

∂ψ

∂n
= 0 (на S), (11)

∂ψ

∂z
− λψ = 0 при z + c = 0 (на Σ). (12)

Доведення. Обчислимо
∂ψ

∂n
на S на основi (10):

∂ψ

∂n
= − c

R3
(r cos(n, r) + z cos(n, z))ϕ+

c

R

(
∂ϕ

∂ξ

∂ξ

∂n
+
∂ϕ

∂η

∂η

∂n

)
,

де cos(n, r) = r, cos(n, z) = z + 1 — напрямнi косинуси зовнiшньої нормалi до S,

∂ξ

∂n
=

c2

R4
(z2 − r2)r − c2

R4
2zr(z + 1) =

c2

R4
(z2r − r3 − 2z2r − 2zr) =

=
c2

R4
(−r3 − z2r − 2zr) = −c

2r

R4
(r2 + z2 + 2z) = 0,

∂η

∂n
=

c2

R4
(−2zr · r) +

c2

R4
(r2 − z2)(z + 1) =

c2

R4
(−2zr2 + r2z + r2 − z3 − z2) =

=
c2

R4
(−zr2 − z3 − 2z2 + r2 + z2) =

c2

R2
,

∂ψ

∂n
= − c

R3
(r2 + z(z + 1))ϕ+

c3

R3

∂ϕ

∂η
=

cz

R3
ϕ+

c3

R3

∂ϕ

∂η
=

=
η

cR
ϕ+

c3

R3

∂ϕ

∂η
=

1

cR

(
ηϕ+

c4

R2

∂ϕ

∂η

)
=

1

cR

(
ηϕ+ p2

∂ϕ

∂n

)
= 0.
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Тепер обчислимо
∂ψ

∂z
− λψ на Σ на основi умови (8):

∂ψ

∂z
− λψ = − c

R3
zϕ+

c

R

(
∂ϕ

∂ξ

∂ξ

∂z
+
∂ϕ

∂η

∂η

∂z

)
− λ

R
cϕ =

= − η

cR
ϕ+

c

R

[
∂ϕ

∂ξ

(−2c2rz)

R4
+
∂ϕ

∂η

c2(r2 − z2)
R4

]
− λc

R
ϕ =

= − η

cR
ϕ+

1

cR

[
∂ϕ

∂ξ
(−2ξη) +

∂ϕ

∂η
(ξ2 − η2)

]
− λc

R
ϕ =

= − η

cR
ϕ− 2η

cR

[
∂ϕ

∂ξ
ξ +

∂ϕ

∂η
(η + 1)

]
− λc

R
ϕ =

= − 2η

cR

(
ϕ

2
+
∂ϕ

∂n
+
λc2

2η
ϕ

)
= − 2η

cR

(
ϕ

2
+
∂ϕ

∂n
− λc2

p2
ϕ

)
= 0.

Отже, функцiя ψ задовольняє умову (12).
Теорему доведено.
Таким чином, для того щоб побудувати функцiї ϕ(r, z, θ), якi задовольняють умову

(11), достатньо побудувати функцiї ϕ(r, z, θ), якi задовольняють умову (9), i скористатися
формулою (10).

Далi будемо розглядати розв’язки рiвняння (7), якi мають вигляд

ϕ(r, z, θ) = ϕ(m)(r, z) cosmθ,

де ϕ(m)(r, z) — розв’язки рiвняння

1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ(m)

∂r

)
+
∂2ϕ(m)

∂z2
− m2

r2
ϕ(m) = 0 (13)

в меридiальному перерiзi областi Ω, який позначимо через G, а L i Γ — меридiальнi пере-
рiзи поверхонь S i Σ вiдповiдно.

3. Розв’язки рiвняння (13), якi задовольняють умову (9) на всiй площинi z + c = 0,
при 0 ≤ r < ∞. У роботах [1, 2] побудовано розв’язки рiвняння (13), якi задовольняють
умову (9) при z = c = 1. Для довiльного значення c вони мають вигляд

ϕmk (r, z) = c(2k − 1)w
(m)
m+2k−2(r, z + c) + w

(m)
m+2k−1(r, z + c)−

− 2
m+ k

c
w

(m)
m+2k(r, z + c), k = 1, 2, . . . .

Тут w(m)
k (r, z) — однорiднi полiномiальнi розв’язки рiвняння (13), якi визначаються за до-

помогою рекурентних формул

w(m)
m (r, z) = rm, w

(m)
m+1(r, z) = zrm,

(k + 2m+ 1)w
(m)
m+k+1(r, z) = (2k + 2m+ 1)zw

(m)
m+k(r, z)− k(r2 + z2)w

(m)
m+k−1(r, z).
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У роботi [2] показано, що наведенi вище функцiї необхiдно доповнити при кожному
m функцiєю

ϕm0 (r, z) =
m∑

k=−1

bkc
kwmk (r, z),

де функцiї wmk i коефiцiєнти b(m)
k при k ≤ m визначаються таким чином:

wm0 (r, z) = −

(
−2
√
r2 + z2 + z

r

)m
, w

(m)
−1 (r, z) = −w

(m)
0 (r, z)

R
,

(k +m+ 1)w
(m)
k+1(r, z) = (2k + 1)zwmk − (k −m)(r2 + z2)wmk−1,

k = 0, 1, . . . ,m− 1,

bmm = 1, bmm−1 = − 1

2m
, b

(m)
k−1 = −2bk(k + 1)

k + 1
,

k = m− 1,m− 2, . . . , 0.

Функцiї, якi задовольняють умову (11), мають вигляд

ψm0 (r, z) =
c

R

m∑
k=−1

bkc
kw

(m)
k

(
c2r

R2
,
c2z

R2

)
=

c

R

m∑
k=−1

bkc
kwmk

( r

R2
,
z

R2

)
.

Враховуючи, що
1

R
wmk

( r

R2
,
z

R2

)
= wm−k−1(r, z), маємо

ψ
(m)
0 (r, z) =

0∑
k=−m−1

bm−k c
m−k+1w

(m)
k (r, z).

Функцiї ψ(m)
k (r, z) мають вигляд

ψ
(m)
k (r, z) =

c2

R
(2k + 1)w

(m)
m+2k−2

(
c2r

R2
,
c2z

R2
+ c

)
+

+
c

R
w

(m)
m+2k−1

(
c2r

R2
,
c2z

R2
+ c

)
− 2c(m+ k)

R
w

(m)
m+2k

(
c2r

R2
,
c2z

R2
+ c

)
.

4. Функцiї, якi задовольняють умову (11) на сегментi сфери. Перейдемо до побудови
функцiй, якi задовольняють умову (9) на деякому вiдрiзку 0 ≤ r < r0. Для цього вико-
ристаємо розв’язки рiвняння (13), якi побудованi в роботi [3], на основi їх зображення у
виглядi дiйсної та уявної частин функцiї

ϕ(r, z) =

π∫
0

f(iz + r0 + r cos t) cosmtdt, (14)
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де r0 > 0 — вiдстань вiд кутової точки областi G до осi симетрiї порожнини.
Для зручностi введемо позначення

u = iz + r0.

Вважаємо, що у формулi (14) функцiя f(u+ r cos t) дорiвнює ln(u+ r cos t)(u+ r cos t)k, та
позначимо через vmk (r, u) функцiї

vmk (r, u) =
2m

π

π∫
0

ln(u+ r cos t)(u+ r cos t)k cosmtdt,

а через smk (r, u) функцiї

smk (r, u) =
2m

π

π∫
0

(u+ r cos t)k cosmtdt.

Як випливає з iнтегральних зображень цих функцiй, для частинних похiдних цих функ-
цiй по змiнних u та r мають мiсце рекурентнi формули

∂smk
∂u

= ksmk−1, r
∂smk
∂r

= ksmk − uksmk−1, (15)

∂vmk
∂u

= kvmk−1 + smk−1, r
∂vmk
∂r

= kvmk − kuvmk−1 + smk − usmk−1. (16)

Диференцiюючи отриманi спiввiдношення по r i u, одержуємо рекурентнi спiввiдно-
шення для других похiдних вiд цих функцiй, а пiсля пiдстановки їх в рiвняння (13), яке
задовольняють функцiї vmk (r, u) i smk (r, u), — рекурентнi формули

(k2 −m2)smk − uk(2k − 1)smk−1 + (u2 − r2)k(k − 1)smk−2 = 0, (17)

(k2 −m2)vmk − uk(2k − 1)vmk−1 + (u2 − r2)k(k − 1)vmk−2 + 2ksmk −

− u(4k − 1)smk−1 + (u2 − r2)(2k − 1)s2k−2 = 0. (18)

Використовуючи формулу (17), рекурентну формулу (18) можна спростити i записати у
виглядi

[(k + 2)2 −m2]vmk+2 − u(k + 2)(2k + 3)vmk+1 + (u2 − r2)(k + 2)(k + 1)vmk +

+
m2(2k + 3)− (k + 2)2

(k + 1)(k + 2)
smk+2 +

k + 2

k + 1
smk+1 = 0.

Запишемо функцiю ϕ∗
k(r, z) у такому виглядi:

ϕ∗
k(r, z) = d0Re vmk (r, u) + d1Re vmk+1(r, u) + d2Im vmk+1(r, u) + d3Re vmk+2(r, u)+

+ d4Re smk+1(r, u) + d5Im smk+1(r, u) + d6Re smk+2(r, u),
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де u = i(z + c) + r0, dk — невiдомi константи.
Якщо z = −c, то u = r0, а функцiя Im vmk (r, r0) = 0 при r < r0, оскiльки в iнтегрально-

му зображеннi функцiї vmk (r, r0) пiдiнтегральна функцiя при r ≤ r0 i довiльному значеннi t
набуває дiйсних значень. Це ж можна сказати i про уявну частину функцiї smk (r, r0), тобто
Im smk (r, r0) = 0 при r ≤ r0.

Обчислимо частиннi похiднi вiд функцiй smk (r, i(z+c)+r0) i vmk (r, i(z+c)+r0) по змiннiй
z при z = −c та r ≤ r0 :

∂smk (r, i(z + c) + r0)

∂z

∣∣∣∣
z=−c

= ksmk−1(r, r0) · i,

∂vmk (r, i(z + c) + r0)

∂z

∣∣∣∣
z=−c

= (kvmk−1(r, r0) + smk−1(r, r0))i.

Iз наведених вище формул випливає

∂

∂z
(Re smk )|z=−c = −kIm (smk ) = 0,

∂

∂z
(Im smk )|z=−c = kRe (smk ),

∂

∂z
(Re vmk )|z=−c = −k Im vmk−1 − Im smk−1 = 0,

∂

∂z
(Im vmk )|z=−c = kRe vmk−1 + Re smk−1.

Правi частини цих формул залежать вiд r та r0, i вони справджуються при r ≤ r0.
Пiдставимо функцiю ϕ∗

k(r, z) у крайову умову (9) iз урахуванням наведених вище спiв-
вiдношень:

c[d0 Re vmk (r, r0) + d1 Re vmk+1(r, r0) + d3 Re vmk+2(r, r0)+

+ d4 Re smk+1(r, r0) + d6 Re smk+2(r, r0)]− (c2 + r2)[d2(k + 1) Re vmk+1(r, r0)+

+ d2 Re smk + d5(k + 1) Re smk (r, r0)] = 0.

Оскiльки Im smk (r, r0) = 0 i Im vmk (r, r0) = 0 при r ≤ r0, то пiсля згрупування подiбних
членiв можна записати одержане рiвняння у виглядi

[cd0 − (c2 + r2)d2(k + 1)]vmk (r, r0)− (c2 + r2)(d2 + d5(k + 1))smk (r, r0) + cd1v
m
k+1(r, r0)+

+ cd3v
m
k+2(r, r0) + cd4s

m
k+1 + cd6s

m
k+2(r, r0) = 0.

Порiвняємо наведене рiвняння iз рекурентною формулою (18), яка при u = r0 наби-
рає вигляду

[(k + 2)2 −m2]vmk+2(r, r0)− r0(k + 2)(2k + 3)vmk+1(r, r0) + (r20 − r2)(k + 2)(k + 1)vmk (r, r0)+

+
(2k + 3)m2 − (k + 2)2

(k + 1)(k + 2)
smk+2(r, r0) + r0

k + 2

k + 1
smk+1 = 0.
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Вiдношення мiж коефiцiєнтами при однакових функцiях повиннi бути однаковими. Отже,

d3
(k + 2)2 −m2

=
d1

−r0(k + 2)(2k + 3)
=
d0 − c2d2(k + 1)

r20(k + 1)(k + 2)
=

=
d2(k + 1)

(k + 1)(k + 2)
=

d4(k + 1)

−(k + 2)r0
=

d6(k + 1)(k + 2)

(2k + 3)m2 − (k + 2)2
,

d2 + d5(k + 1) = 0, cd0 − c2d2(k + 1) = r20d2(k + 1), d0 = (c2 + r20)d2(k + 1).

Оскiльки коефiцiєнти dk визначаються з точнiстю до сталого множника, то покладемо
d0 = c2 + r2. Тодi

d2 =
c

k + 1
, d4 =

r0d2
k + 1

=
r0

(k + 1)2
, d5 = − d2

k + 1
= − c

(k + 1)2
,

d1 = −r0(2k + 3)

k + 1
, d3 =

(k + 2)2 −m2

(k + 1)(k + 2)
, d6 =

(2k + 3)m2 − (k + 2)2

(k + 1)2(k + 2)2
.

В результатi одержимо

ϕ∗
k (r, z) = (c2 + r20) Re vmk (r, u)− r0(2k + 3)

k + 1
Re vmk+1(r, u)+

+
c

k + 1
Im vmk+1(r, u) +

(k + 2)2 −m2

(k + 1)(k + 2)
Re vmk+2(r, u)+

+
r0

(k + 1)2
Re smk+1(r, u) +

c

(k + 1)2
Im smk+1(r, u)+

+
(2k + 3)2m2 − (k + 2)2

(k + 1)2(k + 2)2
Re sk+2(r, u), де u = i(z + c) + z0.

Цю формулу можна записати ще в такому виглядi:

ϕ∗
k(r, z) = Re

[
(c2 + r20)vmk (r, u)− r0(2k + 3) + ic

k + 1
vmk+1(r, u) +

(k + 2)2 −m2

(k + 1)(k + 2)
vmk+2(r, u) +

+
r0 + ic

(k + 1)2
smk+1(r, u) +

(2k + 3)m2 − (k + 2)2

(k + 1)2(k + 2)2
sk+2(r, u)

]
, u = i(z + c) + r0.

При m = 1 ця функцiя набирає вигляду

ϕ∗
k(r, z) = Re

[
(c2 + r20)v∗k(r, u)− r0(2k + 3) + ic

k + 1
vmk+1(r, u) +

k + 3

k + 2
vmk+2(r, u) +

+
r0 + ic

(k + 1)2
smk+1(r, u)− 1

(k + 2)2
smk+2(r, u)

]
, де u = i(z + c) + r0.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2015, т . 18, N◦ 3



РОЗВ’ЯЗКИ РIВНЯННЯ ЛАПЛАСА, ЯКI ЗАДОВОЛЬНЯЮТЬ УМОВУ . . . 321

Функцiя ψ∗
k(r, z), яка задовольняє умову (11) на S, має вигляд

ψ∗
k(r, z) =

c

R
Re

[
(c2 + r20)v∗k(ξ, u1)−

r0(2k + 3) + ic

k + 1
vmk+1(ξ, u1) +

+
k + 3

k + 2
vmk+2(ξ, u1) +

r0 + ic

(k + 1)2
smk+1(ξ, u1)−

− 1

(k + 2)2
smk+2(ξ, u1)

]
,

де

u1 = i

(
c2z

R2
+ c

)
+ r0, ξ =

c2r

R2
.

Обчислимо похiдну по z вiд функцiї ψ∗
k(r, z):

∂ψ∗
k

∂z
= − z

R2
ψ∗
k +

c

R

∂ψ∗
k

∂ξ

∂ξ

∂z
+
c

R

∂ψk
∂u1

∂u1
∂η

∂η

∂z
,

∂ξ

∂z
= −2c2rz

R4
,

∂u1
∂η

= i,
∂η

∂z
=
c2(r2 − z2)

R4
.

Для обчислення похiдних
∂ψ∗

k

∂ξ
i
∂ψ∗

k

∂u1
використаємо рекурентнi формули для похiдних (15)

i (16).
Функцiї ϕ∗

k(r, z) в сукупностi з функцiями ϕmk (r, z) використано в якостi координатних
функцiй при реалiзацiї варiацiйного методу розв’язування задачi. При врахуваннi трьох
функцiй ϕm0 (r, z) i вiд чотирьох до десяти функцiй ϕ∗

0(r, z) при m = 1 одержано величини
для перших двох власних значень задачi (3) (див. таблицю).

h λ1 λ2 λ1 λ2 N N1

0,5 1,207717 5,496884 1,207717 5,496884 3 4

0,75 1,356965 5,257182 1,356965 5,257182 3 4

1,0 1,560157 5,275546 1,560157 5,275546 3 4

1,25 1,859132 5,583088 1,859132 5,583088 3 5

1,5 2,362244 6,373042 2,362244 6,373042 3 6

1,75 3,500317 8,531005 3,500317 8,530989 3 10

В четвертому i п’ятому стовпчиках наведено першi два значення задачi, одержанi iн-
шим методом в роботi [3]. Як видно iз таблицi, цi значення майже скрiзь однаковi, хоча
в роботi [3] використано до 36 координатних функцiй. У шостому i сьомому стовпчиках
наведено кiлькiсть врахованих функцiй ϕmk (r, z) i ϕ∗

k(r, z). Побудованi тут функцiї ϕ∗
k(r, z)

i ψ∗
k(r, z) можна використати i при розв’язуваннi iнших задач динамiки рiдини у сферичнiй

порожнинi, в тому числi i нелiнiйних задачах.
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