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For a system of neutral type differential-difference equations we propose an approximation with a systems
of ordinary differential equations. We prove that this procedure converges, and estimate the rate of conver-
gence.

Построена схема аппроксимации системы дифференциально-разностных уравнений нейтраль-
ного типа системами обыкновенных дифференциальных уравнений. Исследованы условия схо-
димости схемы аппроксимации.

Вступ. Наближення диференцiальних рiвнянь iз запiзненням системами звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь вивчались у працях [1 – 4]. Такий пiдхiд дозволяє використати мето-
ди дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь для рiвнянь iз запiзненням. Точнiсть
наближення на скiнченному iнтервалi досягається за рахунок пiдвищення розмiрностi
апроксимуючої системи звичайних диференцiальних рiвнянь.

Вiдзначимо роботу [5], де розглянуто схему апроксимацiї диференцiального рiвняння
нейтрального типу iз використанням апроксимацiї Паде для функцiї ex. При цьому точ-
нiсть апроксимацiї встановлено тiльки у просторах достатньо гладких функцiй.

У данiй роботi будемо дослiджувати схему апроксимацiї системи диференцiально-рiз-
ницевих рiвнянь нейтрального типу за Хейлом у просторах неперервних та кусково-непе-
рервних функцiй.

1. Постановка задачi. Нехай n, p — деякi натуральнi числа, a, T — заданi дiйснi числа,
a < T . Розглядатимемо систему диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу

d

dt

[
x(t)−

p∑
i=1

Ai(t)x(t− τi)

]
= f(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp)), (1)

t ∈ [a, T ], p ≥ 1,

де x ∈ Rn, τi, i = 1, p, — запiзнення, 0 < τ1 < . . . < τp = τ ; Ai(t), i = 1, p, — неперервнi на
[a, T ] (n × n)-матричнi функцiї; f(t, u0, . . . , up) — неперервна вектор-функцiя, визначена
для t ∈ [a, T ], ui ∈ Rn, i = 0, p.

Будемо розглядати для x ∈ Rn норму ||x|| =
n∑

i=1

|xi|, а для (n × n)-матрицi A задамо

норму ||A|| = max
i

n∑
j=1

|aij |, що узгоджена iз векторною нормою.
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Припустимо, що для системи (1) виконуються умови:

1)
p∑

i=1

||Ai(t)|| ≤ r < 1, t ∈ [a, T ];

2) функцiя f задовольняє умову Лiпшиця

||f(t, u′0, . . . , u
′
p)− f(t, u′′0, . . . , u

′′
p)|| ≤

p∑
i=0

Li||u′i − u′′i ||,

де Li > 0, u′i, u′′i ∈ Rn, i = 0, p, ||f(t, u0, . . . , up)|| = max
t

n∑
j=1

|fj(t, u0, . . . , up)|.

Нехай ϕ(t) — задана на [a−τ, a] неперервна функцiя. Розв’язком початкової задачi для
системи (1) будемо називати [6] неперервну на [a−τ, T ] функцiю x(t), яка збiгається з ϕ(t)

на [a− τ, a], задовольняє (1) на [a, T ] i рiзниця x(t)−
p∑

i=1

Ai(t)x(t− τi) є диференцiйовною.

2. Апроксимацiя елемента запiзнення. Розглянемо m елементiв запiзнення, що пород-
женi деякою вхiдною функцiєю x(t) i послiдовно з’єднанi мiж собою:

y1(t) = x
(
t− τ

m

)
, y2(t) = x

(
t− 2τ

m

)
, . . . , ym(t) = x(t− τ), x ∈ Rn, t ∈ [a, T ].

Поставимо їм у вiдповiднiсть послiдовнiсть аперiодичних ланок, що описуються систе-
мою звичайних диференцiальних рiвнянь вигляду [2]

τ

m

dz1(t)
dt

+ z1(t) = x(t),
τ

m

dzi(t)
dt

+ zi(t) = zi−1(t), i = 2,m, t ∈ [a, T ], (2)

zi(a) = x

(
a− iτ

m

)
, i = 1,m, (3)

де x(t) — вхiдна функцiя першого елемента запiзнення. Будемо дослiджувати вiдхилення
мiж функцiями yi(t) та zi(t), t ∈ [a, T ], i = 1,m, в залежностi вiд гладкостi функцiї x(t).

Зазначимо, що систему (2), (3) дослiджено в [2] у випадку, коли функцiя x(t) скалярна i
задовольняє умову Лiпшиця або має обмежену сталою M похiдну на [a− τ, T ]. При цьому

|zi(t)− yi(t)| ≤
2Mτ√

m
, t ∈ [a, T ], i = 1,m. (4)

Випадок, коли x(t) ∈ C[a − τ, T ], розглянуто в роботах [3, 4]. Там встановлено, що в
цьому випадку справджуються нерiвностi

|zi(t)− yi(t)| ≤ 2
(

Kτ√
m

+ ω
(
x,

τ

m

))
, t ∈ [a, T ], i = 1,m,

де стала K > 0 не залежить вiд m, а ω
(
x,

τ

m

)
= max
|t′−t′′|< τ

m
,t′,t′′∈[a−τ,T ]

|x(t′)−x(t′′)|— модуль

неперервностi функцiї x(t) на [a− τ, T ] [7].
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Дослiдимо точнiсть апроксимацiї елементiв запiзнення у випадку, коли вхiдна функцiя
x : [a− τ, T ] → Rn в cистемi (2), (3) є неперервною та кусково-неперервною.

Нехай x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), zi(t) = (zi1(t), . . . , zin(t)), i = 1,m. Тодi система (2), (3)
в координатнiй формi має вигляд

τ

m

dz1j(t)
dt

+ z1j(t) = xj(t),

τ

m

dzij(t)
dt

+ zij(t) = zi−1,j(t), i = 2,m, j = 1, n, t ∈ [a, T ],

zij(a) = xj

(
a− iτ

m

)
, i = 1,m, j = 1, n.

Розглянемо спочатку випадок, коли вхiдна функцiя x(t), t ∈ [a − τ, T ], є кусково-
неперервною. Введемо згладженi функцiї

xhj(t) =
1
2h

t+h∫
t−h

xj(s)ds, t ∈ [a− τ, T ], j = 1, n

(функцiї xj(t) продовжуємо нулем поза [a − τ, T ]). Вiдомо [7], що якщо q ≥ 1 i x(t) ∈
∈ Lq[a− τ, T ], то

lim
h→0

T∫
a−τ

|xhj(t)− xj(t)|qdt = 0, j = 1, n. (5)

Позначимо

αj(h) =

T∫
a−τ

|xhj(t)− xj(t)|dt, j = 1, n.

Iз спiввiдношень (5) випливає, що αj(h) → 0, j = 1, n, при h → 0.
Якщо в системi (2), (3) вважати, що xj(t) = x

(1)
j (t)+x

(2)
j (t), де x

(1)
j (t) = xhj(t), j = 1, n,

то внаслiдок її лiнiйностi розв’язок буде сумою функцiй, якi є розв’язками таких систем:

τ

m

dz
(1)
1j (t)
dt

+ z
(1)
1j (t) = x

(1)
j (t),

τ

m

dz
(1)
ij (t)
dt

+ z
(1)
ij (t) = z

(1)
i−1,j(t), i = 2,m, j = 1, n, t ∈ [a, T ],

z
(1)
ij (a) = xj

(
a− iτ

m

)
, i = 1,m, j = 1, n;
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τ

m

dz
(2)
1j (t)
dt

+ z
(2)
1j (t) = x

(2)
j (t),

τ

m

dz
(2)
ij (t)
dt

+ z
(2)
ij (t) = z

(2)
i−1,j(t), i = 2,m, j = 1, n, t ∈ [a, T ],

z
(2)
ij (a) = 0, i = 1,m, j = 1, n.

Таким чином, враховуючи зображення функцiї x(t) у виглядi суми двох доданкiв, має-
мо

T∫
a

|zij(t)− yij(t)|dt ≤
T∫

a

|z(1)
ij (t) + z

(2)
ij (t)− y

(1)
ij (t)− y

(2)
ij (t)|dt ≤

≤
T∫

a

|z(1)
ij (t)− y

(1)
ij (t)|dt +

T∫
a

|z(2)
ij (t)|dt +

T∫
a

|y(2)
ij (t)|dt, (6)

i = 1,m, j = 1, n.

Для оцiнки величини |z(1)
ij (t)−y

(1)
ij (t)|можна застосувати нерiвнiсть (4), оскiльки x

(1)
j (t),

j = 1, n, — неперервнi функцiї. Для другого i третього доданкiв у правiй частинi нерiв-
ностi (6), як i в працi [8], використовуючи спiввiдношення (5), легко отримати оцiнки

T∫
a

|z(2)
ij (t)|dt ≤ αj(h) i

T∫
a

|y(2)
ij (t)|dt ≤ αj(h), i = 1,m, j = 1, n.

Отже, при h =
τ

m
маємо

T∫
a

|zij(t)− yij(t)|dt ≤ 2(T − a)
(

Kjτ√
m

+ ω
(
x

(1)
j ,

τ

m

))
+ 2αj

( τ

m

)
, (7)

i = 1,m, j = 1, n.

Додаючи нерiвностi (7) та позначаючи

K = max
j

Kj , ω
( τ

m

)
= max

j
ω

(
x

(1)
j ,

τ

m

)
, α

( τ

m

)
= max

j
αj

( τ

m

)
,

дiстаємо

n∑
j=1

T∫
a

|zij(t)− yij(t)|dt ≤ 2n(T − a)
(

Kτ√
m

+ ω
( τ

m

)
+ α

( τ

m

))
, i = 1,m.
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Зазначимо, що оскiльки функцiї x
(1)
j (t), j = 1, n, t ∈ [a − τ, T ] є неперервними, то

згiдно з теоремою Кантора [7] lim
m→∞

ω
( τ

m

)
= 0. iз останньої нерiвностi одержуємо оцiнки

апроксимацiї елемента запiзнення для кусково-неперервної вхiдної функцiї.
Якщо ж вхiдна функцiя x : [a − τ, T ] → Rn є неперервною, то аналогiчно можна

дiстати оцiнку

n∑
j=1

|zij(t)− yij(t)| ≤ 2n

(
Kτ√

m
+ ω

( τ

m

))
, i = 1,m, t ∈ [a, T ].

Пiдсумуємо наведенi вище мiркування про апроксимацiю елементiв запiзнення у виг-
лядi такого твердження.

Теорема 1. Нехай вхiдна функцiя x(t), t ∈ [a−τ, T ], в системi (2) є кусково-неперервною.
Тодi для розв’язкiв задачi Кошi (2), (3) справджуються нерiвностi

T∫
a

n∑
j=1

|zij(t)− yij(t)|dt ≤ 2n(T − a)
(

Kτ√
m

+ ω
( τ

m

)
+ α

( τ

m

))
, i = 1,m.

Якщо ж вхiдна функцiя x(t), t ∈ [a− τ, T ], є неперервною, то

||zi(t)− yi(t)|| ≤ 2n

(
Kτ√

m
+ ω

( τ

m

))
, i = 1,m, t ∈ [a, T ].

3. Схема апроксимацiї системи нейтрального типу. При виконаннi припущень 1, 2
розв’язок системи (1) з неперервною на [a−τ, a] початковою функцiєю ϕ(t) iснує i єдиний
[6], однак його знаходження в аналiтичному виглядi можливе лише у найпростiших ви-
падках, а для наближеного знаходження немає ефективних алгоритмiв. Розглянемо схе-
му знаходження його наближень за допомогою розв’язкiв задачi Кошi для послiдовностi
систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Нехай m ∈ N . Визначимо функцiї zj(t), j = 0,m, як розв’язки системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

d

dt

[
z0(t)−

p∑
i=1

Ai(t)zli(t)

]
= f(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t)),

(8)
dzj(t)

dt
=

m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, t ∈ [a, T ],

з початковими умовами

zj(a) = ϕ

(
a− τj

m

)
, j = 0,m, (9)
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де iндекси lj однозначно визначаються нерiвностями

τ lj
m

≤ τj <
τ

m
(lj + 1).

Будемо говорити, що система звичайних диференцiальних рiвнянь (8) апроксимує сис-
тему рiвнянь нейтрального типу (1), якщо виконуються спiввiдношення∥∥∥∥x

(
t− τj

m

)
− zj(t)

∥∥∥∥ → 0, j = 0,m, t ∈ [a, T ], при m → ∞.

де || · || — норма у просторi Rn.
Розглянемо питання про близкiсть розв’язкiв початкової задачi для системи нейтраль-

ного типу (1) та розв’язкiв задачi Кошi (8), (9).
Нехай

Nj(t) = max
a≤s≤t

n∑
i=1

∣∣∣∣xi

(
s− τj

m

)
− zji(s)

∣∣∣∣ , j = 0,m.

Подамо zij(t), i = 1,m, j = 1, n, у виглядi суми z
(1)
ij (t) + z

(2)(t)
ij , де z

(1)
ij (t) i z

(2)
ij (t) є

розв’язками таких задач Кошi:

τ

m

dz
(1)
1j (t)
dt

+ z
(1)
1j (t) = xj(t),

τ

m

dz
(1)
ij (t)
dt

+ z
(1)
ij (t) = z

(1)
i−1,j(t), i = 2,m, j = 1, n,

z
(1)
ij (a) = xj

(
a− iτ

m

)
, i = 1,m, j = 1, n;

τ

m

dz
(2)
1j (t)
dt

+ z
(2)
1j (t) = zi0(t)− xj(t),

τ

m

dz
(2)
ij (t)
dt

+ z
(2)
ij (t) = z

(2)
i−1,j(t), i = 2,m, j = 1, n,

z
(2)
ij (a) = 0, i = 1,m, j = 1, n.

Тодi, як i в [3, 9], можна показати, що виконуються нерiвностi

Nj(t) ≤ β
( τ

m

)
+ N0(t), j = 1,m, (10)
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де β
( τ

m

)
= nKω

( τ

m

)
, ω

( τ

m

)
= max

j
ω

(
xj ,

τ

m

)
, K > 0.

Для оцiнки рiзницi ||x(t) − z0(t)|| запишемо рiвняння (1) та (8) у еквiвалентнiй iнтег-
ральнiй формi [

x(t)−
p∑

i=1

Ai(t)x(t− τi)

]
−

[
x(a)−

p∑
i=1

Ai(a)x(a− τi)

]
=

=

t∫
a

f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))ds, t ∈ [a, T ],

[
z0(t)−

p∑
i=1

Ai(t)zli(t)

]
−

[
z0(a)−

p∑
i=1

Ai(a)zli(a)

]
=

=

t∫
a

f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))ds, t ∈ [a, T ].

Враховуючи властивiсть 2, нерiвнiсть (10) та теорему 1, для t ∈ [a, T ] маємо

||x(t)− z0(t)|| ≤
p∑

i=1

||Ai(t)||||x(t− τi)− zli(t)||+

+
p∑

i=1

||Ai(a)||
∥∥∥∥x(a− τi)− ϕ

(
a− liτ

m

)∥∥∥∥+

+

t∫
a

||f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))− f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))||ds ≤

≤
p∑

i=1

||Ai(t)||
(
N0(t) + β

( τ

m

)
+ nω

( τ

m

))
+

p∑
i=1

||Ai(a)||nω
( τ

m

)
+

+

t∫
a

[
L0N0(s) +

p∑
i=1

(
LiN0(s) + β

( τ

m

)
+ nω

( τ

m

))]
ds ≤

≤ N0(t)r +
(
β

( τ

m

)
+ 2nω

( τ

m

))
r + p(T − a)

(
β

( τ

m

)
+ nω

( τ

m

))
+

+
p∑

i=0

Li

t∫
a

N0(s)ds.
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На пiдставi властивостi 1 отримуємо

N0(t) ≤ β∗
( τ

m

)
+ L∗

t∫
a

N0(s)ds,

де

β∗
( τ

m

)
=

1
1− r

((
β

( τ

m

)
+ 2nω

( τ

m

))
r + p(T − a)

(
β

( τ

m

)
+ nω

( τ

m

)))
,

L∗ =
1

1− r

p∑
i=0

Li.

Застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла, одержуємо

N0(t) ≤ β∗
( τ

m

)
eL∗

, t ∈ [a, T ],

де lim
m→∞

β∗
( τ

m

)
= 0.

Звiдси дiстаємо наступне твердження.

Теорема 2. Нехай для системи (1) справджуються умови 1, 2. Тодi розв’язок зада-
чi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь (8), (9) апроксимує розв’язок
початкової задачi для системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу
(1) при m → ∞ i t ∈ [a, T ].
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