
УДК 519.624.2

ТОЧНI I НАБЛИЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ СПЕКТРАЛЬНИХ ЗАДАЧ

ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО ОПЕРАТОРАШРЬОДIНГЕРА

З ПОЛIНОМIАЛЬНИМПОТЕНЦIАЛОМ У R
k, k ≥ 2

В. Л. Макаров

Iн-т математики НАН України

вул. Терещенкiвська, 3, Київ, 01004, Україна

e-mail: makarov@imath.kiev.ua

We consider spectral problems for a Schrödinger operator with polynomial potentials on R
k, k ≥ 2. By

using a functional-discrete (FD-) method and the computer algebra system Maple, we find exact values

of a number of smallest eigenvalues for potentials of a particular form. In the case where the traditional

FD-method is divergent (the degree of the polynomial potential exceeds 2 in any variable) we propose a

modification of the method, which is rather effective for the class of problems under consideration. The

obtained theoretical results are illustrated with numerical examples.

Розглянуто спектральнi задачi для оператора Шрьодiнгера з полiномiальними потенцiалами у
R

k, k ≥ 2, i за допомогою функцiонально-дискретного (FD-) методу та системи комп’ютерної
алгебри Maple знайдено ряд точних найменших власних значень для потенцiалiв конкретного
вигляду. У випадку, коли традицiйний FD-метод є розбiжним (степiнь полiномiального потен-

цiалу хоча б по однiй iз незалежних змiнних перевищує 2), запропоновано його модифiкацiю, яка
виявилася досить ефективною для розглядуваного класу задач. Отриманi теоретичнi резуль-

тати проiлюстровано на чисельних прикладах.

1. Вступ. Проблемi знаходження точних i наближених розв’язкiв спектральних задач для

оператораШрьодiнгера з полiномiальним потенцiалом присвячено багато робiт (див. [1 –

4] i наведену там бiблiографiю). Але у цих роботах, крiм роботи [5], автори розгляда-

ли або одновимiрний випадок, або такi, якi за рахунок симетрiї зводились до звичайного

диференцiального оператора i саме його дослiджували в [4]. У данiй роботi розгляну-

то суттєво двовимiрний та тривимiрний випадки оператора Шрьодiнгера з полiномiаль-

ним потенцiалом. Для потенцiалiв конкретного вигляду за допомогою функцiонально-

дискретного (FD-) методу (варiанту методу гомотопiй [6, 7]) i системи комп’ютерної

алгебри (с. к. а.) Maple знайдено ряд точних найменших власних значень. При цьому до-

ведено, що вiдносно власних функцiй метод є збiжним, а вiдносно власних значень —

експоненцiально збiжним. У випадку, коли традицiйний FD-метод є розбiжним (степiнь

полiномiального потенцiалу хоча б по однiй iз змiнних перевищує 2), запропоновано його

модифiкацiю, яка виявилася досить ефективною для розглядуваного класу задач. Суттє-

ву роль у данiй роботi вiдiграло систематичне застосування символьної алгоритмiзацiї

FD-методу. Першими роботами з цiєю iдеологiєю були [8 – 11], якi показали її перспек-

тивнiсть.

Робота складається iз вступу i шести пунктiв. Пункти 2 – 4 присвячено знаходженню

точних найменших власних значень у двовимiрному випадку за допомогою найпростiшо-

го варiанту FD-методу. Результати цих пунктiв частково було анонсовано у статтi [12]. У

пунктi 5 наведено умови iснування точних розв’язкiв спектральних задач для оператора
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Шрьодiнгера з полiномiальним потенцiалом у двовимiрному випадку, а також сформу-

льовано гiпотезу про збiжнiсть та розбiжнiсть FD-методу в залежностi вiд значень кое-

фiцiєнтiв полiномiального потенцiалу та його степенiв по обох змiнних.Вiрогiднiсть гiпо-

тези проiлюстровано чисельними прикладами. Пункт 6 присвячено знаходженню точних

розв’язкiв розглядуваного класу спектральних задач у тривимiрному випадку.Завершаль-

ний пункт 7 мiстить виклад модифiкованого FD-методу, коли найпростiший його варiант

є розбiжним.

2. Двовимiрний випадок n = 0. Розглянемо спектральну задачу

∂2u(x, y)

∂x2
+

∂2u(x, y)

∂y2
+
(

λ − x2 − y2 − q(x, y)
)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R
2, (1)

∫∫

R2

u2(x, y)dxdy < ∞.

При q(x, y) ≡ 0 розв’язок задачi (1) має вигляд

un(x, y) = exp

(

−x2

2
− y2

2

)

Hn1(x)Hn2(y), λn = 2n, n1 + n2 = n,

i власнi функцiї мiстять окремий випадок полiномiв Ермiта вiд двох змiнних (див. форму-

лу (10) у [13, с. 273]).

У цьому пунктi розглянемо задачу (1) при

q(x, y) = xy (2)

i для знаходження її точного розв’язку застосуємо найпростiший варiант FD-методу [14,

15] (варiант методу гомотопiї) у поєднаннi з аналiтикою, пов’язаною з початковою зада-

чею (1). Випадок такого потенцiалу у роботi [5] не розглядався. Зауважимо, що замiною

незалежних змiнних задачу (1) можна звести до такої, де змiннi роздiляються.Але метою

даної статтi є розробка обґрунтованого символьного алгоритму для одержання точного

або наближеного (з гарантованою точнiстю) розв’язку розглядуваної задачi у суто дво-

вимiрному випадку, що i буде наведено нижче у цьому пунктi та у пунктах 3, 4.

Наближення до розв’язку задачi (1), (2) (до власної пари λn, un(x, y)) згiдно з FD-

методомm-го рангу шукаємо у виглядi усiчених рядiв

m
λn =

m
∑

j=0

λ(j)
n ,

m
un(x, y) =

m
∑

j=0

u(j)n (x, y),

члени яких λ
(j)
n та u

(j)
n (x, y) знаходяться iз наведеної нижче рекурентної послiдовностi за-

дач (3) – (6).Введену в даному пунктi термiнологiюбудемо використовувати далi в роботi.

За базову вiзьмемо задачу

∂2u
(0)
n (x, y)

∂x2
+

∂2u
(0)
n (x, y)

∂y2
+
(

λ(0)
n − x2 − y2

)

u(0)n (x, y) = 0, (x, y) ∈ R
2, (3)
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власнi функцiї якої виражаються через полiноми Ермiта

u(0)n (x, y) = exp

(

−x2

2
− y2

2

)

Hn1(x)Hn2(y) ≡ hn1,n2(x, y), n1 + n2 = n, (4)

з вiдповiдними власними значеннями

λ(0)
n = 2(n1 + n2) + 2. (5)

У цьому пунктi будемо розглядати випадок n = 0. Тодi рекурентна схема FD-методу з

q̄(x, y) ≡ 0 матиме вигляд

∂2u
(j+1)
0 (x, y)

∂x2
+

∂2u
(j+1)
0 (x, y)

∂y2
−
(

x2 + y2
)

u
(j+1)
0 (x, y) =

= −
j
∑

p=0

λ
(j+1−p)
0 u

(p)
0 (x, y) + xyu

(j)
0 (x, y) ≡ F

(j+1)
0 (x, y), (6)

(x, y) ∈ R
2, j = 0, 1, . . . .

Iз використанням рекурентного спiввiдношення для полiномiв Ермiта [13]

xHn(x) =
1

2
Hn+1(x) + nHn−1(x)

доводиться наступне твердження про зображення розв’язку кожної iз задач (6).

Лема 1. Для розв’язку задачi (6) має мiсце зображення

u
(j)
0 (x, y) =

j
∑

k=0

j
∑

s=0

a
(j)
k,shk,s(x, y), a

(j)
0,0 = δ0,j . (7)

Пiдстановка (7) у (6) приводить до спiввiдношень

−
j+1
∑

k=0

j+1
∑

s=0

a
(j+1)
k,s (2k + 2s)hk,s = −

j
∑

p=0

λ
(j+1−p)
0

p
∑

k=0

p
∑

s=0

a
(p)
k,shk,s+

+

j
∑

k=0

j
∑

s=0

a
(j)
k,s

(

1

4
hk+1,s+1 +

1

2
khk−1,s+1 +

1

2
shk+1,s−1 + kshk−1,s−1

)
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або, пiсля нескладних перетворень,

−
j+1
∑

k=0

j+1
∑

s=0

a
(j+1)
k,s (2k + 2s)hk,s = −

j
∑

k=0

j
∑

s=0

hk,s

j
∑

p=max(k,s)

a
(p)
k,sλ

(j+1−p)
0 +

+
1

4

j+1
∑

k=1

j+1
∑

s=1

a
(j)
k−1,s−1hk,s +

1

2

j−1
∑

k=0

j+1
∑

s=1

a
(j)
k+1,s−1(k + 1)hk,s+

+
1

2

j+1
∑

k=1

j−1
∑

s=0

a
(j)
k−1,s+1(s+ 1)hk,s +

j−1
∑

k=0

j−1
∑

s=0

a
(j)
k+1,s+1(k + 1)(s+ 1)hk,s. (8)

З (8), прирiвнюючи до нуля коефiцiєнт у правiй частинi при h0,0, безпосередньо знаходи-

мо

λ
(j+1)
0 = a

(j)
1,1. (9)

Подальший аналiз (8) показує, що правильними є спiввiдношення

a
(2j)
2k+1,2s+1 = 0, a

(2j−1)
2k,2s = 0, k, s = 0, 1, . . . , j − 1, (10)

якi дозволяють провести уточнення формули (9), а саме,

λ
(2j)
0 = a

(2j−1)
1,1 , λ

(2j−1)
0 = 0, j = 1, 2, . . . .

Замiнивши j на 2j − 1 у (8) та використавши формули (10), будемо мати

−
j
∑

k=0

j
∑

s=0

a
(2j)
2k,2s(4k + 4s)h2k,2s = −

j−1
∑

k=0

j−1
∑

s=0

h2k,2s

j−1
∑

p=max(k,s)

a
(2p)
2k,2sλ

(2j−2p)
0 +

+
1

4

j
∑

k=1

j
∑

s=1

a
(2j−1)
2k−1,2s−1h2k,2s +

1

2

j−1
∑

k=0

j
∑

s=1

a
(2j−1)
2k+1,2s−1(2k + 1)h2k,2s+

+
1

2

j
∑

k=1

j−1
∑

s=0

a
(2j−1)
2k−1,2s+1(2s+ 1)h2k,2s+

+

j−1
∑

k=0

j−1
∑

s=0

a
(2j−1)
2k+1,2s+1(2k + 1)(2s+ 1)h2k,2s, (11)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т . 21, N◦ 1



70 В. Л. МАКАРОВ

звiдки випливають спiввiдношення

a
(2j−1)
1,2j−1 = −8ja

(2j)
0,2j , j = 1, 2, . . . ,

1

4
a
(2j−1)
2j−1,2j−1 = −8ja

(2j)
2j,2j , j = 1, 2, . . . ,

(12)

−4(k + s)a
(2j)
2k,2s = −

j−1
∑

p=max(k,s)

a
(2p)
2k,2sλ

(2j−2p)
0 +

1

4
a
(2j−1)
2k−1,2s−1 +

(2s+ 1)

2
a
(2j−1)
2k−1,2s+1+

+
(2k + 1)

2
a
(2j−1)
2k+1,2s−1 + (2k + 1)(2s+ 1)a

(2j−1)
2k+1,2s+1, k, s = 1, 2, . . . , j − 1,

−2

j−1
∑

p=s

a
(2p)
0,2sλ

(2j−2p)
0 + a

(2j−1)
1,2s−1 + 2(2s+ 1)a

(2j−1)
1,2s+1 + 8sa

(2j)
0,2s = 0, s = 1, 2, . . . , j − 1.

Замiнивши j на 2j у (8) та використавши формули (10), отримаємо

−
j
∑

k=0

j
∑

s=0

a
(2j+1)
2k+1,2s+1(4k + 4s+ 4)h2k+1,2s+1 =

= −
j
∑

k=1

j
∑

s=1

h2k−1,2s−1

j
∑

p=max(k,s)

a
(2p−1)
2k−1,2s−1λ

(2j−2p+2)
0 +

+
1

4

j
∑

k=0

j
∑

s=0

a
(2j)
2k,2sh2k+1,2s+1 +

1

2

j
∑

k=1

j
∑

s=0

a
(2j)
2k,2s2kh2k−1,2s+1+

+
1

2

j
∑

k=0

j
∑

s=1

a
(2j)
2k,2s2s h2k+1,2s−1 +

j
∑

k=1

j
∑

s=1

a
(2j)
2k,2s(2k2s)h2k−1,2s−1,

звiдки випливають спiввiдношення

−4(2j + 1)a
(2j+1)
2j+1,2j+1 =

1

4
a
(2j)
2j,2j , j = 0, 1, . . . ,

−4(k + s − 1)a
(2j+1)
2k−1,2s−1 = −

j
∑

p=max(k,s)

a
(2p−1)
2k−1,2s−1λ

(2j−2p+2)
0 +

1

4
a
(2j)
2k−2,2s−2+

+ka
(2j)
2k,2s−2 + sa

(2j)
2k−2,2s + 4ksa

(2j)
2k,2s, k, s = 1, 2, . . . , j, (13)

j
∑

s=1

[

8(j + s)a
(2j+1)
2j+1,2s−1 +

1

2
a
(2j)
2j,2s−2 + 2sa

(2j)
2j,2s−2

]

= 0, s = 1, 2, . . . .
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Експерименти iз с. к. а. Maple дали можливiсть визначити такi аналiтичнi формули:

λ
(2j)
0 = a

(2j−1)
1,1 = − (4j − 3)!!

(2j)! 24j−1
,

a
(2j)
2,0 = a

(2j)
0,2 =

(4j − 1)!!

(2j + 1)!24j+2
,

a
(2j+1)
1,3 = a

(2j+1)
3,1 = −(4j + 1)!!

(2j + 3)!

j

24j+4
,

(14)

a
(2j)
2j−2k,2j = a

(2j)
2j,2j−2k =

1

k!(2j − 2k)!28j−k
, k = 0, 1, . . . , j,

a
(2j)
2j−2,2j−2 =

j + 1

(2j − 3)!28j−3
, a

(2j)
2j−4,2j−2 =

−124j2 + 17j + 90

3!(2j − 3)!28j−2
,

a
(2j+1)
2j+1−2k,2j+1 = a

(2j+1)
2j+1,2j+1−2k = − 1

k!(2j + 1 − 2k)!28j+4−k
, k = 0, 1, . . . , j,

a
(2j+1)
2j−1,2j−1 = − 2j + 3

(2j − 2)!28j+2
, a

(2j+1)
2j−3,2j−1 = a

(2j+1)
2j−1,2j−3 = −28j2 + 31j − 30

3!(2j − 2)!28j+2
.

Повернемось до задачi (1), (2), розв’язок якої будемо шукати у виглядi

u(x, y) =

∞
∑

k=0

∞
∑

s=0

ak,shk,s(x, y), a0,0 = 1. (15)

Проведенi експерименти свiдчать про те, що FD-метод є збiжним i збiгається до подвiй-

ного ряду (15). Свiдченням цього є поведiнка норми нев’язки

‖rm‖ =





m
∑

k,s=0

(

∂2rm
∂hk,x∂hs,y

)2

2k+sk!s!





1/2

, (16)

значення якої для рiзних рангiвm наведено у табл. 1.При цьому в (16) нев’язка FD-методу

m-го рангу має вигляд

rm(x, y) =
m
∑

k=0

m
∑

s=0

(

−2k − 2s − 2 +
m
λ0

)

×

×

m
∑

j=max(k,s)

a
(j)
k,shk,xhs,y −

m
∑

k=0

m
∑

s=0

(

−2k − 2s − 2 +
m
λ0

)

×

×

m
∑

j=max(k,s)

a
(j)
k,s

(

1

2
hk+1,x + khk−1,x

) (

1

2
hs+1,y + s hs−1,y

)

, (17)

hk,s(x, y) = hk,xhs,y.
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Таблиця 1

m ‖rm‖

2 0.7077888940e−1

4 0.1432863914e−1

8 0.7108095428e−3

16 0.2179064344e−5

32 0.4470184458e−9

Наведемо деякi формули, якi вдається одержати граничним переходом з використан-

ням (14):

λ0 =

∞
∑

j=0

λ
(2j)
0 = 2 +

∞
∑

j=1

λ
(2j)
0 = 2 +

∞
∑

j=1

a
(2j−1)
1,1 = 2 −

∞
∑

j=1

(4j − 3)!!

(2j)! 24j−1
=

√
2 +

√
6

2
,

a2,0 = a0,2 =
∞
∑

j=1

a
(2j)
2,0 =

∞
∑

j=1

a
(2j)
0,2 =

∞
∑

j=1

(4j − 1)!!

(2j + 1)!24j+2
=

1

4
(−1 −

√
2 +

√
6), (18)

a1,3 = a3,1 =
∞
∑

j=1

a
(2j−1)
1,3 =

∞
∑

j=1

a
(2j−1)
3,1 = −

∞
∑

j=1

(4j + 1)!!

(2j + 3)!

(2j − 1)!!

(2j − 1)!

j!

23j+5
=

=
1

8

(

8 + 3
√
2 − 5

√
6
)

.

Значення нескiнченних сум у (18) знайдено за допомогою с. к. а. Maple. Покладемо у (13)

k = s = 1, тодi матимемо

a
(2j)
2,2 =

1

4



−4a
(2j+1)
1,1 +

j
∑

p=1

a
(2p−1)
1,1 λ

(2j−2p+2)
0 − a

(2j)
2,0 − a

(2j)
0,2





або, з урахуванням (18),

a
(2j−2)
2,2 = − (4j − 5)!!

(2j − 1)!24j−1
+

(4j − 3)!!

(2j)!24j−1
+

j−1
∑

s=1

(4s − 3)!!

(2s)!

(4j − 4s − 3)!!

(2j − 2s)!24j
, j = 2, 3, . . . . (19)

Звiдси, пiдсумовуючи обидвi частини по j вiд 2 до∞ за допомогою с. к. а. Maple, знаходи-

мо

a2,2 =
∞
∑

j=1

a
(2j)
2,2 =

1

16

(

57 − 14
√
2 − 18

√
6 + 4

√
3
)

. (20)
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Слiд зазначити, що за допомогою методу твiрних функцiй для суми, що входить у форму-

лу (19), можна одержати зображення

j−1
∑

s=1

(4s − 3)!!

(2s)!

(4j − 4s − 3)!!

(2j − 2s)!24j
=

1

(j − 1)!

dj−1

dzj−1

[

z−2

(

−4 +

√

4 − 2
√
z +

√

4 + 2
√
z

)2
]

z=0

.

Замiнивши у (12) k = s = 1, отримаємо

a
(2j−1)
3,3 =

1

9



−8a
(2j)
2,2 +

j−1
∑

p=1

a
(2p)
2,2 λ

(2j−2p)
0 − 1

4
a
(2j−1)
1,1 − 3a

(2j−1)
3,1



 . (21)

Пiдсумуємо обидвi частини (21) по j вiд 1 до ∞ i врахуємо (20). В результатi будемо мати

a3,3 =

∞
∑

j=1

a
(2j−1)
3,3 =

1

9

(

−8a2,2 + a2,2λ0 − 1

4
a1,1 − 3a3,1

)

= −113

24
+

103

96

√
2 +

53

32

√
6 −

√
3

2
.

Покладемо в (13) k = 1, s = 2 i перейдемо до границi при j, що прямує до ∞. Тодi

прийдемо до формули

a4,0 + 4a4,2 =
1

32

(

−240 − 37
√
2 − 8

√
3 + 125

√
6
)

.

Одержати аналогiчнi формули для кожного з a4,0, a4,2 подiбною технiкою не вдається.

Задача зводиться до наступної: знайти невiдомi рацiональнi коефiцiєнти лiнiйних ком-

бiнацiй елементiв
{

1,
√
2,

√
3,

√
6
}

у зображеннях a4,0, a4,2, якщо вiдомо зображення їх

лiнiйної комбiнацiї, а також вiдомо для кожного з них як завгодно точнi наближення,

одержанi за допомогою FD-методу. Розв’язок сформульованої задачi має вигляд

a4,2 =
1

128

(

127
√
6 − 39

√
2 − 4

√
3 − 249

)

,

a4,0 = a0,4 =
1

32

(

9 + 2
√
2 − 4

√
3 − 2

√
6
)

.

Справедливою є така теорема.

Теорема 1. FD-метод для задачi (1), (2) щодо власної пари (λ0, u0(x, y)) є збiжним, а

вiдносно власного значення λ0 — експоненцiально збiжним i у границi дає точне власне

значення

λ0 =

√
2 +

√
6

2

з оцiнкою точностi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ0 −
m
∑

j=1

λ
(2j)
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ e2

3
√
2π

1

4m
√
m+ 1

. (22)
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Вiдповiдна точна власна функцiя має вигляд

u0(x, y) = exp

(

−
√

2 +
√
3

4

(

x2 + y2
)

−
√

2 −
√
3

2
xy

)

N0,

N0 = 2
√
2
[√

6 +
√
2 +

√
3 + 2

]−1/2
.

(23)

Доведення. Формули (11) є правильними при будь-яких значеннях j = 1, 2, . . . . По-

кладемо у другiй iз формул (13) k = s = 1 i скористаємось методом твiрних функцiй. З

цiєю метою помножимо обидвi частини одержаної рiвностi на zj i пiдсумуємо по j вiд 1
до ∞. В результатi для лiвої частини одержимо вираз

L1,1 = −4





∞
∑

j=0

zja
(2j+1)
1,1 − a

(1)
1,1



 = −4
(

f1,1(z) − a
(1)
1,1

)

=

= −4

{

−1

z

(

2 −
√

1 −
√
z

2
−
√

1 +

√
z

2

)

+
1

16

}

, (24)

а для правої — такий:

R1,1 = −z
∞
∑

j=1

zj−1
j
∑

p=1

a
(2p−1)
1,1 λ

(2j−2p+2)
0 + 2z

∞
∑

j=1

zj−1a
(2j)
2,0 + 4z

∞
∑

j=1

zj−1a
(2j)
2,2 =

= −z [f1,1(z)]
2 + 2zf2,0(z) + 4zf2,2(z).

Можна переконатись, що справджуються формули

f2,0(z) = − 1

4z
−

√

1 −
√
z
2

2 z3/2
+

√

1 +
√
z
2

2z3/2
,

f2,2(z) =
1

16z5/2

[

56
√
z + z3/2 − 32

√
z

(
√

1 −
√
z

2
+

√

1 +

√
z

2

)

+ 8

√

z
(

1 − z

4

)

+

+ 4z

(
√

1 −
√
z

2
−
√

1 +

√
z

2

)]

,

якi разом з (20) приводять до спiввiдношень

L1,1 = −4(f1,1(z) − a
(1)
1,1) = −4

{

−1

z

(

2 −
√

1 −
√
z

2
−
√

1 +

√
z

2

)

+
1

16

}

,

R1,1 = −z[f1,1(z)]
2 + 2zf2,0(z) + 4zf2,2(z).
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Оскiльки рекурентнi формули (12), (13) разом з початковими умовами

λ
(0)
0 = 0, a

(0)
0,0 = 1

однозначно визначають усi послiдовностi

λ
(2j)
0 , a

(2j)
2k,2s, a

(2j−1)
2k−1,2s−1, j = 1, 2, . . . ,

i, зокрема,

a
(2j)
2,2 , a

(2j)
2,0 , a

(2j−1)
1,1 , j = 1, 2, . . . ,

то перша та друга формули з (14) i формула (19) є правильними для всiх j.
Нами вже доведено, що ряди

∞
∑

j=1

λ
(2j)
0 =

∞
∑

j=1

a
(2j−1)
1,1 , a2,0 = a0,2 =

∞
∑

j=1

a
(2j)
2,0 =

∞
∑

j=1

a
(2j)
0,2

є збiжними. Припустимо за iндукцiєю, що всi ряди

∞
∑

j=1

a
(2j−1)
2p+1,2t+1 ∀p ≤ k − 1 ∀t ≤ s − 1,

∞
∑

j=1

a
(2j)
2p,2t ∀p ≤ k ∀t ≤ s, p+ t > 0,

збiгаються. У третiй iз формул (12) замiнимо j на j + 1, тодi, використавши припущення

iндукцiї, неважко показати, що з (12) та (13) випливає збiжнiсть рядiв

∞
∑

j=1

a
(2j+1)
2k±1,2s±1,

∞
∑

j=1

a
(2j+2)
2k+1±1,2s+1±1.

Отже, збiжнiсть FD-методу доведено. Експоненцiальна збiжнiсть вiдносно власного

значення λ0 випливає з оцiнки (22), яка досить просто одержується з використанням пер-

ших формул з (14), (18). Формула (23) встановлюється за допомогою с. к. а. Maple.

Теорему 1 доведено.

3. Двовимiрний випадок n = 1. У цьому випадку у базової задачi

∂2u(0)(x, y)

∂x2
+

∂2u(0)(x, y)

∂y2
+
(

2 − x2 − y2
)

u(0)(x, y) = 0, (x, y) ∈ R
2,

∫∫

R2

[

u(0)(x, y)
]2

dxdy < ∞

власне значення λ
(0)
1 = 2 є двократним i йому вiдповiдає власна функцiя вигляду

u
(0)
1 (x, y) = a

(0)
1,0h1,0(x, y) + a

(0)
0,1h0,1(x, y).
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Тут сталi a
(0)
1,0 i a

(0)
0,1 визначаються на першому кроцi FD-методу, тобто пiд час символьного

розв’язування задачi

∂2u
(j+1)
1 (x, y)

∂x2
+

∂2u
(j+1)
1 (x, y)

∂y2
+
(

2 − x2 − y2
)

u
(j+1)
1 (x, y) =

= −
j
∑

p=0

λ
(j+1p)
1 u

(p)
1 (x, y) + xyu

(j)
1 (x, y) ≡ F

(j+1)
1 (x, y),

(25)

(x, y) ∈ R
2, j = 0, 1, . . . ,

при j = 0. Перед тим як це здiйснити зауважимо, що кратнiсть власних значень базової

задачi при побудовi та дослiдженнi традицiйного алгоритму FD-методу для задачi Штур-

ма –Лiувiлля на скiнченному промiжку розглядалась у роботах [16, 17]. У випадку, який

розглядається, з точки зору алгоритму, як буде показано нижче, все вiдбувається значно

простiше та прозорiше.

Отже, маємо

F
(1)
1 (x, y) = −λ

(1)
1 a

(0)
1,0h1,0(x, y) − λ

(1)
1 a

(0)
0,1h0,1(x, y) +

1

4
a
(0)
1,0h2,1(x, y)+

+
1

2
a
(0)
1,0h0,1(x, y) +

1

4
a
(0)
0,1h1,2(x, y) +

1

2
a
(0)
0,1h1,0(x, y). (26)

Оскiльки права частина (26) не повинна залежати вiд H1(x)H0(y) i H0(x)H1(y), то ця ви-

мога приводить до однорiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

−λ
(1)
1 a

(0)
1,0 +

1

2
a
(0)
0,1 = 0,

1

2
a
(0)
1,0 − λ

(1)
1 a

(0)
0,1 = 0,

розв’язками якої є

λ
(1)
±1 = ±

1

2
, u

(0)
±1(x, y) = h1,0(x, y)± h0,1(x, y),

a
(0)
1,0 = 1, a

(0)
0,1 = ±1.

Лема 2. Для розв’язку задачi (25) має мiсце структурне зображення

u
(j+1)
1 (x, y) =

j+2
∑

k=0

j+2
∑

s=0

a
(j)
k,shk,s, a

(j)
0,1 = a

(j)
1,0 = 0. (27)
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Пiдстановка (27) у (25) приводить до спiввiдношень

−
j+2
∑

k=0

j+2
∑

s=0

a
(j+1)
k,s (2k + 2s − 2)hk,s = −

j
∑

p=0

λ
(j+1−p)
1

p+1
∑

k=0

p+1
∑

s=0

γ
(p)
k,sa

(p)
k,shk,s+

+

j+1
∑

k=0

j+1
∑

s=0

γ
(j)
k,sa

(j)
k,s

(

1

4
hk+1,s+1 +

1

2
khk−1,s+1 +

1

2
shk+1,s−1 + kshk−1,s−1

)

,

γ
(p)
k,s = (1 − δk,1δs,0)(1 − δk,0δs,1)(1 − δp,0) + δp,0(1 − δk,s),

де δi,j — символ Кронекера. Пiсля очевидних перетворень маємо

−
j+2
∑

k=0

j+2
∑

s=0

a
(j+1)
k,s (2k + 2s − 2)hk,s = −

j+1
∑

k=0

j+1
∑

s=0

hk,s

j
∑

p=max(max(k,s)−1,0)

γ
(p)
k,sa

(p)
k,sλ

(j+1−p)
1 +

+
1

4

j+2
∑

k=1

j+2
∑

s=1

γ
(j)
k−1,s−1a

(j)
k−1,s−1hk,s +

1

2

j
∑

k=0

j+2
∑

s=1

γ
(j)
k+1,s−1a

(j)
k+1,s−1(k + 1)hk,s+

+
1

2

j+2
∑

k=1

j
∑

s=0

γ
(j)
k−1,s+1a

(j)
k−1,s+1(s+ 1)hk,s +

j
∑

k=0

j
∑

s=0

γ
(j)
k+1,s+1a

(j)
k+1,s+1(k + 1)(s+ 1)hk,s.

(28)

Прирiвюючи до нуля коефiцiєнти при h1,0 i h0,1 у правiй частинi (28), одразу знаходимо

λ
(j+1)
1 =

2a
(j)
2,1

a
(0)
1,0

=
2a

(j)
1,2

a
(0)
0,1

,

λ
(0)
±1 = 2,

(29)

λ
(2j−1)
1 = λ

(2j−1)
−1 = − (4j − 5)!!

(2j − 1)!24j−3
, λ

(2j)
1 = λ

(2j)
−1 = − (4j − 3)!!

(2j)!24j−2
,

λ
(2j−1)
2 = λ

(2j−1)
+1 =

(4j − 5)!!

(2j − 1)!24j−3
, λ

(2j)
2 = λ

(2j)
+1 = − (4j − 3)!!

(2j)!24j−2
, j = 0, 1, . . . .

Справедливою є така теорема.

Теорема 2. FD-метод для задачi (1), (2) щодо власних пар (λ1, u1(x, y)), (λ2, u2(x, y))
є збiжним, а вiдносно власних значень λ1, λ2 — експоненцiально збiжним i у границi дає

точнi власнi значення

λ1 =
3
√
2 +

√
6

2
, λ2 =

√
2 + 3

√
6

2
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з оцiнками його точностi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ1 −
2m
∑

j=1

λ
(j)
−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
√

2

π

1

4m
√

(m+ 1/2)3
,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ2 −
2m
∑

j=0

λ
(j)
+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 3√
2π

1

4m+1
√

(m+ 1/2)3
.

Доведення. За допомогою (29) одержуємо нерiвностi

∣

∣

∣

∣

λ
(2j+1)
−1

4j + 1

(2j + 2)2

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
λ
(2j+2)
−1

∣

∣

∣
<
∣

∣

∣
λ
(2j+1)
−1

∣

∣

∣
,

∣

∣

∣λ
(2j+1)
−1

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣λ
(2j−1)
−1

∣

∣

∣

(4j − 3)(4j − 1)

(2j)(2j + 1)24
<

1

4

∣

∣

∣λ
(2j−1)
−1

∣

∣

∣ ≤ . . . ≤ 1

4j−m

∣

∣

∣λ
(2m+1)
−1

∣

∣

∣ ,

якi приводять до оцiнки

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ1 −
2m
∑

j=1

λ
(j)
−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2
∞
∑

j=m

∣

∣

∣
λ
(2j+1)
−1

∣

∣

∣
≤ 8

3

∣

∣

∣
λ
(2m+1)
−1

∣

∣

∣
. (30)

Оцiнка

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ2 −
2m
∑

j=0

λ
(j)
+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ λ
(2m+1)
+1 (31)

є очевидною. Використовуючи класичну формулу Стiрлiнга (див. [18, с. 59])

n! =
√
2πn

(n

e

)

e
θ

12n , 0 < θ < 1,

одержуємо

λ
(2m+1)
+1 =

∣

∣

∣
λ
(2m+1)
−1

∣

∣

∣
≤ 3

22j+2
√

2π(j + 1/2)3
,

що разом з (30), (31) доводить справедливiсть твердження теореми.

4. Двовимiрний випадок n = 2. У цьому випадку власне значення λ
(0)
2 = 4 базової

задачi

∂2u(0)(x, y)

∂x2
+

∂2u(0)(x, y)

∂y2
+
(

4 − x2 − y2
)

u(0)(x, y) = 0, (x, y) ∈ R
2,

∫∫

R2

[

u(0)(x, y)
]2

dx dy < ∞
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є трикратним i йому вiдповiдає власна функцiя вигляду

u
(0)
2 (x, y) = a

(0)
2,0h2,0(x, y) + a

(0)
1,1h1,1(x, y) + a

(0)
0,2h0,2(x, y).

Тут сталi a
(0)
2,0, a

(0)
1,1, a

(0)
0,2 визначаються на першому кроцi FD-методу, тобто пiд час символь-

ного розв’язування задачi

∂2u
(j+1)
2 (x, y)

∂x2
+

∂2u
(j+1)
2 (x, y)

∂y2
+
(

4 − x2 − y2
)

u
(j+1)
2 (x, y) =

= −
j
∑

p=0

λ
(j+1−p)
2 u

(p)
2 (x, y) + xyu

(j)
2 (x, y) ≡

≡ F
(j+1)
2 (x, y),

(32)

(x, y) ∈ R
2, j = 0, 1, . . . ,

при j = 0. Тодi маємо

F
(1)
2 (x, y) = −l

(1)
2

(

a
(0)
2,0h2,0(x, y) − a

(0)
1,1h1,1(x, y) − a

(0)
0,2h0,2(x, y)

)

+

+
1

4
a
(0)
2,0h3,1(x, y) + a

(0)
2,0h1,1(x, y) +

1

4
a
(0)
1,1h2,2(x, y)+

+
1

2
a
(0)
1,1h2,0(x, y) +

1

2
a
(0)
1,1h0,2(x, y) + a

(0)
1,1h0,0(x, y)+

+
1

4
a
(0)
0,2h1,3(x, y) + a

(0)
0,2h1,1(x, y).

Оскiльки права частина (26) не повинна залежати вiд h2,0(x, y), h1,1(x, y) i h0,2(x, y), то ця
вимога приводить до однорiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

− l
(1)
2 a

(0)
2,0 +

1

2
a
(0)
1,1 = 0,

a
(0)
2,0 − l

(1)
2 a

(0)
2,0 + a

(0)
0,2 = 0,

1

2
a
(0)
1,1 − l

(1)
2 a

(0)
0,2 = 0,

розв’язками якої є

l
(1)
2 = −1, u

(0)
3 (x, y) = h2,0(x, y) − 2h1,1(x, y) + h0,2(x, y),

a
(0)
2,0 = 1, a

(0)
1,1 = −2, a

(0)
0,2 = 1,
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l
(1)
2 = 0, u

(0)
4 (x, y) = h2,0(x, y) − h0,2(x, y),

a
(0)
2,0 = 1, a

(0)
1,1 = 0, a

(0)
0,2 = −1,

l
(1)
2 = 1, u

(0)
5 (x, y) = h2,0(x, y) + 2h1,1(x, y) + h0,2(x, y),

a
(0)
2,0 = 1, a

(0)
1,1 = 2, a

(0)
0,2 = 1.

Лема 3. Для розв’язку задачi (32) має мiсце структурне зображення

u
(j+1)
2 (x, y) =

j+3
∑

k=0

j+3
∑

s=0

a
(j+1)
k,s hk,s(x, y), a

(j+1)
2,0 = a

(j+1)
1,1 = a

(j+1)
0,2 = 0. (33)

Обмежимось випадком застосування FD-методу до знаходження четвертого власного

значення, оскiльки для третього i п’ятого власних значень не вдається одержати аналiтич-

нi вирази точних власних значень, хоча сам метод для них є збiжним.

Пiдстановка (33) у (32) приводить до спiввiдношень

−
j+3
∑

k=0

j+3
∑

s=0

a
(j+1)
k,s (2k + 2s − 4)hk,s = −

j
∑

p=0

λ
(j+1−p)
4

p+2
∑

k=0

p+2
∑

s=0

γ
(p)
k,sa

(p)
k,shk,s+

+

j+2
∑

k=0

j+2
∑

s=0

γ
(j)
k,sa

(j)
k,s

(

1

4
hk+1,s+1 +

1

2
khk−1,s+1 +

1

2
shk+1,s−1 + kshk−1,s−1

)

,

γ
(p)
k,s = (1 − δk,2δs,0)(1 − δk,1δs,1)(1 − δk,0δs,2)(1 − δp,0) + δp,0(1 − δk,s).

Пiсля очевидних перетворень маємо

−
j+3
∑

k=0

j+3
∑

s=0

a
(j+1)
k,s (2k + 2s − 4)hk,s = −

j+2
∑

k=0

j+2
∑

s=0

hk,s

j
∑

p=max(max(k,s)−2,0)

γ
(p)
k,sa

(p)
k,sλ

(j+1−p)
4 +

+
1

4

j+3
∑

k=1

j+3
∑

s=1

γ
(j)
k−1,s−1a

(j)
k−1,s−1hk,s +

1

2

j+1
∑

k=0

j+3
∑

s=1

γ
(j)
k+1,s−1a

(j)
k+1,s−1(k + 1)hk,s+

+
1

2

j+3
∑

k=1

j+1
∑

s=0

γ
(j)
k−1,s+1a

(j)
k−1,s+1(s+ 1)hk,s +

j+1
∑

k=0

j+1
∑

s=0

γ
(j)
k+1,s+1a

(j)
k+1,s+1(k + 1)(s+ 1)hk,s.

(34)

Прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при h2,0, h1,1 i h0,2 у правiй частинi (34), одразу знахо-

димо

λ
(2j)
4 =

1

2
a
(2j−1)
1,1 + 3a

(2j−1)
3,1 = −1

2
a
(2j−1)
1,1 − 3a

(2j−1)
1,3 = −3(4j − 3)!!

(2j)!24j−1
,

λ
(0)
4 = 4, λ

(2j−1)
4 = 0, j = 1, 2, . . . .
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Справедливою є така теорема.

Теорема 3. FD-метод для задачi (1), (2) щодо власної пари (λ4, u4(x, y)) є збiжним, а

вiдносно власного значення λ4 — експоненцiально збiжним i у границi дає точне власне

значення

λ4 =
3
√
2 + 3

√
6

2

з оцiнкою його точностi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ4 −
m
∑

j=1

λ
(2j)
4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∞
∑

j=m+1

∣

∣

∣
λ
(2j)
4

∣

∣

∣
≤
√

2

π

1

4m+1
√

(m+ 1)3

(

1 +
9

16(m+ 1)

)

.

Аналiз результатiв обчислень за допомогою с. к. а. Maple дозволив сформулювати

гiпотезу

λ
(j)
3 =

(2j − 3)!!(2 + (−1)j)

j!2(4j−3+(−1)j)/2
,

яку вдалось строго довести i одержати граничним переходом (комп’ютерним) точне влас-

не значення

λ3 =
∞
∑

j=0

λ
(j)
3 =

5
√
2 +

√
6

2
.

Слiд зауважити, що власне значення λ
(0)
2 базової задачi, починаючи з j = 1, розгалуджу-

ється на три гiлки i лема 3 про зображення поправок до власних функцiй вiдноситься

лише до другої гiлки, яка приводить до точного четвертого власного значення.Що стосу-

ється першої та третьої гiлок, то тут потрiбно зробити уточнення леми 3, а саме, повиннi

виконуватись спiввiдношення

a
(j+1)
2,0 = a

(j+1)
0,2 , a

(j+1)
1,1 = ±2a

(j+1)
2,0 , (35)

де знак плюс вiдповiдає першiй гiлцi, а знак мiнус — третiй. Довiльну сталу a
(j+1)
2,0 ви-

значаємо у такий спосiб: у виразi для F
(j+2)
2 (x, y) прирiвнюємо до нуля коефiцiєнти при

h2,0(x, y), h1,1(x, y), h0,2(x, y). Одержуємо систему рiвнянь

−λ
(j+2)
3 − λ

(1)
3 a

(j+1)
2,0 + 3a

(j+1)
3,1 +

1

2
a
(j+1)
1,1 = 0,

2λ
(j+2)
3 + a

(j+1)
2,0 + a

(j+1)
1,1 + a

(j+1)
0,2 + 4a

(j+1)
2,2 +

1

4
a
(j+1)
0,0 = 0, (36)

−λ
(j+2)
3 − λ

(1)
3 a

(j+1)
0,2 + 3a

(j+1)
1,3 +

1

2
a
(j+1)
1,1 = 0.

Додаємо до другого з рiвнянь (36) подвоєне перше, враховуючи коефiцiєнтну симетрiю

та спiввiдношення (35). Одержуємо рiвняння, з якого знаходимо

a
(j+1)
2,0 = −1

8

(

4a
(j+1)
2,2 +

1

4
a
(j+1)
0,0 + 6a

(j+1)
1,3

)

,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2018, т . 21, N◦ 1



82 В. Л. МАКАРОВ

що, у свою чергу, приводить до формули

λ
(j+2)
3 = 2a

(j+1)
2,0 + 3a

(j+1)
3,1 = −1

4

(

4a
(j+1)
2,2 +

1

4
a
(j+1)
0,0 − 6a

(j+1)
1,3

)

.

Зауваження 1. Проведений аналiз знайдених точних власних значень дозволив знайти

для них аналiтичнi формули при всiх n = 0, 1, . . . . Цi власнi значення, пронумерованi у

порядку зростання їх величин, мають вигляд

λn(n+1)
2

=
1

2

[√
6 + (2n+ 1)

√
2
]

, λn(n+1)
2

+1
=

1

2

[

3
√
6 + (2n − 1)

√
2
]

, . . . ,

λn(n+1)
2

+n
=

1

2

[

(2n+ 1)
√
6 +

√
2
]

, n = 0, 1, . . . .

5. Умови iснування точних розв’язкiв. У цьому пунктi частково використано резуль-

тати роботи [5]. Нехай полiномiальний потенцiал має вигляд

q(x, y) =

2µ
∑

k=1

k
∑

i=0

β
(k)
k−i,ix

k−iyi.

Виконаємо у рiвняннi (1) замiну

u(x, y) = exp

(

ν
∑

k=1

k
∑

i=0

α
(k)
k−i,ix

k−iyi

)

v(x, y) (37)

i визначимо, яке спiввiдношення повинно бути мiж µ i ν, щоб диференцiальне рiвняння

вiдносно функцiї v(x, y) мало полiномiальнi розв’язки. Перетворене рiвняння пiсля ско-

рочення на експоненту матиме вигляд

∂2v(x, y)

∂x2
+

∂2v(x, y)

∂y2
+ p1,1(x, y)

∂v(x, y)

∂x
+ p1,2(x, y)

∂v(x, y)

∂y
+

+ p2(x, y)v(x, y) = 0, (x, y) ∈ R
2, (38)

p1,1(x, y) = 2
ν
∑

k=1

k
∑

i=0

(k − i)α
(k)
k−i,ix

k−i−1yi,

p1,2(x, y) = 2
ν
∑

k=1

k
∑

i=0

iα
(k)
k−i,ix

k−iyi−1,

(39)
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p2(x, y) = λ − x2 − y2 −
2µ
∑

k=1

k
∑

i=0

β
(k)
k−i,ix

k−iyi+

+
ν
∑

k=1

k
∑

i=0

(k − i)(k − i − 1)α
(k)
k−i,ix

k−i−2yi +

(

ν
∑

k=1

k
∑

i=0

(k − i)α
(k)
k−i,ix

k−i−1yi

)2

+

+

ν
∑

k=1

k
∑

i=0

i(i − 1)α
(k)
k−i,ix

k−iyi−2 +

(

ν
∑

k=1

k
∑

i=0

iα
(k)
k−i,ix

k−iyi−1

)2

. (40)

Аналiзуючи (37) – (40), приходимо до висновку: для того щоб рiвняння (38) мало своїм

розв’язком полiном, необхiдно, щоб

µ = ν − 1. (41)

Виконання цiєї умови дає можливiсть одержати систему нелiнiйних алгебраїчних рiв-

нянь вiдносно α
(k)
k−i,i, i = 0, 1, . . . , k, k = µ, µ + 1, . . . , 2µ, шляхом прирiвнювання до нуля

коефiцiєнтiв при xk−iyi, i = 0, 1, . . . , k, k = µ, µ + 1, . . . , 2µ. Пiсля знаходження розв’язку

згаданої системи i пiдстановки його у рiвняння (38) коефiцiєнт p2(x, y) стає полiномом

(µ − 1)-го степеня, i це рiвняння вже буде мати полiномiальнi розв’язки. Для iлюстрацiї

обмежимось розглядом випадку µ = 1, оскiльки загальний випадок є занадто громiздким.

Маємо двi системи рiвнянь

− β
(1)
1,0 + 4α

(1)
1,0α

(2)
2,0+2α

(1)
0,1α

(2)
1,1 = 0,

(42)

− β
(1)
0,1 + 4α

(1)
0,1α

(2)
0,2 + 2α

(1)
1,0α

(2)
1,1 = 0;

− 2 − 2b
(2)
2,0 + 8

[

a
(2)
2,0

]2
+ 2

[

a
(2)
1,1

]2
= 0,

− b
(2)
1,1 + 4a

(2)
1,1

(

a
(2)
2,0 + a

(2)
0,2

)

= 0, (43)

− 2 − 2b
(2)
0,2 + 8

[

a
(2)
0,2

]2
+ 2

[

a
(2)
1,1

]2
= 0.

Спочатку знаходимо розв’язок системи (43):

α
(2)
2,0 = ±

1

2

(

1 + β
(2)
2,0 −

[

α
(2)
1,1

]2
)(1/2)

, α
(2)
0,2 = ±

1

2

(

1 + β
(2)
0,2 −

[

α
(2)
1,1

]2
)(1/2)

,

(44)

α
(2)
1,1 = ±

1

2











β
(2)
0,2 + β

(2)
2,0 + 2±

(

4
(

β
(2)
0,2 + 1

)(

β
(2)
2,0 + 1

)

−
[

β
(2)
1,1

]2
)(1/2)

[

β
(2)
1,1

]2
+
[

β
(2)
0,2

]2
− 2β

(2)
0,2β

(2)
2,0 +

[

β
(2)
2,0

]2











(1/2)

β
(2)
1,1 ,
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а потiм з його допомогою одержуємо розв’язок системи (42):

a
(1)
1,0 = −1

2

−2b
(1)
0,1a

(2)
2,0 + a

(2)
1,1b

(1)
1,0

4a
(2)
0,2a

(2)
2,0 −

[

a
(2)
1,1

]2 , a
(1)
0,1 = −1

2

−2b
(1)
1,0a

(2)
0,2 + a

(2)
1,1b

(1)
0,1

4a
(2)
0,2a

(2)
2,0 −

[

a
(2)
1,1

]2 . (45)

Тепер ми можемо записати точнi власнi значення i вiдповiднi їм точнi власнi функцiї.

Зокрема, при власному значеннi

λ0 = −
(

2a
(2)
2,0 + 2a

(2)
0,2 +

[

a
(1)
1,0

]2
+
[

a
(1)
0,1

]2
)

(46)

точною власною функцiєю буде функцiя (37) з

v0(x, y) = 1

i вiдповiдними знайденими значеннями всiх параметрiв, якi вона мiстить. Так, при β
(2)
2,0 =

= β
(2)
0,2 = β

(1)
0,1 = β

(1)
1,0 = 0, β

(2)
1,1 = 1 вибираємо з формул (44) значення

α
(2)
2,0 = α

(2)
0,2 = −

√
6 +

√
2

8
, α

(2)
1,1 =

−
√
6 +

√
2

4
.

Тодi з формул (45) одержуємо

α
(1)
1,0 = α

(1)
0,1 = 0,

i точне власне значення, згiдно з формулою (46), набирає вигляду

λ0 =

√
6 +

√
2

2
,

який збiгається з одержаним ранiше.

У випадку µ = 3, ν = 4, n = 2 матимемо

u(x, y) = exp

(

2
∑

k=1

k
∑

i=0

α
(2k)
2k−2i,2ix

2k−2iy2i

)

(

c0 + c2
(

x2 + y2
))

,

q(x, y) =
3
∑

k=1

k
∑

i=0

β
(2k)
2k−2i,2ix

2k−2iy2i.
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З вiдповiдної системи рiвнянь одержуємо

α
(4)
4,0 = α

(4)
0,4 = −

√

β
(6)
6,0

4
, α

(4)
2,2 =

√

β
(6)
6,0

2
−

√

β
(6)
6,0 + β

(6)
4,2

2
,

α
(2)
2,0 = α

(2)
0,2 = −

β
(4)
4,0

√

β
(6)
6,0

,

β
(6)
6,0 = β

(6)
0,6 , β

(6)
4,2 = β

(6)
2,4 , β

(4)
4,0 = β

(4)
0,4 , β

(6)
4,2 = 3β

(6)
6,0 ,

β
(4)
2,2 = −2β

(4)
0,4



1 −

√

√

√

√1 +
β
(6)
4,2

β
(6)
6,0



 ,

β
(2)
2,0 = β

(2)
0,2 = − 1

4β
(6)
6,0

[

4

√

β
(6)
6,0 + β

(6)
4,2 + 24

√

β
(6)
6,0 −

(β
(4)
4,0)

2

β
(6)
6,0

]

,

c2 =
4
(

β
(6)
6,0

)3/2

−λ2β
(6)
6,0 + 3

√

β
(6)
6,0β

(4)
4,0

c0,

λ2 =
1

√

β
(6)
6,0

[

2β
(4)
4,0 +

√

(

β
(4)
4,0

)2
+ 16

(

β
(6)
6,0

)2
]

.

Звiдси при

q(x, y) = −16
(

x2 + y2
)

+
1

4

(

x2 + y2
)3

,

зокрема, випливає такий розв’язок:

u2(x, y) = exp

(

−1

8

(

x2 + y2
)2
)

(

1 − x2 − y2
)

, λ2 = 2.

Наведемо ще один частковий наслiдок, що доповнює теорему 3. Нехай

q(x, y) = xy,

тодi за допомогою аналiтики, пов’язаної безпосередньо з початковою задачею, знахо-

димо

λ3 =

√
6

2
+

5
√
2

2
, λ5 =

5
√
6

2
+

√
2

2
.

З точнiстю до мультиплiкативної сталої для вiдповiдних точних власних функцiй маємо
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такi вирази:

u3(x, y) =
(

x2 − 2xy + y2 −
√
2
)

×

× exp

(

−
√
2

8

(

x2
√
3 + 2xy

√
3 + y2

√
3 + x2 − 2xy + y2

)

)

,

λ3 =

√
6

2
+

5
√
2

2
,

u5(x, y) =

(

x2 + 2xy + y2 −
√
6

3

)

×

× exp

(

−
√
2

8

(

x2
√
3 + 2xy

√
3 + y2

√
3 + x2 − 2xy + y2

)

)

,

λ5 =
5
√
6

2
+

√
2

2
.

Проведенi чисельнi експерименти дали пiдставу сформулювати таку гiпотезу.

Гiпотеза 1. FD-метод для спектральної задачi для рiвняння Шрьодiнгера (1) з полi-

номiальним потенцiалом

q(x, y) =

µ
∑

p,k=0,p2+k2>0

cp,kx
pyk, µ ≤ 2,

буде збiжним при певних значеннях коефiцiєнтiв cp,k. Якщо ж µ > 2 i знайдеться хоча б

один коефiцiєнт cp,k �= 0 з p > 2 або k > 2, то FD-метод буде розбiжним.

Для пiдтвердження вiрогiдностi гiпотези наведемо результати деяких розрахункiв.

Приклад 1. Нехай q(x, y) =
1

3
xy2, λ

(0)
0 = 2, u

(0)
0 (x, y) = 1. Результати розрахункiв, а

саме, поправки λ
(2k)
0 , k = 0, 1, . . . , 7, 13, до власного значення λ0, згiдно з FD-методом з

q̄(x, y) ≡ 0 при n = 0 наведено в табл. 2, λ
(2k−1)
0 = 0, k = 1, 2, . . . , на непарних кроках.

Послiдовнiсть
2m
λ0 =

∑m
j=0 λ

(2j)
0 приm → ∞ прямує до значення

λ0 = 1, 98799172177 . . . .

Контроль точностi методу здiйснюється за допомогою порiвняння норми нев’язки рiв-

няння (1) при пiдстановцi у нього

λ =
2m
λ0, u(x, y) =

2m
u0(x, y) =

2m
∑

j=0

u
(j)
0 (x, y).
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Таблиця 2

j λ
(j)
0

0 2

2 −0.1157407407e−1

4 −0.3983053269e−3

6 −0.3153471014e−4

8 −0.3682233104e−5

10 −0.5534692723e−6

12 −0.1005494624e−6

14 −0.2130939275e−7

26 −0.1962171900e−10

Приклад 2. Нехай q(x, y) =
1

3
x2y2, λ

(0)
0 = 2, u

(0)
0 (x, y) = 1. Результати розрахункiв, а

саме, поправки λ
(j)
0 , j = 0, 1, . . . , 9, 50, 51, до власного значення λ0, згiдно з FD-методом

з q̄(x, y) ≡ 0 при n = 0 наведено в табл. 3. Послiдовнiсть
m
λ0 =

∑m
j=0 λ

(j)
0 при m → ∞

прямує до значення λ0, для якого правильною є оцiнка

2, 074265720986340 < λ0 < 2, 074265720996361.

Таблиця 3

j λ
(j)
0

0 2

1 0.8333333333e−1

2 −0.1041666667e−1

3 0.1724054784e−2

4 −0.5423672732e−3

5 0.2645662038e−3

6 −0.1604017266e−3

7 0.1060781630e−3

8 −0.7240192694e−4

9 0.4996429136e−4

50 −0.1449580913e−10

51 0.1002067088e−10

6. Точнi розв’язки спектральної задачi для рiвняння Шрьодiнгера у R3
. У цьому пунк-

тi на прикладi однiєї конкретної спектральної задачi для рiвняння Шрьодiнгера з полiно-

мiальним потенцiалом у R
3 продемонструємо можливостi викладеної вище методологiї

щодо узагальнення її на багатовимiрний випадок.
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Розглянемо задачу

∂2u(x, y, z)

∂x2
+

∂2u(x, y, z)

∂y2
+

∂2u(x, y, z)

∂z2
+

+
(

λ − x2 − y2 − z2 − q(x, y, z)
)

u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ R
3,

(47)
∫∫∫

R3

u2(x, y, z)dxdydz < ∞,

де

q(x, y, z) =

2µ
∑

k=1

k
∑

i=0

i
∑

s=0

β
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−szs.

Виконаємо у рiвняннi (47) замiну

u(x, y, z) = exp

(

ν
∑

k=1

k
∑

i=0

i
∑

s=0

α
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−szs

)

v(x, y, z),

в результатi якої, пiсля скорочення на експоненту, отримаємо

∂2v(x, y, z)

∂x2
+

∂2v(x, y, z)

∂y2
+

∂2v(x, y, z)

∂z2
+

+ p1,1(x, y, z)
∂v(x, y, z)

∂x
+ p1,2(x, y, z)

∂v(x, y, z)

∂y
+

+ p1,3(x, y, z)
∂v(x, y, z)

∂z
+ p2(x, y, z)v(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ R

3, (48)

де

p1,1(x, y, z) = 2
ν
∑

k=1

k
∑

i=0

i
∑

s=0

(k − i)α
(k)
k−i,i−s,sx

k−i−1yi−szs,

p1,2(x, y, z) = 2
ν
∑

k=1

k
∑

i=0

i
∑

s=0

(i − s)α
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−s−1zs,

p1,3(x, y, z) = 2
ν
∑

k=1

k
∑

i=0

i
∑

s=0

sα
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−szs−1,
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p2(x, y, z) = λ −
2µ
∑

k=1

k
∑

i=0

i
∑

s=0

β
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−szs+

+
ν
∑

k=2

k−2
∑

i=0

i
∑

s=0

(k − i)(k − i − 1)α
(k)
k−i,i−s,sx

k−i−2yi−szs+

+

(

ν
∑

k=1

k−1
∑

i=0

i
∑

s=0

(k − i)α
(k)
k−i,i−s,sx

k−i−1yi−szs

)2

+

+
ν
∑

k=2

k
∑

i=2

i−2
∑

s=0

(i − s)(i − s − 1)α
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−s−2zs+

+

(

ν
∑

k=1

k
∑

i=1

i−1
∑

s=0

(i − s)α
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−s−1zs

)2

+

+

ν
∑

k=1

k
∑

i=2

i
∑

s=2

s(s − 1)α
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−szs−2+

+

(

ν
∑

k=1

k
∑

i=1

i
∑

s=1

sα
(k)
k−i,i−s,sx

k−iyi−szs−1

)2

.

Аналiз формул для p1,k(x, y, z), k = 1, 2, 3, та p2(x, y, z) показує, що буде правильним таке

твердження.

Теорема 4. Для того щоб рiвняння (48) мало розв’язок v(x, y, z) ≡ 1, необхiдно i

достатньо, щоб виконувалось спiввiдношення (41) i система рiвнянь вiдносно λ, α
(k)
j,i,s,

i + j + s = k, i, j, s ≥ 0, k = 1, 2, . . . , 2µ, що утворюється прирiвнюванням до нуля

коефiцiєнтiв полiнома p2(x, y, z), мала розв’язок.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай рiвняння (48) має своїм розв’язком тотожну одини-

цю. Тодi полiном p2(x, y, z) повинен бути тотожним нулем.Прирiвнюючи до нуля його ко-

ефiцiєнти, одержуємо систему рiвнянь вiдносно невiдомих λ, α
(k)
j,i,s, i+ j+s = k, i, j, s ≥ 0,

k = 1, 2, . . . , 2µ, яка є перевизначеною. Проте ця система має розв’язок, бо у протилеж-

ному випадку полiном p2(x, y, z) не дорiвнював би тотожно нулю. Зауважимо,що тут при-

родним чином виникають функцiональнi залежностi мiж коефiцiєнтами полiномiального

потенцiалу β
(k)
k−i,i−s,s, s = 0, 1, . . . , i, i = 0, 1, . . . , k, k = 1, 2, . . . , 2µ, кiлькiсть яких буде до-

рiвнювати кiлькостi невiдомих.

Достатнiсть. Нехай система рiвнянь вiдносно λ, α
(k)
j,i,s, i + j + s = k, i, j, s ≥ 0, k =

= 1, 2, . . . , 2µ,що утворюється прирiвнюванням до нуля коефiцiєнтiв полiнома p2(x, y, z) i

вибором певних значень коефiцiєнтiв полiномiального потенцiалу β
(k)
k−i,i−s,s, s = 0, 1, . . . , i,

i = 0, 1, . . . , k, k = 1, 2, . . . , 2µ, має розв’язок. Тодi полiном p2(x, y, z) пiсля пiдстановки

цього розв’язку перетворюється у тотожний нуль i рiвняння (48), очевидно, буде мати в

якостi розв’язку тотожну одиницю.

Теорему 4 доведено.
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У наступному прикладi полiномiальний потенцiал взято таким, для якого не вдається

одержати точний аналiтичний розв’язок спектральної задачi (1). Проте тут, на думку ав-

тора, також буде правильним узагальнення гiпотези 1 на тривимiрний випадок. Пiдтвер-

дженням цього є наступний приклад.

Приклад 3. Нехай q(x, y, z) =
1

2
xyz, λ

(0)
0 = 3, u

(0)
0 (x, y, z) = 1. Результати розрахункiв,

а саме, поправки λ
(2k)
0 , k = 0, 1, . . . , 7, 13, до власного значення λ0, згiдно з FD-методом з

q̄(x, y, z) ≡ 0 при n = 0 наведено в табл. 4, λ
(2k−1)
0 = 0, k = 1, 2, . . . , на непарних кроках.

Послiдовнiсть
2m
λ0 =

∑m
j=0 λ

(2j)
0 приm → ∞ прямує до значення

λ0 = 2.994692474619 . . . .

Таблиця 4

j λ
(j)
0

0 3

2 −0.5208333333e−2

4 −0.9494357639e−4

6 −0.3978744946e−5

8 −0.2494962332e−6

10 −0.1838161780e−7

12 −0.1647606604e−8

14 −0.1749263490e−9

26 −0.3132579863e−14

7. Модифiкований FD-метод. Якщо стандартна стратегiя FD-методу, що полягає у ви-

борi в якостi базової задачi найпростiшого рiвняння, для якого вiдповiдна спектральна

задача має точний аналiтичний розв’язок, приводить до розбiжного рекурентного проце-

су (див. гiпотезу 1), то пропонується модифiкацiя методу. Ця модифiкацiя у рядi випадкiв

є збiжною,що i буде продемонстровано у цьому пунктi.Слiд зазначити,що використання

кусково-сталого наближення частини полiномiального потенцiалу не приводить до збiж-

ностi методу через її необмеженiсть та необмеженiсть областi Rk.

Аналiз структури полiномiального потенцiалу, для якого вiдповiдна спектральна за-

дача має точний аналiтичний розв’язок (див. [5]), показує, що його старшi коефiцiєнти,

окрiм знака, можуть бути довiльними, а молодшi виражаються через них. Виникає така

iдея: якщо у конкретнiй задачi молодшi коефiцiєнти полiномiального потенцiалу не до-

рiвнюють тим «точним» молодшим коефiцiєнтам, що забезпечують точний аналiтичний

розв’язок, то за базову задачу у FD-методi доцiльно взяти спектральну задачу для опе-

ратораШрьодiнгера з «точним» полiномiальним потенцiалом.Конкретну реалiзацiю цiєї

iдеї викладено нижче.
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Розглядається задача

∂2u(x, y)

∂x2
+

∂2u(x, y)

∂y2
+ (λ − q(x, y))u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R

2,

q(x, y) = 16x6 + 16y6 + 48x2y2
(

x2 + y2
)

− 33x2 − 33y2,

∫∫

R2

u(x, y)2dydx < ∞.

«Точний» потенцiал є таким:

qex(x, y) = 16x6 + 16y6 + 48x2y2
(

x2 + y2
)

− 32x2 − 32y2.

У якостi базової беремо задачу

∂2u(0)(x, y)

∂x2
+

∂2u(0)(x, y)

∂y2
+
(

λ(0) − qex(x, y)
)

u(0)(x, y) = 0, (x, y) ∈ R
2,

∫∫

R2

u(0)(x, y)2dydx < ∞,

одним iз точних аналiтичних розв’язкiв якої є (див. [5])

λ(0) = 0, u(0)(x, y) =
(

x2 − y2
)

exp
(

−(x2 + y2)2
)

.

При цьому

q̂(x, y) = x2 + y2.

Загальний рекурентний процес FD-методуm-го рангу буде таким:

∂2u(j+1)(x, y)

∂x2
+

∂2u(j+1)(x, y)

∂y2
+
(

λ(0) − qex(x, y)
)

u(j+1)(x, y) =

= −
j
∑

p=0

λ(j+1−p)u(p)(x, y) + q̂(x, y)u(j)(x, y) ≡ F (j+1)(x, y), (49)

(x, y) ∈ R
2, j = 0, 1, 2, . . . ,m − 1,

∫∫

R2

u(j+1)(x, y)u(0)(x, y)dxdy = 0, j = 0, 1, . . . . (50)

Умова розв’язностi задачi (49) приводить до формули

λ(j+1) =

∫∫

R2

q̂(x, y)u(j)(x, y)u(0)(x, y)dxdy

∫∫

R2

[

u(0)(x, y)
]2

dxdy
. (51)
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В результатi виконання рекурентного процесу (49) – (51) одержуємо наближення m-го

рангу

m
λ =

m
∑

j=0

λ(j),
m
u(x, y) =

m
∑

j=0

u(j)(x, y). (52)

Розв’язок кожної iз задач (49) шукаємо у виглядi

u(j+1)(x, y) = u(0)(x, y)
∞
∑

p=0

p
∑

s=0

a
(j+1)
2s,2p−2sx

2sy2p−2s = u(0)(x, y)v(j+1)(x, y), (53)

попередньо перетворивши F (j+1)(x, y) до форми

F (j+1)(x, y) = u(0)(x, y)
∞
∑

p=0

p
∑

s=0

f
(j+1)
2s,2p−2sx

2sy2p−2s. (54)

При побудовi символьного алгоритму FD-методу будемо використовувати таблицю по-

значень

β2s,2p =

∫∫

R2

x2sy2p
[

u(0)(x, y)
]2

dxdy

∫∫

R2

[

u(0)(x, y)
]2

dxdy
, s, p = 0, 1, . . . , (55)

а при конкретних обчисленнях — таблицю попередньо знайдених їх числових значень. З

урахуванням введених позначень формулу (51) можна перетворити до вигляду

λ(j+1) =

∞
∑

p=0

p
∑

s=0

a
(j)
2s,2p−2s (β2s+2,2p−2s + β2s,2p−2s+2) . (56)

Далi пiдставляємо (53) у лiву частину рiвняння (49) i прирiвнюємо коефiцiєнти при одна-

кових добутках x2sy2p, s, p = 0, 1, . . . , злiва i справа, що приводить до нескiнченної сис-

теми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих коефiцiєнтiв iз зображення (53).

Для одержання цiєї системи проведемо попередньо певнi перетворення. Спочатку наве-

демо формули для коефiцiєнтiв iз зображення (54). Маємо

f
(j+1)
2s,2p−2s = −A

(j)
2s,2p−2s + a

(j)
2s−2,2p−2s + a

(j)
2s,2p−2s−2, s = 0, 1, . . . , p − 1, p = 1, 2, . . . ,

f
(j+1)
0,0 = −A

(j)
0,0, f

(j+1)
2s,0 = −A

(j)
2s,0 + a

(j)
2s−2,0, s = 1, 2, . . . ,

A
(j)
2s,2t−2s =

j
∑

p=0

λ(j+1−p)a
(p)
2s,2t−2s.
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Займемося тепер перетвореннями результату пiдстановки (53) у лiву частину рiвняння

(49) до потрiбного нам вигляду. Внаслiдок цього виникають такi доданки:

2
∂u(0)(x, y)

∂x

∂v(j+1)(x, y)

∂x
= 4 exp

(

−
(

x2 + y2
)2
)

[

1 − 2
(

x4 − y4
)]

×

×

∞
∑

p=0

p
∑

s=0

2sa
(j+1)
2s,2p−2sx

2sy2p−2s, (57)

2
∂u(0)(x, y)

∂y

∂v(j+1)(x, y)

∂y
= 4 exp

(

−
(

x2 + y2
)2
)

[

−1 − 2(x4 − y4)
]

×

×

∞
∑

p=0

p
∑

s=0

2(p − s) a
(j+1)
2s,2p−2sx

2sy2p−2s, (58)

u(0)(x, y)

[

∂2v(j+1)(x, y)

∂x2
+

∂2v(j+1)(x, y)

∂y2

]

=

= u(0)(x, y)

∞
∑

p=0

p
∑

s=0

a
(j+1)
2s,2p−2s×

×
[

2s(2s − 1)x2s−2y2p−2s + (2p − 2s)(2p − 2s − 1)x2sy2p−2s−2
]

=

= u(0)(x, y)
∞
∑

p=0

p
∑

s=0

[

(2s+ 2)(2s+ 1)a
(j+1)
2s+2,2p−2s+

+(2p − 2s+ 2)(2p − 2s+ 1)a
(j+1)
2s,2p−2s+2

]

x2sy2p−2s.

Пiдсумовуючи (57) i (58), отримуємо

2

[

∂u(0)(x, y)

∂x

∂v(j+1)(x, y)

∂x
+

∂u(0)(x, y)

∂y

∂v(j+1)(x, y)

∂y

]

= 4 exp
(

−
(

x2 + y2
)2
)

×

×

∞
∑

p=1

p
∑

s=1

2s a
(j+1)
2s,2p−2s

{

x2sy2p−2s − x2p−2sy2s − 2
(

x4 − y4
) [

x2sy2p−2s + x2p−2sy2s
]}

=

= 8u(0)(x, y)a
(j+1)
2,0

[

1 − 2
(

x2 + y2
)2
]

+ 8u(0)(x, y)×
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×

∞
∑

p=2

p
∑

s=1

a
(j+1)
2p−2s

[

p−2s
∑

k=1

y2p−2s−2kx2s+2k−2 − 2
(

x2 + y2
) (

x2sy2p−2s + x2p−2sy2s
)

]

=

= 8u(0)(x, y)

∞
∑

p=1

⌈ p

2⌉
∑

s=1

[

−
s
∑

k=0

(p − 2k + 1)a
(j+1)
2p−2k+2,2k − 2(p − 1)

(

a
(j+1)
2p−2s,2s−2 + a

(j+1)
2p−2s−2,2s

)

]

×

×
(

x2p−2sy2s + x2sy2p−2s
)

(1 + δ2p−2s,2s)
−1, (59)

де ⌈y⌉ — цiла частина дiйсного числа y. Тут i далi будемо враховувати симетрiю коефiцi-

єнтiв у зображеннi до власних функцiй

a
(j+1)
2p,2k = a

(j+1)
2k,2p , k, p = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . .

Те ж саме стосується коефiцiєнтiв у зображеннi (54), яке можна записати таким чином:

F (j+1)(x, y) = u(0)(x, y)

∞
∑

p=0

⌈ p

2⌉
∑

s=0

f
(j+1)
2p−2s,2s

(

x2p−2sy2s + x2sy2p−2s
)

(1 + δ2p−2s,2s)
−1 . (60)

Оскiльки вирази (59), (60) повиннi тотожно збiгатися, то звiдси приходимо до нескiнчен-

ної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

8

(

−
s
∑

k=0

(p − 2k + 1)a
(j+1)
2p−2k+2,2k − 2(p − 1)

(

a
(j+1)
2p−2s,2s−2 + a

(j+1)
2p−2s−2,2s

)

)

= f
(j+1)
2p−2s,2s,

s = 0, . . . ,
⌈p

2

⌉

, p = 0, 1, . . . , 8a
(j+1)
2,0 = f

(j+1)
0,0 ,

(61)

яка явно розв’язується i знаходяться всi коефiцiєнти зображення (53), крiм коефiцiєнта

a
(j+1)
0,0 . Останнiй визначається з умови (50):

a
(j+1)
0,0 = −

∞
∑

p=1

p
∑

s=0

a
(j+1)
2s,2p−2sβ2s,2p−2s. (62)

Як наслiдок викладеного вище, одержано символьний алгоритм, результатом дiї якого
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дляm-го рангу є

m
λ =

m
∑

j=0

λ(j),
m
a
2s,2p−2s

=





m
∑

j=0

a
(j)
2s,2p−2s



 , s = 0, 1, . . . , p, p = 0, 1, . . . ,

(63)

m
u(x, y) =

m
∑

j=0

u(j)(x, y) =

= u(0)(x, y)

∞
∑

p=0

p
∑

s=0





m
∑

j=0

a
(j)
2s,2p−2s



x2sy2p−2s =

= u(0)(x, y)

∞
∑

p=0

p
∑

s=0

m
a
2s,2p−2s

x2sy2p−2s.

При iмплементацiї модифiкованого FD-методу використовуємо скороченi варiанти на-

ведених формул, задаючи у сумах натуральне число N замiсть ∞. При цьому виконуємо
послiдовнiсть дiй, наведену в алгоритмi 1.

Алгоритм 1. Модифiкований FD-метод.

Вхiднi параметри: N , m, a
(0)
0,0 = 1, a

(0)
2s,2p−2s = 0 (s = 0, 1, ..., p, p = 1, 2, ..., N),

λ(0) = 0.

Результат:
m
λ,

m
a2s,2p−s (s = 0, 1, ..., p, p = 0, 1, ..., N), λ(m),

обчислити β2k,2p−2k (k = 0, 1, ..., p, p = 0, 1, ..., N + 1) за формулою (55);

цикл по j вiд 0 (з кроком 1) поm виконувати

обчислити λ(j+1) за скороченою формулою (56):

λ(j+1) =

N
∑

p=0

p
∑

s=0

a
(j)
2s,2p−2s(β2s+2,2p−2s + β2s,2p−2s+2);

знайти a
(j+1)
2s,2p−2s (s = 0, 1, ..., p, p = 1, 2, ..., N) iз системи (61);

знайти a
(j+1)
0,0 за скороченою формулою (62):

a
(j+1)
0,0 = −

N
∑

p=1

p
∑

s=0

a
(j+1)
2s,2p−2sβ2s,2p−2s

кiнець.

Тут величина λ(m) характеризує точнiсть iмплементацiї.
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Приклад 4. За допомого с. к. а. Maple (Digits = 16) згiдно з модифiкованим FD-

методом з q̂(x, y) = x2+y2 таN = 6, m = 6 обчислено наближення до власного значення
λ0, а саме,

6
λ0 = 0.7863301850443145.

Результати розрахункiв наведено в табл. 5, а саме, наведено поправки λ
(j)
0 , j = 1, 2, . . . , 7,

до власного значення λ0.

Таблиця 5

j λ
(j)
0

1 0.7978845608028654

2 −0.1067861937157927e−1

3 −0.8566485705929936e−3

4 −0.2196694150259330e−4

5 0.2634656238956339e−5

6 0.2244688851304913e−6

7 −0.1795600285161990e−8

Перевiрку якостi одержаного наближення проводимо за допомогою дослiдження не-

в’язки, яку обчислюємо у такий спосiб. Будуємо вираз

m,N
u (x, y) = u(0)(x, y)

N
∑

p=0

p
∑

s=0

m
a

2s,2p−2s
x2sy2p−2s, (64)

за допомогою якого знаходимо полiном

exp
(

(

x2 + y2
)2
)

=





d2
m,N
u0 (x, y)

dx2
+

(

m
λ0 −q(x, y)

)

m,N
u0 (x, y)



 =

=
N+1
∑

p=0

p
∑

s=0

rm,2s,2p−2sx
2sy2p−2s .

За нев’язку приймаємо функцiю

Rm(x, y) = exp
(

−
(

x2 + y2
)2
)

N−1
∑

p=0

p
∑

s=0

rm,2s,2p−2sx
2sy2p−2s.

Зменшення верхнього iндексу пiдсумовування у зовнiшнiй сумi пов’язане iз тим, що

при чисельнiй iмплементацiї замiсть формули (63) використовується формула (64).

Зображенi на рисунку лiнiї рiвня функцiй Rs
m = 10sRm(x, y), x, y ∈ [−2, 2] (а, в, д) та

їх 3D-графiки (б, г, е) (при m = 5, s = 7 (а, б), m = 6, s = 8 (в, г), m = 7, s = 9
(д, е)) демонструють експоненцiальну швидкiсть збiжностi запропонованої модифiкацiї

FD-методу.
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а б

в г

д е
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