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ТОЧНI РОЗВ’ЯЗКИ НЕЛIНIЙНОГО
ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ uu00 −∇[uu∇uu]=0

I.I. Юрик

Укр. ун-т харч. технологiй,
Україна, 252033, Київ, вул. Володимирська, 68

New extended classes of exact solutions of the multidimensional nonlinear wave equation u00−∇[u∇u] =
= 0 are obtained.

Побудованi широкi класи точних розв’язкiв багатовимiрного нелiнiйного хвильового рiвняння
u00 −∇[u∇u] = 0.

Розглянемо рiвняння

u00 −∇[F (u)∇u] = 0, (1)

де u = u(x), x = (x0, x1, . . . , xn), u00 =
∂2

∂x2
0

, ∇ градiєнт, F (u) довiльна функцiя. Рiв-

няння вигляду (1) широко використовуються для опису нелiнiйних хвильових процесiв.
Його група iнварiантностi G детально дослiджена в [1]. В [2] при рiзних обмеженнях на
функцiю F (u) знайдено оператори умовної симетрiї одновимiрного рiвняння (1). За до-
помогою операторiв умовної симетрiї побудованi анзаци, що редукують рiвняння (1) до
звичайних диференцiальних рiвнянь. Також знайденi деякi класи точних розв’язкiв одно-
вимiрного рiвняння (1). Отриманi результати, що вiдносяться до рiвняння (1) для n = 1,
узагальненi на випадок довiльного n.

Дана робота присвячена побудовi точних розв’язкiв багатовимiрного рiвняння (1) в
припущеннi, що F (u) = u. Для побудови точних розв’язкiв ми використовуємо метод вi-
докремлення змiнних, який дозволив, зокрема, знайти новi розв’язки одновимiрного рiв-
няння (1) i без суттєвих змiн узагальнити цi результати на випадок довiльного n.

Рiвняння (1) для випадку F (u) = u набирає вигляду

u00 − (∇u)2 − u∆u = 0, (2)

де

(∇u)2 =
(
∂u

∂x1

)2

+ · · ·+
(
∂u

∂xn

)2

, ∆u =
∂2u

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2u

∂x2
n

.

Побудуємо деякi класи точних розв’язкiв рiвняння (2). Розглянемо спочатку випадок
n = 1.
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1. Розв’язок рiвняння (2) шукаємо у виглядi u = a(x0) + b(x1), де функцiї a(x0) i b(x1)
вiдмiннi вiд констант. Пiдставляючи його в рiвняння (2), маємо

a′′ − b′2 − ab′′ − bb′′ = 0. (3)

З рiвняння (3) випливає, що функцiї 1, a i a′′ лiнiйно залежнi. Оскiльки функцiї 1, a лiнiйно
незалежнi, то a′′ = α+ βa для деяких α, β ∈ R. Пiдставляючи a′′ в рiвняння (3), знаходимо

(β − b′′)a+ (α− bb′′ − b′2) = 0.

Отже,

b′′ − β = 0, bb′′ + b′2 − α = 0. (4)

Система рiвнянь (4) має розв’язок b = γx1 + δ при β = 0; γ, δ ∈ R. Дiючи вiдповiдним
груповим перетворенням з групиG на функцiю b(x1), можемо її перевести в функцiю 2x1.
Тому можна припустити, що b(x1) = 2x1. Пiдставивши b(x1) в друге рiвняння системи (4),
отримаємо α = 4. Отже, a = 2x2

0 +γ1x0 +δ1, де γ1, δ1 довiльнi дiйснi числа. Оскiльки a =

= 2
(
x0 +

γ1

4

)2
+δ1−

γ2
1

8
, то розв’язок u рiвняння (2) вiдповiдним груповим перетворенням

з групи G переводиться в розв’язок

u = 2(x1 + x2
0). (5)

Маючи частковий розв’язок (5) рiвняння (2), побудуємо iнший клас розв’язкiв рiвняння
(2). Частковий розв’язок цього класу будемо шукати у виглядi

u = 2(x1 + x2
0) + f(x0, x1). (6)

Пiдставивши (6) в (2), отримаємо рiвняння

f00 − f2
1 − ff11 − 2(x1 + x2

0)f11 − 4f1 = 0, (7)

де f1 =
∂f

∂x1
, f11 =

∂2f

∂x11
, f00 =

∂2f

∂x00
.

Анзац f = ϕ(ω), ω = x1 − x2
0, редукує рiвняння (7) до звичайного диференцiального

рiвняння

ϕϕ′′ + ϕ′2 + 2ωϕ′′ + 6ϕ′ = 0.

Iнтегруючи дане рiвняння, отримуємо рiвняння Абеля

(ϕ+ 2ω)ϕ′ + 4ϕ = C, (8)

де C довiльна стала.
Таким чином, формула

u = 2(x1 + x2
0) + ϕ(x1 − x2

0),

де ϕ розв’язок рiвняння Абеля (8), визначає розв’язок рiвняння (2).

2. Розв’язок рiвняння (2) шукаємо у виглядi u = a(x0)b(x1), де функцiї a(x0) i b(x1)
вiдмiннi вiд констант. Пiдставивши його в рiвняння (2), знаходимо

a′′b− a2b′2 − a2bb′′ = 0.
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Отримана рiвнiсть означає, що функцiї a′′ i a2 лiнiйно залежнi, а отже, a′′ = αa2. Якщо
α = 0, то a(x0) = x0 (з точнiстю до перетворень з групиG) i b′2+bb′′ = 0. Звiдси знаходимо,
що b(x1) = Cx

1/2
1 , i тому розв’язок рiвняння (2) має вигляд

u = Cx0x
1/2
1 . (9)

Якщо α 6= 0, то, помноживши функцiю a(x0) на число
α

6
, а функцiю b(x1) на

6
α

, завжди

можна вважати, що α = 6. Тому a(x0) є функцiєю Вейєрштрасса, тобто a = ℘(x0). В
результатi маємо

bb′′ + b′2 − 6b = 0. (10)

Рiвняння (10) за допомогою замiни змiнних p(b) = b′ зводиться до рiвняння Бернуллi

bpp′ + p2 − 6b = 0.

Отже, загальний розв’язок рiвняння (10) має вигляд

x1 + C1 = ±
∫

db√
C

b2
+ 4b

, (11)

де C1, C довiльнi сталi.
Таким чином, функцiя

u = ℘(x0)b(x1),

де b(x1) визначається за допомогою формули (11), є розв’язком рiвняння (2). Зокрема,
якщо в формулi (11) C = 0, то b(x1) = (x1 + C1)2. Подiявши вiдповiдним груповим пере-
творенням, можна вважати, що в цьому випадку b = x2

1. Тому розв’язком рiвняння (2) є
функцiя

u = ℘(x0)x2
1, (12)

а також

u = x2
1x
−2
0 . (13)

Маючи частковий розв’язок (12) рiвняння (2), побудуємо iнший клас розв’язкiв рiвняння
(2). Частковий розв’язок рiвняння цього класу будемо шукати у виглядi

u = x2
1℘(x0) + f(x0, x1). (14)

Пiдстановка (14) перетворює рiвняння (2) в рiвняння

(f00 − ff11 − f2
1 )− ℘(x2

1f11 + 4x1f1 + 2f) = 0. (15)

Якщо функцiя f не залежить вiд x1, то отримуємо f00 = 2℘f . Це рiвняння є рiвнянням
Ламе i його розв’язок добре вiдомий [3]. Отже, функцiя

u = x2
1℘(x0) + Λ(x0), Λ′′ = 2℘Λ,
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є розв’язком рiвняння (2).
Знайдемо далi розв’язок рiвняння (15), який залежить вiд x0 i x1. Розв’язок будемо

шукати у виглядi f = c(x0)d(x1), де функцiї a(x0) i c(x0) лiнiйно незалежнi. Пiдставивши
його в рiвняння (15), отримаємо

c′′d− c2(d′2 + dd′′)− ℘c(x2
1d
′′ + 4x1d

′ + 2d) = 0. (16)

Отже,

c′′ = α℘c+ βc2, (17)

де α, β ∈ R. Розглянемо випадок β = 0. Пiдставивши (17) в (16), знайдемо

−c2(d′2 + dd′′)− ℘c(x2
1d
′′ + 4x1d

′ + (2− α)d) = 0.

Оскiльки за умовою функцiї c2 i ℘c лiнiйно незалежнi, то для визначення функцiї d(x1)
отримуємо таку систему рiвнянь:

x2
1d
′′ + 4x1d

′ + (2− α)d = 0,

d′2 + dd′′ = 0.

Перше рiвняння системи є рiвнянням Ейлера i його загальний розв’язок добре вiдомий

[3]. Отже, дана система має розв’язок d(x1) = x
1/2
1 , якщо α =

15
4

. Тодi функцiя

u = ℘(x0)x2
1 + c(x0)x1/2

1 ,

де c′′ =
15
4
℘c, є розв’язком рiвняння (2).

Аналогiчно, виходячи з розв’язку (13), отримуємо такий розв’язок рiвняння (2):

u = x−2
0 x2

1 +
(
C1x

5/2
0 + C2x

−3/2
0

)
x

1/2
1 ,

де C1, C2 довiльнi сталi.
Будемо далi шукати розв’язок рiвняння (15) у виглядi f = a(x0)b(x1)+c(x0), де функцiї

a(x0) i c(x0) лiнiйно незалежнi. Пiдставляючи його в рiвняння (15), отримуємо

c′′ + a′′b− a2(bb′′ + b′2)− acb′′ − a℘(x2
1b
′′ + 4x1b

′ + 2b)− 2℘c = 0. (18)

Не вдаючись в деталi мiркувань, будемо одразу припускати, що b′′ = 0. Тодi b(x1) = αx1+β
i можна вважати, що β = 0. Рiвнiсть (18) набирає вигляду

c′′ + αa′′x1 − α2a2 − a℘(4αx1 + 2αx1)− 2℘c = 0.

Тому a′′ − 6℘a = 0, c′′ = α2a2 + 2℘c. Таким чином, розглядуваний розв’язок рiвняння (2)
можна записати у виглядi

u = x2
1℘(x0) + αx1Λ(x0) + c(x0),

де α ∈ R, Λ′′ = 6℘Λ, а функцiя c(x0) є розв’язком рiвняння c′′ = Λ′′ + 2℘c.
Якщо виходити з розв’язку (13), то аналогiчно знаходимо такий розв’язок рiвнян-

ня (2):

u = x−2
0 x2

1 + C1x
3
0x1 +

C2
1

54
x8

0 + C2x
−1
0 + C3x

2
0,
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де C1, C2, C3 довiльнi сталi.
Розв’язок рiвняння (2) шукаємо у виглядi u = a(x0)b(x1)+c(x0), де функцiї a(x0) i c(x0)

лiнiйно незалежнi. Пiдставляючи його в рiвняння (2), отримуємо

a′′b+ c′′ − a2(b′2 + bb′′)− acb′′ = 0.

Якщо c′′ = αa2, a′′ = 0, то

a2(α− b′2 − bb′′)− acb′′ = 0.

Звiдси випливає

b′2 + bb′′ − α = 0, b′′ = 0.

Розв’язком такої системи з точнiстю до перетворень з групи G є функцiя b = x1 при умовi

α = 1. Тодi з умови c′′ = αa2, a′′ = 0 отримуємо a = x0, c =
1
12
x4

0 + γx0 + δ, γ, δ ∈ R. Отже,

функцiя

u = x0x1 +
1
12
x4

0 + γx0 + δ

є розв’язком рiвняння (2).
3. Перейдемо до побудови точних розв’язкiв рiвняння (2) для випадку n > 1. Розв’язок

рiвняння (2) шукаємо у виглядi u = a(x0)b(x1, . . . , xk), k ≤ n. Пiдставляючи його в рiвнян-
ня (2), знаходимо

a′′b− a2
[
b∆b+ (∇b)2

]
= 0.

Тому a′′ = αa2 i в результатi отримуємо таке рiвняння для визначення функцiї
b(x1, . . . , xk):

b∆b+ (∇b)2 − αb = 0. (19)

Якщо α 6= 0, то завжди можна вважати, що α = 6. При такому значеннi α рiвняння (19)

має розв’язок b =
3

k + 2
(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
i, отже, розв’язками рiвняння (2) є функцiї

u =
3

k + 2
(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
℘(x0), (20)

u =
3

k + 2
(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
x−2

0 . (21)

Виходячи з розв’язку (20), побудуємо iнший розв’язок рiвняння (2). Цей розв’язок бу-
демо шукати у виглядi

u =
3

k + 2
(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
℘(x0) + f(x0, x1, . . . , xk). (22)

Пiдстановка (22) перетворює рiвняння (2) в рiвняння

f00 − (∇f)2 − f∆f−

−℘
[

3
k + 2

(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
∆f +

3
k + 2

(4x1f1 + · · ·+ 4xkfk) +
6k
k + 2

f

]
. (23)
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Якщо в рiвняннi (23) f не залежить вiд змiнних x1, . . . , xk, то f00 =
6k
k + 2

f i тому функцiя

u =
3

k + 2
(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
℘(x0) + Λ(x0),Λ′′ =

6k
k + 2

Λ, (24)

є розв’язком рiвняння (2).
Нехай в рiвняннi (23) функцiя f залежить вiд усiх змiнних. Розв’язок рiвняння (23)

шукаємо у виглядi f = a(x0)b(x1, . . . , xk)+c(x0), де функцiї a(x0) i c(x0) лiнiйно незалежнi.
Пiдставляючи його в рiвняння (23), отримуємо

c′′ + a′′b− a2
[
bδb+ (∇b)2

]
− ac∆b− a℘

[
3

k + 2
(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
∆b+

+
3

k + 2
(4x1b1 + · · ·+ 4xkbk) +

6k
k + 2

b

]
− 6k
k + 2

℘c = 0.

Нехай, b = αx1, тодi

c′′ + αx1a
′′ − α2a2 − a℘

[
3

k + 2
(4αx1) +

6k
k + 2

αx1

]
− 6k
k + 2

℘c = 0.

Тому

a′′ = 6℘a, c′′ = α2a2 +
6k
k + 2

℘c.

Таким чином, розглядуваний розв’язок рiвняння (2) можна подати у виглядi

u =
3

k + 2
(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
℘(x0) + αx1Λ(x0).

Якщо в рiвняннi (19) α = 0, то a = x0 (з точнiстю до перетворень з групи G). Для
визначення функцiї b(x1, . . . , xk) отримуємо рiвняння b∆ + (∇b)2 = 0. Дане рiвняння за
допомогою замiни b = G1/2 зводиться до рiвняння ∆G = 0. Отже, b = G1/2, де G
довiльна гармонiчна функцiя. Тому розв’язок рiвняння (2) в даному випадку має вигляд

u = x0G
1/2.

Цей розв’язок є узагальненням розв’язку (9) для одновимiрного рiвняння (2).
Якщо виходити з розв’язку (21), то аналогiчно знаходимо такий розв’язок рiвнян-

ня (2):

u =
3

k + 2
(
x2

1 + · · ·+ x2
k

)
x−2

0 + C1x1x
3
0 +

(k + 2)C2
1

50k + 112
x8

0+

+C2x

(
1+
√

25k+2
k+2

)
/2

0 + C3x

(
1−
√

25k+2
k+2

)
/2

0 ,

де C1, C2, C3 довiльнi сталi.
Новий клас розв’язкiв рiвняння (2) побудуємо, якщо використаємо пiдстановку

u = x2
1℘(x0) + f(x0, x2, x3).

Пiдставляючи в рiвняння (2), знаходимо

f00 − (∇f)2 − f(∆f)− ℘
[
x2

1∆ + 2f
]

= 0.
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Оскiльки функцiя f не залежить вiд x1, то ∆f = 0 i ми отримуємо систему рiвнянь для
визначення функцiї f :

f22 + f33 = 0,
f00 − f2

2 − f2
3 − 2℘f = 0.

Розв’язок системи шукаємо у виглядi f = a(x0)x2 + b(x0)x3 + c(x0). Пiдставляючи його в
друге рiвняння системи, отримуємо

a′′x2 + b′′x3 + c′′ − a2 − b2 − 2℘(ax2 + bx3 + c) = 0.

Тому a′′ = 2℘a, b′′ = 2℘b, c′′ = a2 + b2 + 2℘c i, отже, розв’язок рiвняння (2) має вигляд

u = ℘(x0)x2
1 + a(x0)x2 + b(x0)x3 + c(x0),

де a′′ = 2℘a, b′′ = 2℘b, c′′ = a2 + b2 + 2℘c.
Якщо використовувати анзац

u = x−2
0 x2

1 + f(x0, x2, x3),

то аналогiчним чином будуємо розв’язок рiвняння (2):

u = x−2
0 x2

1 +
(
C1x

2
0 + C2x

−1
0

)
x2 +

(
C3x

2
0 + C4x

−1
0

)
x3+

+
C2

1 + C2
3

28
x6

0 +
C1C2 + C3C4

2
x3

0 −
C2

2 + C2
4

2
.

Використовуючи анзац

u =
3
4
(
x2

1 + x2
2

)
℘(x0) + f(x0, x3),

отримуємо ще один розв’язок рiвняння (2):

u =
3
4
(
x2

1 + x2
2

)
℘(x0) + Λ(x0)x3 + c(x0),

де Λ′′ = 3℘λ, c′′ = Λ2 + 3℘c.
У випадку, коли використовуємо анзац

u =
3
4
(
x2

1 + x2
2

)
x−2

0 + f(x0, x3),

знаходимо такий розв’язок рiвняння (2):

u =
3
4
(
x2

1 + x2
2

)
x−2

0 +
(
C1x

(1+
√

13)/2
0 + C2x

(1−
√

13)/2
0

)
x3+

+
C2

1

19 + 5
√

13
x3+

√
13

0 +
C2

2

19− 5
√

13
x3−

√
13

0 +
2C1C2

3
x3

0.
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