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РОЗПОДIЛ ГIДРАВЛIЧНОГО ТИСКУ
ПРИ НЕСТАЦIОНАРНОМУ РУСI ГАЗУ В ТРУБОПРОВОДАХ
ПРИ НАЯВНОСТI КОМПРЕСОРНИХ СТАНЦIЙ ТА ВIДБОРIВ

Я.Д. П’янило

Центр мат. моделювання Iн-ту прикл. пробл. механiки i математики
НАН України,
Україна, 290005, Львiв, вул. Дж. Дудаєва, 15

The mathematical model for nonstationary gas motion, which describes pipelines of different types, is
under consideration. Initial-boundary problem is solved on the base of Fourier series. Results are tested
for real samples.

Розглядається математична модель нестацiонарного руху газу, якою описуються трубопро-
води рiзного типу. Початково-крайова задача розв’язується на основi рядiв Фур’є. Результа-
ти апробованi на реальних даних.

1. Гiдравлiчний розрахунок промислових, магiстральних та мiських розподiлених газо-
проводiв на даний час проводять, в основному, за умов стацiонарного руху газу. Однак в
дiйсностi рух газу в рiзного типу газопроводах в багатьох випадках є нестацiонарним. До
причин, якi приводять до нестацiонарного руху, можна вiднести змiнне в часi використан-
ня газу, увiмкнення та вимкнення компресорних станцiй (КС) i багато iнших.

Аналiз складних систем магiстральних газопроводiв пов’язаний iз значними трудно-
щами як математичного, так i обчислювального характеру: розв’язок вихiдних матема-
тичних моделей в загальному випадку отримати аналiтично або досить важко, або не-
можливо взагалi, оскiльки данi задачi вiдносяться до класу нелiнiйних; сам розв’язок є
достатньо громiздким, що спричиняє труднощi обчислювального характеру; задачi є не-
коректними за Тихоновим i тому вимагають побудови регуляризуючих алгоритмiв.

Нестацiонарний рух газу описується нелiнiйною системою взаємопов’язаних дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними вигляду [1, 2]

∂p

∂x
+ ρα

∂

∂x

(
v2

2

)
+ ρg

∂z̃

∂x
+
λv2

2D
ρ +

∂(ρv)
∂t

= 0,

(1)

∂(ρv)
∂x

+
1
c2

∂p

∂t
= 0,

де p ≡ p(x, t) тиск; ρ густина; v швидкiсть; λ коефiцiєнт гiдравлiчного опору; g
прискорення вiльного падiння; z̃ перепад висот; D дiаметр труби; c швидкiсть

звуку в газi; α коефiцiєнт Корiолiса.
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Розв’язуванню такого класу задач присвячена значна кiлькiсть робiт (див., наприк-
лад, [3, 4]). Ефективними способами розв’язування такого класу задач є iтерацiйнi, стiй-
кiсть та збiжнiсть яких значною мiрою залежить вiд початкового наближення шуканого
розв’язку, який, як правило, отримується шляхом лiнеаризацiї вихiдної системи. Поряд з
цим лiнеаризований варiант має i самостiйне практичне застосування, оскiльки вiн описує
широкий клас задач транспортування газу по трубопроводах.

При гiдравлiчному розрахунку вихiдну систему спрощують, виходячи з таких припу-
щень:

1)вихiдна система лiнеаризується введенням коефiцiєнта 2a = λv/2D, який прийма-
ється сталим для конкретної задачi;

2) припускаючи, що перепад висот є незначним, нехтують доданком ρg∂z̃/∂x;
3) нехтують впливом змiни лiнiйної швидкостi по довжинi трубопроводу;
4)нехтують впливом сил тертя.
При всiх вказаних вище припущеннях або деяких з них отримується аналiтичний

розв’язок вiдповiдної початково-крайової задачi. Поряд iз лiнеаризацiєю вихiдної систе-
ми розглядаються, як правило, окремо короткi та довгi газопроводи, газопроводи низь-
кого, високого та середнього тиску.

На практицi складна газотранспортна система складається iз всiх видiв газопроводiв.
Тому для аналiзу нестацiонарного руху газу необхiдно:

1) класифiкувати окремi вiтки (за довжиною i тиском);
2) для аналiзу певного класу вiтки зберiгати розв’язок вiдповiдної задачi;
3) оскiльки окрема вiтка може в певнi промiжки часу бути пiд рiзним тиском, необхiд-

но передбачити i цей варiант.
Такi вимоги, поряд з математичними труднощами, ще бiльше ускладнюють дослiд-

ження складних систем магiстральних трубопроводiв в нестацiонарному випадку. У зв’яз-
ку з цим виникла необхiднiсть в отриманнi такого розв’язку вихiдної математичної моде-
лi, який був би придатним для достатньо широкого класу трубопроводiв, не був громiзд-
ким, що полегшило б побудову ефективних обчислювальних алгоритмiв та аналiз впливу
певних фiзичних параметрiв на процес переносу i т. п.

2. Очевидно, що при транспортуваннi газу лiнiйна швидкiсть v змiнюється в певних
межах вiд v1 до v2, тобто v ∈ [v1, v2]. На цьому промiжку криву f2(v) = v2 апроксимуємо
прямою

f1(v) = (v1 + v2)v − v1v2,

яка проходить через точки (v1, f2(v1)) , (v2, f2(v2)) . Вважаючи, що перепад висот є не-
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)
має незначний вплив, тому ним можна знехтувати.

Враховуючи викладене вище, систему (1) запишемо у виглядi
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Будемо вважати, що транспортування газу вiдбувається в iзотермiчному режимi (T ≡
≡ const). Тодi з урахуванням рiвностi [1, 2] P = gzRTρ, деR унiверсальна газова стала,
z коефiцiєнт стисливостi газу, лiнеаризований варiант системи (2) буде мати вигляд

∂ω

∂t
+
∂p

∂x
+ aω − bP = 0,

1
c2

∂p

∂t
+
∂ω

∂x
= 0,

(3)

де

b =
λv1v2

2DgzRT
, ω = ρv, a =

λ(v1 + v2)
2D

. (4)

3. До вивчення руху газу в трубопроводах при наявностi КС та вiдборiв можна пiдхо-
дити двома шляхами:

1) весь газопровiд розбити на J частин мiж КС та пунктами вiдбору i розв’язувати ви-
хiдну систему на окремих промiжках, узгоджуючи початковi та граничнi умови в точках
стику;

2) наявнi по трасi газопроводу КС та пункти вiдбору моделювати узагальненими фун-
кцiями.

Другий шлях є бiльш зручним, оскiльки, по-перше, граничнi умови в точках КС та вiд-
борiв входять в самi рiвняння, i, по-друге, скорочується час обчислення в 5 10 разiв. То-
му в лiнеаризованому варiантi задача транспортування газу при наявностi на трасi КС та
вiдборiв, якi моделюються узагальненими функцiями, зводиться до необхiдностi розв’я-
зування неоднорiдної системи взаємопов’язаних диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними
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В (5) функцiя

Θ(x, t) =
I∑
i=1

p,i δ(x− xi) [η(t− t1i)− η(t− t2i)]

моделює наявнiсть по трасi I КС в точках x = xi, i = 1, I , з моментами ı̈х увiмкнення
t = t1i та вимкнення t = t2i, а функцiя

Ψ(x, t) = ±
J∑
j=1

qj(t)
F

δ(x− xj) [η(t− t1j)− η(t− t2j)] (6)

моделює J пунктiв вiдбору в точках x = xj , j = 1, J, t1j час увiмкнення, t2j час
вимкнення вiдборiв. Знак „+” в формулi (6) вказує на вiдбiр газу, а „−” на пiдкачку. Ве-
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личина qj(t) розподiлений вiдбiр газу на одиницю довжини трубопроводу, F площа
поперечного перерiзу трубопроводу. Система (5) розв’язується при постiйних початкових

p(x, 0) = p0, ω(x, 0) = ω0

та граничних

p(0, t) = p, ω(0, t) = ω,

p(l, t) = p, ω(l, t) = ω

умовах. В системi (5) перейдемо до зображень Лапласа Карсона [4, 5]

(s+ a)ω + p′ − b p = sω + Θ,

(7)

ω′ +
s

c2
p =

s

c2
p + Ψ,

де s параметр перетворення Лапласа Карсона, p ≡ p(x, s), ω ≡ ω(x, s), Θ ≡ Θ(x, s)
та Ψ ≡ Ψ(x, s) зображення Лапласа Карсона вiдповiдних оригiналiв. Зокрема, при
qj(t) = qj ≡ const

Θ(x, s) =
I∑
i=1

p,i δ(x− xi)
[
e−t1is − e−t2is

]
,

Ψ(x, s) =
J∑
j=1

qj
F
δ(x− xj)

[
e−t1js − e−t2js

]
.

Оскiльки початково-граничнi умови є сталими, замiсть функцiй p та ω в системi (7) вве-
демо в розгляд функцiї

p̃ = p+
x

l
hp − p0k, ω̃ = ω +

x

l
hω − ω0k,

hp = p0k − pkk, hω = ω0k − ωkk,

якi задовольняють нульовi граничнi умови. В нових позначеннях система (7) набере ви-
гляду

(s+ a) ω̃ + p̃
′ − b p̃ = ϕ1,

ω̃
′ +

s

c2
p̃ = ϕ2,

(8)

де

ϕ1 = s ω − (s+ a)ω0k +
1
l
hp + bp0k + Θ(x, s) +

x

l
[(s+ a)hω − b hp] , (9)
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ϕ2 =
s

c2
p0 +

1
l
hω −

s

c2
p0 + Ψ(x, s) +

x

l

s

c2
p0 hp. (10)

Поставлену початково-крайову задачу будемо розв’язувати на основi рядiв Фур’є за
синусами, тобто

b(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nπ , x

l
, (11)

де коефiцiєнти Фур’є

bn =
{
p̃n(s)
ω̃n(s)

}
функцiї

b(x) =
{
p̃(x, s)
ω̃(x, s)

}
визначаються за формулою

bn =
2
l

l∫
0

b(x) sin
nπ x

l
dx,

або

bn =
1
li

 l∫
0

b(x) exp
(nπ i x

l

)
dx−

l∫
0

b(x) exp
(
−nπ i x

l

)
dx

 , bn = −i
(
b̂−n − b̂n

)
,

b̂n =
1
l

l∫
0

b(x) exp
(
−nπ i x

l

)
dx. (12)

Iнтегруванням за частинами рiвнiсть (12) зводиться до вигляду

b̂n =
1
l

b(x)(−νn l) exp
(
− x

νn l

) ∣∣∣l
0

+νn l

l∫
0

b′(x) exp
(
− x

νn l

)
dx

 ,
νn =

1
nπ i

.

Оскiльки b(0) = b(l) = 0, то

b̂n = νn

l∫
0

b′(x) exp
(
− x

νn l

)
dx. (13)
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З системи (8) випливає

˜̂p
′

= ϕ1 + b ˜̂p− (s+ a)˜̂ω,

˜̂ω
′

= ϕ2 −
s

c2
˜̂p.

Використовуючи рiвнiсть (13), отримуємо

˜̂p(s) = νn l
[
ϕ1n + b ˜̂pn(s)− (s+ a)˜̂ω

(s)
n

]
(14)

та

˜̂ωn(s) = νn l
[
ϕ2n −

s

c2
˜̂pn(s)

]
. (15)

Пiдставимо (15) в (14). Тодi

˜̂pn(s) = νn l ϕ1n + b l νn˜̂pn − (νn l)2 (s+ a)ϕ2n +
s

c2
(νn l)2 (s+ a) ˜̂pn,

звiдки

˜̂pn(s) = −
(

c

νn l

)2

νn l
1

(s− s1)(s− s2)
[ϕ1n − νn l(s+ a)ϕ2n] , (16)

де

κn =
1− b l νn
(νn l/c)2

, s1 =
1
2

(
−a−

√
a2 − 4κn

)
, s2 =

1
2

(
−a+

√
a2 − 4κn

)
.

Знайдемо коефiцiєнти ϕ1n та ϕ2n. Згiдно з означенням (15) та формулою (9),

ϕ1n = ˆ̂νn [(s+ a)hω − bhp] + ν̂n

[
s ω − (s+ a)ω +

1
l
hp + bp0k

]
+ Θn(s),

де

Θn(s) =
1
l

I∑
i=1

p,i exp
(
− xi
νn l

) [
e−t1is − e−t2is

]
.

Як i у випадку з ϕ1n, враховуючи (10), одержуємо

ϕ2n = ˆ̂νn
s

c2
hp + ν̂n

[
s

c2
(p − p) +

1
l
hω

]
+ Ψn(s),

де

Ψn(s) =
1
l

J∑
j=1

qj
F

exp
(
− xj
νn l

) [
e−t1js − e−t2js

]
.
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Пiдставивши вирази для ϕ1n та ϕ2n у формулу (16), отримуємо

˜̂pn(s) = −
(

c

νn l

)2

νn l
1

(s− s1)(s− s2)

〈[
ˆ̂νn(ahω − bhp)+

+ν̂n

(
1
l
hp + bp0k − aω

)
− a νn ν̂n hω

]
+ s

[
ˆ̂νn hω + ν̂n (ω − ω)−

−νn l
(

1
l
hω ν̂n +

a

c2

(
ˆ̂νn hp + ν̂n (p − p)

))]
−

−νn l
s2

c2

(
ˆ̂νn hp + ν̂n (p − p)

)
+ Θn(s)− νn l(s+ a) Ψn(s)

〉
.

Введемо позначення:

d1 = ˆ̂νn (ahω − bhp) + ν̂n

(
1
l
hp + bp0k − aω

)
− a νn ν̂n hω,

d2 = ˆ̂νn hω + ν̂n (ω − ω)− νn l
(

1
l
ν̂n hω +

a

c2

(
ˆ̂νn hp + ν̂n (p − p)

))
,

d3 = −νn l
1
c2

(
ˆ̂νn hp + ν̂n (p − p)

)
.

Тодi

˜̂pn(s) = −
(

c

νn l

)2

νn l
1

(s− s1)(s− s2)
{
d1 + sd2 + s2d3+

+ Θn(s)− νn l(s+ a) Ψn(s)
}
. (17)

Оригiналами зображень

ξ1n(s) =
1

(s− s1)(s− s2)
,

ξ2n(s) =
s

(s− s1)(s− s2)
,

ξ3n(s) =
s2

(s− s1)(s− s2)

є функцiї [5]

ξ1n(t) =
1

s1 s2
− es1 t

s1(s2 − s1)
+

es2 t

s2(s2 − s1)
,
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ξ2n(t) =
es2 t − es1 t

(s2 − s1)
,

ξ3n(t) =
s2 e

s2 t − s1 e
s1 t

(s2 − s1)
.

Якщо

ξ4n(s) =
Θn(s)

(s− s1)(s− s2)
=

1
l

I∑
i=1

p,i exp
(
− xi
νn l

) [
e−t1i s

1
(s− s1)(s− s2)

−

− e−t2i s 1
(s− s1)(s− s2)

]
,

то, згiдно з теоремою запiзнення [6],

ξ4n(t) =
1
l

I∑
i=1

p,i exp
(
− xi
νn l

) [{
0, t < t1i

ϕ1n(t− t1i), t > t1i
−
{

0, t < t2i
ϕ1n(t− t2i), t > t2i

]
.

Аналогiчно переконуємось, що оригiналом зображення

ξ5n(s) =
s+ a

(s− s1)(s− s2)
Ψn(s) =

=
1
l

J∑
j=1

qj
F

exp
(
− xj
νn l

)[
e−t2j s

(
ξ2n(s) + aξ1n(s)

)
− e−t2j s

(
ξ2n(s) + aξ1n(s)

)]
є функцiя

ξ5n(t) =
1
l

J∑
j=1

qj
F

exp
(
− xj
νn l

) [{
0, t < t1j

ξ2n(t− t1j) + aξ1n(t− t1j), t > t1j
−

−
{

0, t < t2j
ξ2n(t− t2j) + aξ1n(t− t2j), t > t2j

]
.

Таким чином, переходячи в рiвностi (17) до оригiналу, отримуємо

p̃n(t) = −
(

c

νn l

)2

νn l [d1ξ1n(t) + d2ξ2n(t) + d3ξ3n(t)]−

−
(

c

νn l

)2

νn l ξ4n(t) + c2 ξ5n(t) =

=
(c
l

)2 l

νn
[d1ξ1n(t) + d2ξ2n(t) + d3ξ3n(t)]−

−
(c
l

)2 l

νn
ξ4n(t) + c2 ξ5n(t).
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Рис.1. Розподiл стацiонарного тиску по довжинi труби у випадку
нелiнiйної (1) та лiнеаризованої (2) моделей руху газу.

Рис.2. Розподiл масової швидкостi по довжинi труби у
нестацiонарному випадку (лiнеаризована модель):

1 t = 0, 1c; 2 t = 3000c; 3 t = 9000c.
Пiдставляючи тепер знайденi коефiцiєнти в формулу (11), можна знайти приведений

до нульових граничних умов розподiл гiдравлiчного тиску p̃(x, t), а формула

p(x, t) = p̃(x, t) − x

l
hp + p0k

дозволяє обчислювати шукане значення гiдравлiчного тиску в довiльнiй точцi трубопро-
воду x в заданий момент часу t.

Оскiльки тиск вiдомий, то розподiл масової швидкостi в часi та по довжинi труби мо-
же бути знайдений на основi вихiдної системи рiвнянь, або на основi взаємозв’язку мiж
вiдповiдними коефiцiєнтами p̃n(s) та ω̃n(s), згiдно з формулою (15).

На рис. 1, 2 показано результати обчислень тиску та масової швидкостi газу для тру-
бопроводу довжиною 100 км при пропускнiй здатностi 10 млн. м3 за добу, при значеннях
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коефiцiєнтiв стиску та гiдравлiчного опору вiдповiдно z = 0, 92 та λ = 0, 02. На кiнцi
трубопроводу задається сталий тиск 41 кгс/см2.
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