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We introduce and study a continuous function I, the so-called inversor of digits of Q3-representation for
fractional part of a real number. This representation is determined by a stochastic vector (q0, q1, q2) with
positive entries and generalizes the classic ternary representation because it coincides with the latter, if

q0 = q1 = q2 =
1

3
.

The values of this function are obtained from the Q3-representation of the argument by change of
digits: 0 to 2, 1 to 1, 2 to 0. Differential, integral, and fractal properties of inversor are described. We prove
that I is a singular function if q0 6= q2.

Вводится и исследуется непрерывная функция I, названная инверсором цифр Q3-изображе-
ния дробной части действительного числа, которое определяется вероятностным вектором
(q0, q1, q2) с положительными координатами и является обобщением классического троичного

изображения, так как совпадает с ним при q0 = q1 = q2 =
1

3
.

Значение этой функции получается изQ3-изображения аргумента заменой цифр: 0 на 2, 1 на
1, 2 на 0. Описываются дифференциальные, интегральные и фрактальные свойства инверсора.
Доказано, что I является сингулярной функцией, если q0 6= q2.

Вступ. Добре вiдомi три класичнi змiстовнi теорiї дiйсних чисел, запропонованi нiмець-
кими математиками К. Вейєрштрассом, Г. Кантором i Р. Дедекiндом у другiй половинi
XIX ст. Пiзнiше було створено загальну аксiоматичну теорiю дiйсних чисел. Цiкавою є
теорiя, на рiвнi iдей запропонована А. М. Колмогоровим [6], а реалiзована Н. I. Кавун
[5], яка, як i теорiя Вейєрштрасса, не передбачає наперед створеної теорiї рацiональних
чисел. Усвiдомлення того, що таких теорiй можна побудувати багато, прийшло вiдносно
недавно.

Iснують рiзнi способи кодування (зображення) дiйсних чисел iз використанням скiн-
ченного алфавiту {0, 1, . . . , s−1} ≡ As, 1 < s ∈ N.Внаслiдок рiзних причин двосимвольне
кодування заслуговує окремої уваги. На увагу заслуговує i трiйкова система, оскiльки во-
на є найбiльш економною в певному сенсi. У роботi [11] вказано сильнi та слабкi сторони
цих систем.

Кодуванням чисел з [0, 1] засобами алфавiту A (скiнченного або нескiнченного) нази-
вається сюр’єктивне вiдображення

ϕ : A×A× . . .×A× . . . ≡ L → [0, 1].

При цьому символiчний запис числа x = ϕ((an)), що є образом послiдовностi (an), у фор-
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мi ∆ϕ
a1a2...an... називається його ϕ-зображенням (або ϕ-кодом).

Одним iз найпростiших способiв кодування чисел x ∈ [0, 1] засобами алфавiту As,
2 ≤ s ∈ N, є s-кове зображення числа:

x =
α1

s
+
α2

s2
+ . . .+

αn
sn

+ . . . ≡ ∆s
α1α2...αn....

У традицiйному розумiннi геометрiя чисел займається розв’язанням теоретико-число-
вих проблем iз використанням геометричних засобiв. В останнi роки з’явилась нова гiлка
дослiжень — геометрiя рiзних зображень дiйсних чисел, яка вивчає геометричний змiст
цифр, метричнi спiввiдношення, тополого-метричнi властивостi множин чисел, визначе-
них умовами на їх зображення, тощо та застосування до конструювання рiзних математич-
них об’єктiв i складну (неоднорiдну) локальну структуру [3].

Нехай (c1, c2, . . . , cm) — фiксований впорядкований набiр елементiв алфавiту A.

Означення 1. Цилiндром рангуm з основою c1c2 . . . cm у кодуваннi ϕ називається мно-
жина ∆ϕ

c1c2...cm всiх чисел x ∈ [0, 1], якi мають таке ϕ-зображення:

x = ∆ϕ
c1c2...cmαm+1...αm+k...

, αm+i ∈ A.

Сам вiдрiзок [0, 1] називається цилiндром нульового рангу i позначається ∆.

Безпосередньо з даного означення випливають наступнi властивостi цилiндрiв:
1) ∆ϕ

c1c2...cm =
⋃
i∈A

∆ϕ
c1c2...cmi

;

2) ∆ =
⋃
i1∈A

⋃
i2∈A

. . .
⋃
in∈A

∆ϕ
i1i2...in

для довiльного n.

Для s-кового зображення чисел цилiндрами є вiдрiзки, а саме:

∆s
c1c2...cm =

[
m∑
i=1

ci
si

;
1

sm
+

∞∑
n=m+1

cn
sn

]
.

Кажуть, що система кодування має нульову надлишковiсть, якщо всi числа або пе-
реважна бiльшiсть чисел мають єдине зображення i лише незначна їх частина має два
зображення.

Прикладами кодування чисел засобами нескiнченного алфавiту є L-, E- та S-зобра-
ження, якi ґрунтуються на розкладах чисел у знакододатнi ряди Люрота [2, 1, 4], Енгеля
[9], Сильвестера [7] вiдповiдно. Як i s-кове зображення, всi вони мають нульову надлиш-
ковiсть, оскiльки кожне число з (0, 1] має єдине L-, E- та S-зображення.

Кодування називається неперервним, якщо цилiндр є промiжком (вiдрiзком, пiввiдрiз-
ком або пiвiнтервалом) i при цьому для будь-якої послiдовностi (an), an ∈ A, перерiз
∞⋂
m=1

∆ϕ
a1a2...am ≡ ∆ϕ

a1a2...am... є числом (точкою), причому

∆ϕ
a1a2...am... = x → x′ = ∆ϕ

a′1a
′
2...a

′
m...
≡ m → ∞,

де am 6= a′m, але ai = a′i при i < m.
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Неперервне ϕ-зображення називається Q-зображенням, якщо алфавiт A є скiнчен-
ним i для кожного i ∈ A ≡ As виконується sup ∆Q

c1c2...cmi
= inf ∆Q

c1c2...cm[i+1] i метричне
вiдношення

|∆ϕ
c1c2...cmi

|
|∆ϕ

c1c2...cm |
≡ qi = const,

яке називається основним (найважливiшим у метричнiй теорiї).
Змiстовне введення Q-зображення дає наступне твердження [8]: для будь-якого x ∈

∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ As, така, що

x = βα1 +
∞∑
k=2

βαk

k−1∏
j=1

qαj

 = ∆Q
α1α2...αn..., (1)

де β0 = 0, βi = q0 + q1 + . . .+ qi−1, 0 < i ≤ s.
Для Q-зображення мають мiсце такi спiввiдношення:
3) q0 + q1 + . . .+ qs−1 = 1;

4) |∆Q
c1c2...cm | =

m∏
i=1

qci → 0, m → ∞.

Класичне s-кове зображення є Q-зображенням, i для нього виконується рiвнiсть q0 =

= q1 = . . . = qs−1 =
1

s
.

Перiод у Q-зображеннi числа (якщо вiн iснує) позначають у круглих дужках. Iсну-
ють числа, якi мають два Q-зображення. Це числа з перiодом (0) або (s − 1), причому
∆Q
c1...cm−1cm(0) = ∆Q

c1...cm−1[cm−1](s−1). Такi числа називаються Q-рацiональними, їх множи-
на є злiченною. Решту чисел називають Q-iррацiональними.

Якщо s = 3, то Q-зображення називається Q3-зображенням. Далi αk(x) — це k-та
цифра (символ) Q3-зображення числа x.

1. Iнверсор цифр Q3-зображення чисел з [0, 1].

Означення 2. Iнверсором цифр Q3-зображення числа ∆Q3
α1α2...αn... = x ∈ [0, 1] (далi

iнверсором) називають функцiю I, визначену на [0, 1] рiвнiстю

I(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
.

Оскiльки Q3-рацiональнi числа мають по два зображення, то виникає необхiднiсть
обґрунтування коректностi означення iнверсора.

Розглянемо два рiзних зображення Q3-рацiонального числа x, тобто

x ≡ ∆Q3

α1α2...αk(0)
= ∆Q3

α1α2...[αk−1](2) ≡ x′, αk 6= 0,

i перевiримо виконання рiвностi I(x) = I(x′). Для цього розглянемо рiзницю

I(x)− I(x′) = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk](2)
−∆Q3

[2−α1][2−α2]...[3−αk](0)
=

=

(
β[2−αk] +

β2q[2−αk]

1− q2
− β[3−αk]

) k−1∏
i=1

q[2−αi].
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Якщо αk = 1, то β1 +
β2q1

1− q2
− β2 = q0 +

(q0 + q1)q1
q0 + q1

− q0 − q1 = 0. Якщо αk = 2, то

β0 +
β2q0

1− q2
− β1 =

(q0 + q1)q0
q0 + q1

− q0 = 0.

Таким чином, для довiльного Q3-рацiонального числа виконується I(x) = I(x′), а от-
же, iнверсор цифр Q3-зображення числа є коректно визначеною функцiєю.

Теорема 1. Для iнверсора I символiв Q3-зображення чисел вiдрiзка [0, 1] має мiсце рiв-
нiсть

∆Q3
α1α2...αn... + ∆

Q′3
[2−α1][2−α2]...[2−αn]...

= 1,

де Q′3 = {q′0 = q2; q
′
1 = q1; q

′
2 = q0}.

Доведення. Для чисел 0 = ∆Q3

(0) i 1 = ∆Q3

(2) твердження є очевидним.

Нехай x = ∆Q3
α1α2...αn... — довiльне число з iнтервалу (0; 1), 1 − x ≡ x′. Введемо пере-

позначення цилiндрiв ∆Q3
c1c2...cm ≡ ∆

Q′3
c′1c
′
2...c

′
m
, де c′i = 2 − ci. Оскiльки x належить системi

вкладених цилiндрiв ∆Q3
α1 ,∆

Q3
α1α2 , . . . ,∆

Q3
α1α2...αn , . . . , то x′ = 1 − x належить системi вкла-

дених цилiндрiв ∆
Q′3
α′1
,∆

Q′3
α′1α

′
2
, . . . ,∆

Q′3
α′1α

′
2...α

′
n
, . . . .

Отже,

x′ =

∞⋂
n=1

∆
Q′3
α′1α

′
2...α

′
n

=

∞⋂
n=1

∆
Q′3
[2−α1][2−α2]...[2−αn]

= ∆
Q′3
[2−α1][2−α2]...[2−αn]...

,

що й слiд було довести.

Наслiдок 1. I(∆Q3
α1α2...αn...) = 1−∆

Q′3
α1α2...αn....

Наслiдок 2. I(x) = 1− x для всiх x ∈ [0, 1] тодi i тiльки тодi, коли q0 = q2.

Доведення. Справдi, якщо q0 = q2, то Q3 = Q′3 i ∆
Q′3
α1α2...αn... = ∆Q3

α1α2...αn..., а отже,

I(∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)...
) = 1−∆

Q′3
α1(x)α2(x)...αn(x)...

= 1− x.

Якщо ж q0 6= q2, то розглянемо число x = ∆Q3

1(0) i

I(x) = I(∆Q3

1(0)) = β1 + β2q1 + β2q1q2 + . . .= β1 +
β2q1

1− q2
= q0 +

(q0 + q1)q0
q0 + q1

= q0 + q1,

1− x = 1−∆Q3

1(0) = 1− q0 = q1 + q2 6= I(x).

Наслiдок 2 доведено.

Лема 1. Для приросту µI(∆
Q3
c1c2...cn) ≡ I(∆Q3

c1c2...cn(2)
) − I(∆Q3

c1c2...cn(0)
) функцiї I на ци-

лiндрi ∆Q3
c1c2...cn = [∆Q3

c1c2...cn(0)
; ∆Q3

c1c2...cn(2)
] має мiсце рiвнiсть

µI(∆
Q3
c1c2...cn) = −

n∏
j=1

q[2−cj ].
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Доведення. Розглянемо можливi випадки. При cn = 0 маємо

µI(∆
Q3
c1c2...cn−10

) = I(∆Q3

c1c2...cn−10(2)
)− I(∆Q3

c1c2...cn−10(0)
) =

= ∆Q3

[2−c1][2−c2]...[2−cn−1]2(0)
−∆Q3

[2−c1][2−c2]...[2−cn−1]2(2)
=

= −β2
n−1∏
j=1

q[2−cj ](q2 + q22 + . . .+ qk2 + . . .) = −q2
n−1∏
j=1

q[2−cj ].

При cn = 1 маємо

µI(∆
Q3
c1c2...cn−11

) = I(∆Q3

c1c2...cn−11(2)
)− I(∆Q3

c1c2...cn−11(0)
) =

= −
n−1∏
j=1

q[2−cj ]

 ∞∑
j=1

β2q1

j−1∏
k=1

q2

 = −q1
n−1∏
j=1

q[2−cj ].

Якщо cn = 2, то

µI(∆
Q3
c1c2...cn−12

) = I(∆Q3

c1c2...cn−12(2)
)− I(∆Q3

c1c2...cn−12(0)
) = −q0

n−1∏
j=1

q[2−cj ].

Лему 1 доведено.

2. Неперервнiсть i монотоннiсть iнверсора.

Теорема 2. Iнверсор I цифр Q3-зображення чисел [0, 1] є неперервною монотонно
строго спадною на вiдрiзку [0; 1] функцiєю.

Доведення. Нехай x0 — довiльна точка з [0; 1].Для доведення неперервностi iнверсора
I цифр Q3-зображення в точцi x0 досить показати, що limx→x0 |I(x)− I(x0)| = 0.

Розглянемо випадок, коли x0 є Q3-iррацiональною точкою. Тодi для довiльного числа
x ∈ [0; 1] iснує такий номер k = k(x), що αi(x) = αi(x0) при i = 1, k − 1 i αk(x) 6= αk(x0).
Оскiльки умова x → x0 рiвносильна k → ∞, то

|I(x)− I(x0)| = |∆Q3

[2−α1(x)]...[2−αk−1(x)][2−αk(x)]...
−∆Q3

[2−α1(x0)]...[2−αk−1(x0)][2−αk(x0)]...
| =

=

∣∣∣∣∣∣
∞∑
i=k

β[2−αi(x)]

i−1∏
j=1

q[2−αj(x)] −
∞∑
i=k

β[2−αi(x0)]

i−1∏
j=1

q[2−αj(x0)]

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

k−1∏
j=1

q[2−αj ] ≤ (max{q0, q1, q2})k−1 → 0 при k → ∞.

Отже, iнверсор I є неперервною функцiєю в Q3-iррацiональних точках.
Нехай x0 є Q3-рацiональною точкою, тобто x0 = ∆Q3

α1α2...αk(0)
≡ ∆Q3

α1α2...[αk−1](2). Для
доведення неперервностi функцiї I злiва треба використати Q3-зображення точки, що
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мiстить перiод (0), тобто x0 = ∆Q3

α1α2...αk(0)
, а справа — Q3-зображення точки, що мiстить

перiод (2), застосувавши мiркування, що i для Q3-iррацiональних точок.
Доведемо, що функцiя є монотонно спадною на вiдрiзку [0; 1].
Розглянемо два таких числа, що x1 = ∆Q3

α
(1)
1 α

(1)
2 ...α

(1)
n ...

, x2 = ∆Q3

α
(2)
1 α

(2)
2 ...α

(2)
n ...

, x1 < x2.

Тодi iснує таке натуральне число k, що

α
(1)
1 = α

(2)
1 = α1, α

(1)
2 = α

(2)
2 = α2, . . . , α

(1)
k−1 = α

(2)
k−1 = αk−1,

але α(1)
k < α

(2)
k . Тодi 2− α(1)

k > 2− α(2)
k i

I(x1)− I(x2) = ∆Q3

[2−α(1)
1 ][2−α(1)

2 ]...[2−α(1)
n ]...

−∆Q3

[2−α(2)
1 ][2−α(2)

2 ]...[2−α(2)
n ]...

=

= ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk−1][2−α
(1)
k ]...

−∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk−1][2−α
(2)
k ]...

=

= β[2−α1] + β[2−α2]q[2−α1] + . . .+ β[2−αk−1]

k−2∏
j=1

q[2−αj ] + β
[2−α(1)

k ]

k−1∏
j=1

q[2−αj ] + . . .

. . .+

β[2−α1] + β[2−α2]q[2−α1] + . . .+ β[2−αk−1]

k−2∏
j=1

q[2−αj ]+

+ β
[2−α(2)

k ]

k−1∏
j=1

q[2−αj ] + . . .

 =
(
β
[2−α(1)

k ]
− β

[2−α(2)
k ]

) k−1∏
j=1

q[2−αj ]+

+

(
β
[2−α(1)

k+1]
q
[2−α(1)

k ]
− β

[2−α(2)
k+1]

q
[2−α(2)

k ]

) k−1∏
j=1

q[2−αj ] + . . . > 0.

Отже, якщо x1 < x2, то I(x1) > I(x2), тобто iнверсор I цифр Q3-зображення є моно-
тонно спадною функцiєю на вiдрiзку [0; 1].

Теорему 2 доведено.

Наслiдок 3. Рiвнiсть I(x) = x має мiсце тодi i тiльки тодi, коли x = ∆Q3

(1).

3. Сингулярнiсть iнверсора. Властивiсть Φ елемента x з множини K називається нор-
мальною, якщо переважна бiльшiсть елементiв цiєї множини (майже всi) її мають.

Такi поняття, як потужнiсть, мiра, розмiрнiсть Хаусдорфа – Безиковича, категорiї Бе-
ра та iн. [8], дозволяють однозначно трактувати слова „майже всi”.

Нехай Ni(x, k) — кiлькiсть цифр i в Q3-зображеннi x до k-го мiсця включно. Тодi гра-

ниця (якщо вона iснує) limk→∞
Ni(x, k)

k
≡ νi(x) ≡ νQ3

i (x) називається частотою (асимп-

тотичною частотою) цифри i в Q3-зображеннi числа x.

Означення 3. Число x = ∆Q3
α1...αk..., для частот якого справджуються рiвностi

νQ3
0 (x) = q0, νQ3

1 (x) = q1, νQ3
2 (x) = q2,
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називається Q3-нормальним.

Теорема 3. Мiра Лебега множини всiх Q3-нормальних чисел вiдрiзка [0, 1] дорiвнює 1.

Доведення. Покажемо, що для майже всiх (в розумiннi мiри Лебега) точок x ∈ [0, 1]

Ni(x, k)

k
→ qi при k → ∞, (2)

тобто множина всiх x, для яких умова (2) не виконується, має мiру Лебега, що дорiвнює
нулю.

Нехай i — фiксований символ, i ∈ {0, 1, 2}. Розглянемо функцiю f(x) таку, що

x = ∆Q3
α1...αk...

f(x)−−→ ∆
Q′2
α1,i(x)...αk,i(x)...

, де αk,i(x) =

{
0, якщо αk 6= i,
1, якщо αk = i,

i Q′2 = {q′0, q′1}, q′1 = qi, q
′
0 = qj + qk, j 6= i 6= k.

Тодi, очевидно, що Ni(x, k) =
∑k

j=1 αj,i(x). Тому умова (2) набирає вигляду

1

k
lim
k→∞

k∑
j=1

αj,i(x) = qi.

Розглянемо iнтеграл

Iik =

1∫
0

1

k

k∑
j=1

αj,i(x)− qi

2

dx =
1

k2

1∫
0

k∑
j=1

(αj,i(x)− qi)2dx.

Пiднесемо суму, що стоїть пiд iнтегралом, до квадрату i зiнтегруємо кожен доданок.
Враховуючи, що αj,i(x) = α2

j,i(x), бо αj,i(x) ∈ {0, 1}, отримуємо iнтеграли двох видiв:
перший

1∫
0

(αj,i(x)− qi)2dx =

1∫
0

(αj,i(x)(1− 2qi) + q2i )dx = (1− 2qi)

1∫
0

αj,i(x)dx+ q2i =

= (1− 2qi)λ({x : αj,i(x) = i}) + q2i = (1− 2qi)qi + q2i = qi(1− qi).

Кiлькiсть таких iнтегралiв дорiвнює k.
Розглянемо iнтеграли другого типу, враховуючи, що j 6= t:

1∫
0

(αj,i(x)− qi)(αt,i(x)− qi)dx = 0.

Оскiльки
∫ 1

0
αj,i(x)αt,i(x)dx = q2i , то Iik =

qi(1− qi)
k

.
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Отже, limk→∞ I
i
k = 0, тобто

1

k

∑k
j=1αj,i(x) збiгається до qi в середньому квадратично-

му, але зауважимо, що iз збiжностi в середньому квадратичному не випливає збiжнiсть
майже скрiзь.

Вiзьмемо тепер довiльне досить мале додатне число ε i позначимо через F ik(ε) множи-
ну чисел вiдрiзка [0, 1], для яких ∣∣∣∣∣∣

k∑
j=1

αj,i(x)k − qi

∣∣∣∣∣∣ > ε. (3)

Оцiнимо останнiй iнтеграл:

Iik =

1∫
0

1

k

k∑
j=1

αj,i(x)− qi

2

dx≥
∫

F i
k(ε)

1

k

k∑
j=1

αj,i(x)− qi

2

dx≥
∫

F i
k(ε)

ε2dx= ε2λ[F ik(ε)].

Тодi отримаємо

λ[F ik(ε)] ≤
Iik
ε2

=
qi(1− qi)
k2ε2

. (4)

Таким чином, якщо ε є фiксованим i k необмежено зростає, то мiра множини точок,
для яких має мiсце (3), прямує до нуля. Але з цього безпосередньо ще не випливає, що

для майже всiх x ∈ [0, 1] буде
1

k

∑k
j=1 αj,i(x) → qi, k → ∞.

Розглянемо послiдовнiсть множин F i1(ε), F i4(ε), F i9(ε), . . . , F in2(ε), . . . i позначимо через
Gik(ε) множину чисел, що належить хоча б однiй iз множин F ik2(ε), F i(k+1)2(ε), . . . .

Тодi з (4) отримаємо

λ[Gik(ε)] = λ
[
F ik2(ε)

⋃
F i(k+1)2(ε)

⋃
. . .
]
≤

2∑
i=0

λ
[
F i(k+i)2(ε)

]
≤

≤ qi(1− qi)
k2ε2

2∑
i=0

1

(k + i)2
→ 0 при (k → ∞).

Оскiльки Gik+1(ε) ⊂ Gik(ε) для кожного k ∈ N i мiра Лебега множини Gik(ε) пря-
мує до нуля при k → ∞, спiльна частина всiх цих множин має мiру нуль. Тодi всi числа,
крiм чисел з множини мiри нуль, можуть належати лише скiнченному об’єднанню цих
множин. Але якщо точка x належить лише скiнченнiй кiлькостi множин Gik(ε), то при
достатньо великому k вона не належить множинi Gik(ε), а отже, не належить кожнiй з
множин F ik2(ε), F i(k+1)2(ε), . . . . Тому для такого числа при k, бiльшому за деяке k0, маємо∣∣∣∣ 1

k2
∑k2

j=1 αj,i(x)− qi
∣∣∣∣ ≤ ε.Mайже всi числа, яким би не було ε, мають цю властивiсть. Тодi

1

k2
∑k2

j=1 αj,i(x) → qi при k → ∞.
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Таким чином, твердження доведено при умовi, що числа k зростають по повних квад-
ратах. Якщо ж k зростає як завгодно, то можна знайти таке число t, що

t2 ≤ k ≤ (t+ 1)2, 0 ≤ k − t2 ≤ 2t+ 1.

Тому

1

k

k∑
j=1

αj,i(x) =
1

k

 t2∑
i=1

αj,i(x) +

k∑
i=t2+1

αj,i(x)

 =
1

t2

t2∑
j=1

αj,i(x)
t2

k
+

1

k

k∑
j=t2+1

αj,i(x).

За доведеним майже скрiзь
1

t2
∑t2

j=1 αj,i(x) → qi при k → ∞ i скрiзь
t2

(t+ 1)2
<

t2

k
≤

≤ 1, тому
1

k

∑k
j=t2+1 αj,i(x) ≤ k − t2

k
<

2t+ 1

t2
. Тодi при k → ∞ отримуємо

t2

k
→ 1 i

1

k

∑k
j=t2+1 αj,i(x) → 0.

Отже, майже скрiзь
1

k

∑k
j=1 αj,i(x) → qi при k → ∞, тобто величина

1

k

∑k
j=1 αj,i(x)−qi

майже скрiзь є нескiнченно малою для довiльного i.
Теорему 3 доведено.

Лема 2. Якщо I ′(x) iснує, то

I ′(x) = lim
n→∞

µI

(
∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)

)
|∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)
|

= lim
n→∞

(q0
q2

)N2(x,n)
n
−N0(x,n)

n

n

. (5)

Доведення. Oчевидно, що похiдна дорiвнює I ′(x) = limn→∞
µI

(
∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)

)
|∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)
|

.

Тодi

I ′(x) = lim
n→∞

µI

(
∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)

)
|∆Q3

α1(x)α2(x)...αn(x)
|

= lim
n→∞

∏n
i=1 q[2−αi]∏n
i=1 qαi

= lim
n→∞

q
N2(x,n)
0 q

N1(x,n)
1 q

N0(x,n)
2

q
N0(x,n)
0 q

N1(x,n)
1 q

N2(x,n)
2

=

= lim
n→∞

(
q0
q2

)N2(x,n)−N0(x,n)

= lim
n→∞

(q0
q2

)N2(x,n)−N0(x,n)
n

n

,

що i слiд було довести.

Теорема 4. Якщо q0 6= q2, то iнверсор I є сингулярною функцiєю.

Доведення. Оскiльки функцiя I є неперервною i спадною, то згiдно з вiдомою теоре-
мою Лебега вона має майже скрiзь (у розумiннi мiри Лебега λ) скiнченну похiдну. Нехай
A — множина точок x ∈ [0, 1] таких, що iснує I ′(x), B — множина нормальних чисел у
Q3-зображеннi. Оскiльки мiра Лебега λ(A) = λ(B) = 1, то λ(A

⋂
B) = 1. Покажемо,
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що I ′(x) = 0 для будь-якого x = ∆Q3
α1α2...αn... ∈ A

⋂
B. Оскiльки x ∈ B, то ν0(x) = q0,

ν1(x) = q1, ν2(x) = q2.

Взявши до уваги (5), обчислимо похiдну

I ′(∆Q3
α1α2...αn...) = lim

n→∞

(q0
q2

)N2(x,n)
n
−N0(x,n)

n

n

= lim
n→∞

((
q0
q2

)ν2(x)−ν0(x))n
=

= lim
n→∞

((
q0
q2

)q2−q0)n
.

Оцiнимо значення виразу
(
q0
q2

)q2−q0
:

якщо q0 < q2, то
q0
q2

< 1, q2 − q0 > 0 i
(
q0
q2

)q2−q0
< 1;

якщо ж q0 > q2, то
q0
q2

> 1, q2 − q0 < 0 i
(
q0
q2

)q2−q0
< 1.

Тодi

I ′(∆Q3
α1α2...αn...) = lim

n→∞

((
q0
q2

)q2−q0)n
= 0. (6)

Отже, похiдна функцiї I на вiдрiзку [0; 1] дорiвнює нулю майже скрiзь у розумiннi мiри
Лебега, тобто вона є сингулярною функцiєю.

Теорему 4 доведено.

4. Диференцiальнi властивостi iнверсора Q3-цифр.

Теорема 5. Якщо q0 6= q2,то iнверсор I цифрQ3-зображення не має похiдної в жоднiй
Q3-рацiональнiй точцi.

Доведення. Розглянемо Q3-рацiональну точку x0 з вiдрiзка [0; 1]:

x0 = ∆Q3

α1α2...αnαn+1−1(2) ≡ ∆Q3

α1α2...αnαn+1(0)
= x′0.

Цифра αn+1 може дорiвнювати лише 1 або 2. Якщо αn+1 = 1, то виберемо послiдов-
нiсть (xm) таку, що xm = ∆Q3

α1α2...αn0 2...2︸︷︷︸
m

(0). Очевидно, що xm → x0 при m → ∞. Тодi

lim
m→∞

I(x0)− I(xm)

x0 − xm
= lim

m→∞

∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]2(0)
−∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]2 0...0︸︷︷︸
m

(2)

q0qm2
∏n
i=1 qαi(β2 + β2q2 + β2q22 + . . .)

=

= lim
m→∞

−q2qm0
∏n
i=1 q[2−αi]

β2
1−q2 q0q

m
2

∏n
i=1 qαi

= − lim
m→∞

q2
q0

(
q0
q2

)m n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

= z.
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Виберемо послiдовнiсть (x′m) таку, що x′m = ∆Q3

α1α2...αn1 0...0︸︷︷︸
m

(2). Очевидно, що x′m →

→ x′0 при m → ∞ i

lim
m→∞

I(x′0)− I(x′m)

x′0 − x′m
= lim

m→∞

q1q
m
2 (β2 + β2q2 + β2q

2
2 + . . .)

∏n
i=1 q[2−αi]

−q1qm0
∏n
i=1 qαi

=

= − lim
m→∞

(
q2
q0

)m n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

= z1.

Якщо q0q−22 < 1, то z = 0, a z1 = ∞; якщо ж q0q
−2
2 > 1, то, навпаки, z = ∞ i z1 = 0.

Оскiльки x′0 = x0, то не iснує похiдної I ′(x0).
При αn+1 = 2 висновок отримаємо аналогiчними мiркуваннями.
Отже, функцiя I не має похiдної в жоднiй Q3-рацiональнiй точцi.
Теорему 5 доведено.

Теорема 6. Якщо q0 6= q2 i x0 = ∆Q3

α1α2...αn(1)
, то I ′(x0) не iснує.

Доведення. Нехай xk = ∆Q3

α1α2...αn 1...1︸︷︷︸
k

(0), yk = ∆Q3

α1α2...αn 1...1︸︷︷︸
k

(2), тодi

lim
k→∞

I(x0)− I(xk)

x0 − xk
= lim
k→∞

∆Q3

[2−α1]...[2−αn](1)
−∆Q3

[2−α1]...[2−αn] 1...1︸︷︷︸
k

(2)

∆Q3

α1α2...αn(1)
−∆Q3

α1α2...αn 1...1︸︷︷︸
k

(0)

=

=− lim
k→∞

β1 + q1β1 + q21β1 + . . .+ (β2 + q2β2 + q22β2 + . . .)

β1 + q1β1 + q21β1 + . . .

qk1
∏n
i=1 q[2−αi]

qk1
∏n
i=1 qαi

=

=− lim
k→∞

q0
1−q1 −

q0+q1
1−q2

q0
1−q1

n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

= lim
k→∞

(
q2
q0

) n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

. (7)

З iншого боку,

lim
k→∞

I(x0)− I(yk)

x0 − yk
= lim

k→∞

∆Q3

[2−α1]...[2−αn](1)
−∆Q3

[2−α1]...[2−αn] 1...1︸︷︷︸
k

(0)

∆Q3

α1α2...αn(1)
−∆Q3

α1α2...αn 1...1︸︷︷︸
k

(2)

=

=− lim
k→∞

β1 + q1β1 + q21β1 + . . .

β1 + q1β1 + q21β1 + . . .− (β2 + q2β2 + q22β2 + . . .)

qk1
∏n
i=1 q[2−αi]

qk1
∏n
i=1 qαi

=

=− lim
k→∞

q0
1−q1

q0
1−q1 −

q0+q1
1−q2

n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

= lim
k→∞

(
q0
q2

) n∏
i=1

q[2−αi]

qαi

. (8)

З огляду на (7) i (8) очевидно, що при q0 6= q2 не iснує I ′(x0).
Теорему 6 доведено.
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Теорема 7. Якщо iснують частоти ν0 i ν2 цифр 0 та 2 в Q3-зображеннi числа x0,
причому (ν2(x0)− ν0(x0))(q0 − q2) < 0, то I ′(x0) не iснує.

Доведення. Припустимо, що похiдна I ′(x0) в точцi x0 = ∆Q3
α1α2...αn... iснує. Тодi, врахо-

вуючи лему 2, маємо

I ′(x0) = lim
n→∞

(q0
q2

)N2(x0,n)
n

−N0(x0,n)
n

n

= lim
n→∞

((
q0
q2

)ν2(x0)−ν0(x0))n
= ∞,

oскiльки з умови (ν2(x0)− ν0(x0))(q0 − q2) < 0 випливає
(
q0
q2

)ν2(x0)−ν0(x0)
> 1.

Отже, скiнченної похiдної в точцi x0 функцiя I не має.
Теорему 7 доведено.

5. Фрактальнi властивостi функцiї.

Теорема 8. Iнверсор I зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа – Безиковича, тобто множина
i її образ мають однакову розмiрнiсть тодi i тiльки тодi, коли q0 = q2.

Доведення. Оскiльки при q0 = q2 має мiсце I(x) = 1 − x, то очевидно, що у цьому
випадку iнверсор I зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа – Безиковича.

Розглянемо множину Безиковича – Егглстона [8]

E[ν0, ν1, ν2] = {x : νQ3
0 (x) = ν0, ν

Q3
1 (x) = ν1, ν

Q3
2 (x) = ν2}

при ν0 6= ν2. В роботi [8] доведено, що її розмiрнiсть Хаусдорфа – Безиковичa дорiвнює

α0(E) =
ln νν00 ν

ν1
1 ν

ν2
2

ln qν00 q
ν1
1 q

ν2
2

.

Образом E[ν0, ν1, ν2] пiд дiєю iнверсора I є множина E′[ν2, ν1, ν0], розмiрнiсть якої

α0(E
′) =

ln νν22 ν
ν1
1 ν

ν0
0

ln qν20 q
ν1
1 q

ν0
2

.

Очевидно, що α0(E) = α0(E
′) при ln qν00 q

ν1
1 q

ν2
2 = ln qν20 q

ν1
1 q

ν0
2 , що рiвносильно

1 =
qν00 q

ν2
2

qν20 q
ν0
2

=

(
q0
q2

)ν0−ν2
.

Отже, iнверсор I зберiгає фрактальну розмiрнiсть Хаусдорфа – Безиковича тодi i тiль-
ки тодi, коли q0 = q2.

Теорему 8 доведено.
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Теорема 9. Якщо q0 6= q2 i H — множина точок x, в яких не iснує скiнченної похiдної
I ′(x), то її розмiрнiсть Хаусдорфа – Безиковича задовольняє нерiвнiсть

α0(H) ≥ logq0q2
1

4
.

Доведення. Нехай q0 > q2. Згiдно з теоремою 5 множина Безиковича – Егглстона

E

[
1

2
− ε; 0;

1

2
+ ε

]
належить множинi H недиференцiйовностi функцiї I при довiльному

0 < ε <
1

2
. Тодi згiдно з властивостями монотонностi та стабiльної злiченностi розмiрнос-

тi Хаусдорфа – Безиковича [8] маємо

α0(H)≥ sup
ε
α0

(
E

[
1

2
− ε; 0;

1

2
+ ε

])
= sup

ε

ln
(
1
2 − ε

)( 1
2
−ε) · 00 ·

(
1
2 + ε

)( 1
2
+ε)

ln q
( 1
2
−ε)

0 q01q
( 1
2
+ε)

2

=
2 ln 1

2

ln q0q2
,

α0(H) ≥ logq0q2
1

4
.

Якщо q0 < q2, то згiдно з теоремою 5 множина Безиковича – ЕгглстонаE
[

1

2
+ ε; 0;

1

2
− ε
]

належить множинi H недиференцiйовностi функцiї I при довiльному 0 < ε <
1

2
i

α0(H) ≥ sup
ε
α0

(
E

[
1

2
+ ε; 0;

1

2
− ε
])

= sup
ε

ln
(
1
2 + ε

)( 1
2
+ε) · 00 ·

(
1
2 − ε

)( 1
2
−ε)

ln q
( 1
2
+ε)

0 q01q
( 1
2
−ε)

2

= logq0q2
1

4
.

Теорему 9 доведено.

6. Самоафiннiсть графiка. За наслiдком 1 має мiсце ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...
=1−∆

Q′3
α1α2...αn....

Розглянемо функцiю-перетворювач цифр g(∆Q3
α1α2...αn...) = ∆

Q′3
α1α2...αn..., де αn(x) —

n-та трiйкова цифра числа x, Q′3 = {q′0 = q2; q
′
1 = q1; q

′
2 = q0}.

Лема 3. Графiк Γg = {(x, g(x)) : x ∈ [0, 1]} функцiї g є самоафiнною множиною.

Доведення. Розглянемо такi афiннi перетворення:

ϕ0 :

{
x′ = q0x,

y′ = q2y,
ϕ1 :

{
x′ = q1x+ q0,

y′ = q1y + q2,
ϕ2 :

{
x′ = q2x+ q0 + q1,

y′ = q0y + q1 + q2.

Нехай Φ ≡ ϕ0(Γg) ∪ ϕ1(Γg) ∪ ϕ2(Γg). Покажемо, що Φ ⊂ Γg. Для довiльної точки
M(x′M , y

′
M ) ∈ Φ iснує таке i, що M ∈ ϕi(Γg), тобто
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x′ = qγ(i)x+ βγ(i),

y′ = q[2−γ(i)]y + 1− β[3−γ(i)],

де γ(i) ∈ A3. Легко бачити, що y′M = g(x′M ).

Покажемо, що Γg ⊂ Φ. Нехай M(x, f(x)) ∈ Γg, тодi xM = ∆Q3
α1α2...αn... = qγ(i)x+ βγ(i),

тобто f(x) = y, а отже, M ∈ Φ.

Очевидно, що Φ = Γg i графiк функцiї Γg є самоафiнною множиною.
Лему 3 доведено.

Теорема 10. Графiк ΓI = {(x, I(x)) : x ∈ [0, 1]} функцiї I є самоафiнною множиною, а
саме

ΓI =
2⋃
i=0

φi(ΓI) ≡ φ(ΓI),

де φi — афiннi перетворення.

Доведення. Побудуємо множину φ = {φ0, φ1, φ2}, яка складається з трьох афiнних
перетворень i φ(ΓI) = ΓI . Очевидно, що цими афiнними перетвореннями є

φ0 :

{
x′ = q0x,

y′ = 1− q2y,
φ1 :

{
x′ = q1x+ q0,

y′ = 1− q1y − q2,
φ2 :

{
x′ = q2x+ q0 + q1,

y′ = 1− q0y − q1 − q2,

тобто для γ(i) ∈ A3 має мiсце

x′ = qγ(i)x+ βγ(i),

y′ = −q[2−γ(i)]y + β[3−γ(i)].

Мiркуючи, як i при доведеннi леми 3, отримуємо

ΓI = φ0(ΓI) ∪ φ1(ΓI) ∪ φ2(ΓI),

тобто графiк функцiї ΓI = {(x, I(x)) : x ∈ [0, 1]} є самоафiнною множиною.
Теорему 10 доведено.

7. Iнтегральнi властивостi.

Теорема 11. Для iнтеграла Лебега має мiсце рiвнiсть

1∫
0

I(x) dx =
1− 2q0q2 − (q1 + q2)

2

1− 2q0q1 − q21
.
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Доведення. За наслiдком 1 маємо

1∫
0

I(x) dx=

1∫
0

(
1−∆

Q′3
α1α2...αn...

)
dx= 1−

1∫
0

∆
Q′3
α1α2...αn... dx= 1−

1∫
0

g(x) dx. (9)

Iз адитивної властивостi iнтеграла Лебега, самоафiнних властивостей функцiї i леми 3
маємо

1∫
0

g(x) dx=

q0∫
0

g(x) dx+

q0+q1∫
q0

g(x) dx+

1∫
q0+q1

g(x) dx=

1∫
0

q2g(x) d(q0x)+

+

1∫
0

(q2 + q1g(x))d(q1x+ q0)+

1∫
0

(q2 + q1 + q0g(x))d(q2x+ q0 + q1) =

= q0q2

1∫
0

g(x)dx+ q1q2 + q21

1∫
0

g(x)dx+ q22 + q1q2 + q0q2

1∫
0

g(x)dx,

(
1− 2q0q2 − q21

) 1∫
0

g(x) dx = 2q1q2 + q22,

1∫
0

g(x) dx =
2q1q2 + q22

1− 2q0q2 − q21
.

Повернувшись до рiвностi (9), отримаємо

1∫
0

I(x) dx = 1− 2q1q2 + q22
1− 2q0q2 − q21

=
1− 2q0q2 − (q1 + q2)

2

1− 2q0q1 − q21
,

що i слiд було довести.
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