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We study boundedness or pth power integrability of solutions of a differential equation with a bounded
operator cofficient on a Banach space for a special class of ”input” functions.

Исследуется ограниченность или интегрируемость с p-й степенью решений дифференциаль-
ного уравнения с ограниченным операторным коэффициентом в банаховом пространстве для
специальных классов „входных” функций.

1. Вступ. Нехай B — комплексний банахiв простiр iз нормою ‖ · ‖ i нульовим елементом
0̄, A — лiнiйний неперервний оператор, що дiє iз B в B. Покладемо при p ∈ [1,∞)

lp(B) :=

x̄ = {xn : n ∈ Z} ∈ B | |x̄|p :=

(∑
k∈Z
‖xk‖p

) 1
p

< ∞

 ,

а також

l∞(B) :=

{
x̄ = {xn : n ∈ Z} ∈ B | |x̄|∞ := sup

n∈Z
‖xn‖ < ∞

}
.

Зафiксуємо p ∈ [1,∞]. Вiдомо [1 – 3], що рiзницеве рiвняння

xn+1 = Axn + yn, n ∈ Z, (1)

має для довiльного ȳ = {yn : n ∈ Z} ∈ lp(B) єдиний розв’язок x̄ у просторi lp(B) тодi i
лише тодi, коли для спектра σ(A) оператора A виконується умова σ(A) ∩ {z ∈ C | |z| =
= 1} = ∅.У випадку, коли ця умова не виконується, у [4] отримано такий результат щодо
iснування i властивостей розв’язкiв рiзницевого рiвняння (1).

Нехай Vd — множина таких елементiв y ∈ B, для яких рiзницеве рiвняння (1) має
єдиний розв’язок у просторi lp(B) при y0 = y, yn = 0̄, n 6= 0.

Теорема 1. Нехай множина Vd мiстить хоча б один ненульовий елемент, а також
виконуються такi умови:

1) якщо {y, ym : m ≥ 1} ⊂ Vd i ‖ym − y‖ → 0, m → ∞, то для розв’язкiв x̄y = {xn :
n ∈ Z}, x̄ym = {xn(m) : n ∈ Z} рiвняння (1), що вiдповiдають y та ym, виконується
|x̄ym − x̄y|p → 0, m → ∞;
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2) для довiльної послiдовностi {yn : n ∈ Z} ⊂ Vd, що належить lp(B), рiвняння (1)
має єдиний розв’язок у просторi lp(B).

Тодi Vd — iнварiантний вiдносно A пiдпростiр у B i σ(Ã) ∩ {z ∈ Z | |z| = 1} = ∅ для
звуження Ã оператора A на Vd.

Мета цiєї статтi — отримати аналогiчний результат для диференцiального рiвняння

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ R, (2)

для деякого спецiального класу функцiй f : R → B.

Про застосування рiвнянь вигляду (2) див. [5, 6] та наведену там бiблiографiю.

2. Формулювання основного результату. Нехай C(R, B) i C1(R, B) — множини вiдпо-
вiдно неперервних i неперервно диференцiйовних (за нормою) B-значних функцiй, зада-
них на R. Покладемо

L0
p(B) :=

f ∈ C(R, B) | ‖f‖p :=

∫
R

‖f(t)‖pdt

 1
p

< ∞

 , p ∈ [1,∞),

L0
∞(B) :=

{
f ∈ C(R, B) | ‖f‖∞ := sup

t∈R
‖f(t)‖ < ∞

}
.

Нехай L1
p(B) := L0

p(B) ∩ C1(R, B), Lb,p(B) :=
{
f ∈ L0

p(B) | ‖f‖b,p := ‖f‖∞ + ‖f‖p < ∞
}
,

Lb,p,1(B) :=
{
f ∈ L1

p(B) | ‖f‖b,p,1 := ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞ + ‖f‖p < ∞
}
.

Зафiксуємо p ∈ [1,∞] i розглянемо диференцiальне рiвняння (2), в якому f ∈ Lb,p(B) —

задана функцiя. Зафiксуємо таку неперервну функцiю ψ : [0, 1] → R, що
∫ 1

0
ψ(t)dt = 1,

ψ(0) = ψ(1) = 0. Покладемо для кожного n ∈ Z i для всiх τ ∈ [0, 1]

f(n+ τ) = e(τ−1)Aynψ(τ), (3)

де ȳ = {yn : n ∈ Z} ∈ lp(B). Нехай V — множина таких елементiв y ∈ B, для яких
рiвняння (2) має єдиний розв’язок xy(t), t ∈ R, у просторi Lb,p,1(B), що вiдповiдає функцiї
fy(t), t ∈ R, яка будується за правилом (3) по послiдовностi y0 = y, yn = 0̄, n 6= 0.

Основним результатом статтi є наступна теорема.

Теорема 2. Нехай V мiстить хоча б один ненульовий елемент, а також для довiльної
функцiї f ∈ Lb,p(B) такої, що f : R → V, рiвняння (3) має єдиний розв’язок x у просторi
Lb,p,1(B). Тодi V — iнварiантний вiдносно A пiдпростiр у B i для звуження Â оператора
A на V виконується умова σ(Â) ∩ iR = ∅.

3. Допомiжнi твердження. У подальшому будемо використовувати такi леми.

Лема 1. Нехай σ(A) ∩ iR = ∅. Тодi для довiльної функцiї f ∈ Lb,p(B) рiвняння (2) має
єдиний розв’язок x у просторi Lb,p,1(B).
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Доведення. Нехай p ∈ [1,∞). Зафiксуємо f ∈ Lb,p(B). Тодi ‖f‖∞ < ∞. Тому рiвнян-
ня (2) має єдиний обмежений розв’язок [6, с. 119, 120]. Цей розв’язок зображується у ви-
глядi

x(t) =

∫
R

GA(t− s)f(s)ds, t ∈ R, (4)

де GA — функцiя Грiна для рiвняння (2), причому iснують такi додатнi числа N, ν, що для
всiх t ∈ R

‖GA(t)‖ ≤ Ne−ν|t|. (5)

Оскiльки внаслiдок (5)
∫
R
‖GA(t)‖dt < ∞ i f ∈ L0

p(B), то з (4) i нерiвностi Юнга

отримаємо

‖x‖p ≤

∫
R

∫
R

‖GA(t− s)‖ ‖f(s)‖ds

p

dt


1
p

≤ ‖GA‖1‖f‖p < ∞.

Також ‖x′‖∞ ≤ ‖A‖‖x‖∞ + ‖f‖∞. Тому x ∈ Lb,p,1(B).
При p = ∞ твердження леми є очевидним.
Лему 1 доведено.

Лема 2. Якщо {y, ym : m ≥ 1} ⊂ B, причому ‖ym − y‖ → 0, m → ∞, то для вiдпо-
вiдних до fy, fym єдиних у просторi Lb,p,1(B) розв’язкiв xy, xym рiвняння (2) виконується
‖xym − xy‖b,p,1 → 0, m → ∞.

Доведення. З (3), (4) одержуємо

‖xym −xy‖∞ ≤ sup
t∈R

∫
R

‖GA(t− s)‖‖fym(s)− fy(s)‖ds ≤ ‖GA‖1e‖A‖‖ym− y‖ → 0, m → ∞.

Якщо p ∈ [1,∞), то

‖xym − xy‖p ≤ ‖GA‖1‖fym − fy‖p ≤ ‖GA‖1e‖A‖‖ym − y‖ → 0, m → ∞.

Також
‖x′ym − x

′
y‖∞ ≤ ‖A‖‖xym − xy‖∞ + ‖fym − fy‖∞ → 0, m → ∞.

Лему 2 доведено.

Лема 3. Нехай V мiстить хоча б один ненульовий елемент. Тодi V — лiнiйний много-
вид i iнварiантна вiдносно A множина.

Доведення. Оскiльки V 6= ∅ i при y ∈ V рiвняння (2) має єдиний в Lb,p,1(B) розв’язок
xy, що вiдповiдає функцiї fy, то 0̄ ∈ V. Справдi, iнакше знайдеться ненульова функцiя
u ∈ Lb,p,1(B) така, що x′(t) = Ax(t), t ∈ R, а отже, xy + u — теж розв’язок рiвняння (2),
що вiдповiдає функцiї fy. Останнє суперечить єдиностi розв’язку.
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Враховуючи, що 0̄ ∈ V , легко переконатися, що V — лiнiйний многовид. Також при
y ∈ V, подiявши на рiвняння (2) оператором A, дiстанемо, що Ay ∈ V.

Лему 3 доведено.

4. Доведення теореми 2. 1) p = ∞. Нехай Vd,∞ — множина всiх таких y ∈ B, для яких
рiзницеве рiвняння

xn+1 = eAxn, n 6= 0, x1 = eAx0 + y, (6)

має єдиний обмежений розв’язок. Покажемо, що V = Vd,∞.
Нехай y ∈ V. Тодi побудованiй за правилом (3) по послiдовностi y0 = y, yn = 0̄, n 6= 0,

функцiї fy вiдповiдає єдиний розв’язок xy рiвняння (2). Вiдомо [6, с. 105], що задача Кошi
x′(t) = Ax(t) + f(t), t ≥ t0, x(t0) = x0, має єдиний розв’язок, який записується у виглядi

x(t) = eA(t−t0)x0 +

t∫
t0

eA(t−τ)fy(τ)dτ, t ≥ t0. (7)

Тому для кожного n ∈ Z

xy(n+ 1) = eAxy(n) +

n+1∫
n

eA(n+1−τ)fy(τ)dτ =

= eAxy(n) +

1∫
0

eA(1−β)fy(n+ β)dβ = eAxy(n) + yn. (8)

Отже, {xy(n) : n ∈ Z} — розв’язок рiзницевого рiвняння (6). Його обмеженiсть є оче-
видною. Якщо, вiд супротивного, цей розв’язок не єдиний, то iснує ненульова обмежена
послiдовнiсть ū = {un : n ∈ Z} така, що un+1 = eAun = e(n+1)Au0 для кожного n ∈ Z.
Розглянемо функцiю x(t) = etAu0, t ∈ R. Вона є обмеженим розв’язком рiвняння

x′(t) = Ax(t), t ∈ R, (9)

оскiльки для довiльних n ∈ Z, t = n+ τ ∈ [n, n+ 1)

‖eAtu0‖ = ‖eAτeAnu0‖ ≤ max
τ∈[0,1)

‖eAτu0‖|ū|∞.

Це суперечить включенню 0̄ ∈ V. Отже, V ⊂ Vd,∞. Зокрема, Vd,∞ мiстить ненульовий
елемент i 0̄ ∈ Vd,∞.

Нехай тепер y ∈ Vd,∞. Покажемо, що y ∈ V. Побудуємо функцiю fy(t), t ∈ R,
за правилом (3) по послiдовностi y0 = y, yn = 0̄, n 6= 0. Доведемо, що їй вiдповiдає
обмежений розв’язок диференцiального рiвняння (2). Розглянемо обмежений розв’язок
x̄y = {xn : n ∈ Z} рiвняння (6), що вiдповiдає y. Покладемо

xy(t) = eAtx0 +

t∫
0

eA(t−τ)fy(τ)dτ, t ∈ R. (10)
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Зазначимо, що xy(t), t ∈ R, — розв’язок рiвняння (2), x(0) = x0, а також для xy викону-
ються рiвностi (8). Тому за iндукцiєю для кожного n ∈ Z

xy(n) = xn. (11)

Обмеженiсть функцiї xy(t), t ∈ R, випливає з того, що для довiльних n ∈ Z, t ∈
∈ [n, n+ 1)

xy(t) = eA(t−n)xn +

t−n∫
0

eA(t−n−β)fy(n+ β)dβ,

звiдки ‖xy(t)‖ ≤ e‖A‖|x̄y|∞ + e‖A‖‖fy‖∞ для всiх t ∈ R.
Якщо, вiд супротивного, обмежений розв’язок рiвняння (2), що вiдповiдає fy, не єди-

ний, то iснує ненульовий обмежений розв’язок u(t), t ∈ R, рiвняння (9). Цей розв’язок за-
писується у виглядi u(t) = eA(t−t0)u(t0), t ∈ R, де u(t0) 6= 0̄. Зокрема, u(t0 +n) = eAnu(t0),
n ∈ Z, що суперечить єдиностi обмеженого розв’язку рiвняння

un+1 = eAun, n ∈ Z, (12)

тобто тому факту, що 0̄ ∈ Vd,∞. Отже, V = Vd,∞.

Крiм того, з (11) i леми 2 випливає, що коли {y, ym : m ≥ 1} ⊂ V i ‖ym − y‖ → 0,
m → ∞, то для вiдповiдних до y, ym, m ≥ 1, розв’язкiв x̄y = {xk : k ∈ Z} та x̄ym =
= {xk(m) : k ∈ Z} рiзницевого рiвняння (6) виконується умова |x̄ym − x̄y|∞ → 0, m → ∞,
а отже, справджується умова 1 теореми 1.

Зазначимо, що множина Vd,∞ iнварiантна вiдносно операторiв A, eAβ для довiльного
β ∈ R. Отже, якщо {yn : n ∈ Z} ⊂ V, то побудована за правилом (3) функцiя f(t), t ∈ R,
теж набуває значення в V.

Покажемо, що при виконаннi умови теореми 2 виконується умова 2 теореми 1. Зафiк-
суємо {yn : n ∈ Z} ⊂ Vd,∞ i побудуємо функцiю f(t), t ∈ R, за формулою (3). Тодi
f : R → V, f є обмеженою, i, як показано ранiше, для вiдповiдного до f обмеженого
розв’язку x рiвняння (2) {x(n) : n ∈ Z} є обмеженим розв’язком рiвняння

xn+1 = eAxn + yn, n ∈ Z. (13)

Якщо, вiд супротивного, рiвняння (13) має ще один обмежений розв’язок, то рiвнян-
ня (12) має обмежений ненульовий розв’язок, а це суперечить включенню 0̄ ∈ V.

Таким чином, ми довели, що для рiвняння (13) виконуються умови 1, 2 теореми 1. Тому
Vd,∞ = V є iнварiантним пiдпростором вiдносно eA, причому звуження (eA) � V цього
оператора на V має спектр, що не перетинається з множиною {z ∈ C | |z| = 1}.Оскiльки
V є iнварiантним пiдпростором i вiдносно оператора A, а також (eA) � V = eA�V = eÂ, то
за теоремою Данфорда про вiдображення спектра σ(Â) ∩ iR = ∅.

2) p ∈ [1,∞). Нехай Vd,p — множина всiх таких y ∈ B, для яких рiзницеве рiвняння (6)
має єдиний розв’язок у просторi lp(B). Покажемо, що V = Vd,p. Нехай y ∈ V, xy —
єдиний у просторi Lb,p,1 розв’язок рiвняння (2), що вiдповiдає функцiї fy, побудованiй за
правилом (3) по послiдовностi y0 = y, yn = 0̄, n 6= 0.
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Iз (7) випливає, що для довiльних n ∈ Z, τ ∈ [0, 1)

xy(n+ τ) = eAτxy(n) +

τ∫
0

eA(τ−β)fy(n+ β)dβ, (14)

а також виконуються рiвностi (8). Внаслiдок теореми про середнє для iнтеграла Рiмана
для кожного n ∈ Z знайдеться таке θn ∈ (0, 1), що

∫
R

‖xy(t)‖pdt =
∑
n∈Z

1∫
0

‖xy(n+ τ)‖pdτ =
∑
n∈Z
‖xy(n+ θn)‖p.

Тому {xy(n+ θn) : n ∈ Z} ∈ lp(B), а також внаслiдок (7) для кожного n ∈ Z

xy(n) = eA(1−θn−1)xy(n− 1 + θn−1) +

n∫
n−1+θn−1

eA(n−τ)fy(τ)dτ =

= eA(1−θn−1)xy(n− 1 + θn−1) +

1∫
θn−1

yn−1ψ(β)dβ.

Звiдси випливає, що∑
n∈Z
‖x(n)‖p ≤

∑
n∈Z

(
e‖A‖‖x(n− 1 + θn−1)‖+ ‖yn−1‖

)p
< ∞, (15)

а отже, {xy(n) : n ∈ Z} є розв’язком рiвняння (6) у просторi lp(B).
Якщо, вiд супротивного, рiвняння (6) має бiльше одного розв’язку в lp(B), то (12) має

такий розв’язок {un : n ∈ Z} ∈ lp(B), що u0 6= 0̄. Тодi un = enAu0 для кожного n ∈ Z,
причому

∑
n∈Z ‖enAu0‖p < ∞. Покладемо u(t) = eAtu0, t ∈ R. Тодi u′(t) = Au(t) для всiх

t ∈ R, а також

sup
t∈R
‖u(t)‖ < ∞,

∫
R

‖u(t)‖pdt =
∑
n∈Z

1∫
0

‖eA(n+τ)u0‖pdτ ≤ ep‖A‖
∑
n∈Z
‖eAnu0‖p < ∞.

Отже, u — ненульовий розв’язок рiвняння (9) у просторi Lb,p,1(B). Це суперечить вклю-
ченню 0̄ ∈ V. Таким чином, V ⊂ Vd,p. Зокрема, Vd,p мiстить ненульовий елемент i 0̄ ∈ Vd,p.

Нехай тепер y ∈ Vd,p. Покажемо, що y ∈ V. Нехай {xn : n ∈ Z}— єдиний у просторi
lp(B) розв’язок рiзницевого рiвняння (6), що вiдповiдає y. Побудуємо fy за правилом (3)
по послiдовностi y0 = y, yn = 0̄, n 6= 0. Тодi визначена за правилом (10) функцiя xy задо-
вольняє рiвнiсть x′y(t) = Axy(t)+fy(t) для всiх t ∈ R, а також (8) i (14). Тому виконуються
рiвностi (11) i для довiльних n ∈ Z, τ ∈ [0, 1)

‖xy(n+ τ)‖ ≤ e‖A‖ (‖xn‖+ ‖yn‖),

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2014, т . 17, N◦ 4



IНТЕГРОВНI ЗI СТЕПЕНЕМ P РОЗВ’ЯЗКИ ОПЕРАТОРНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ 445

тобто xy — обмежена функцiя. Також

∫
R

‖xy(t)‖pdt=
∑
n∈Z

1∫
0

∥∥∥∥∥∥eAτxn +

τ∫
0

eA(τ−β)fy(n+ β)dβ

∥∥∥∥∥∥
p

dτ ≤
∑
n∈Z

ep‖A‖(‖xn‖+ ‖yn‖)p <∞.

Таким чином, рiвняння (2) має вiдповiдний до fy розв’язок xy у просторi Lb,p,1(B).
Якщо, вiд супротивного, цей розв’язок не єдиний, то рiвняння (9) має ненульовий

розв’язок u(t), t ∈ R, у просторi Lb,p,1(B). Тодi, мiркуючи, як i при доведеннi оцiнки (15),
можна переконатись, що {u(n) : n ∈ Z}— ненульовий розв’язок рiвняння (12) у просторi
lp(B), що суперечить включенню 0̄ ∈ Vd,p. Таким чином, V = Vd,p.

Нехай тепер {y, ym : m ≥ 1} ⊂ Vd,p, а також ‖ym − y‖ → 0, m → ∞. Покажемо, що
для вiдповiдних до ym, y розв’язкiв x̄m = {xn(m) : n ∈ Z} i x̄ = {xn : n ∈ Z} рiзницевого
рiвняння (6) виконується умова |x̄m − x̄|p → 0, m → ∞.

Зауважимо, що внаслiдок (14) для довiльних n ∈ Z, τ ∈ [0, 1)

xym(n+ τ)− xy(n+ τ) = eAτ (xn(m)− xn) +

 τ∫
0

eA(τ−1)ψ(β)dβ

 (yn(m)− yn).

З леми 2 випливає, що

∫
R

‖xym(t)− xy(t)‖pdt =
∑
n∈Z

1∫
0

‖xym(n+ τ)− xy(n+ τ)‖pdτ =

=
∑
n∈Z
‖xym(n+ θn(m))− xy(n+ θn(m))‖p → 0, m → ∞.

Тут θn(m) ∈ (0, 1) для всiх n ∈ Z, m ≥ 1. Тому

|x̄m − x̄|p =

(∑
n∈Z
‖xym(n)− xy(n)‖p

) 1
p

=

=

(∑
n∈Z

∥∥∥∥∥eA(1−θn−1(m))(xym(n− 1 + θn−1(m))− xy(n− 1 + θn−1(m)))+

+

( 1∫
θn−1(m)

ψ(β)dβ

)
(yn−1(m)− yn−1)

∥∥∥∥∥
p) 1

p

≤

≤

(
ep‖A‖

∑
n∈Z
‖xym(n− 1 + θn−1(m))− xy(n− 1 + θn−1(m))‖p

) 1
p

+

+ ‖ym − y‖ → 0, m → ∞.
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Таким чином, ми довели, що виконується умова 1 теореми 1. Як i при p = ∞, вста-
новлюємо, що коли {yn : n ∈ Z} ⊂ V, то побудована за правилом (3) функцiя f набуває
значення в V. Доведемо, що при виконаннi умови теореми 2 виконується умова 2 теоре-
ми 1 для рiвняння (13). Зафiксуємо {yn : n ∈ Z} ⊂ Vd,p i побудуємо f за формулою (3).
Тодi f : R → V, f є обмеженою, а також

∫
R

‖f(t)‖pdt =
∑
n∈Z

1∫
0

‖e(τ−1)Aynψ(τ)‖pdτ ≤ e‖A‖
1∫

0

|ψ(τ)|pdτ
∑
n∈Z
‖yn‖p < ∞.

Тому f ∈ Lb,p(B). Нехай x — єдиний у просторi Lb,p,1(B) розв’язок диференцiального
рiвняння (2), що вiдповiдає f. Тодi виконуються рiвностi (8). Перевiримо, що {x(n) : n ∈
∈ Z} ∈ lp(B).

Оскiльки для кожного n ∈ Z iснує таке θn ∈ (0, 1), що

∫
R

‖x(t)‖pdt =
∑
n∈Z

1∫
0

‖x(n+ τ)‖pdτ =
∑
n∈Z
‖x(n+ θn)‖p < ∞,

то

(∑
n∈Z
‖x(n)‖p

) 1
p

=

∑
n∈Z

∥∥∥∥∥∥∥eA(1−θn−1)x(n− 1 + θn−1) +

 1∫
θn−1

ψ(β)dβ

 yn−1

∥∥∥∥∥∥∥
p

1
p

≤

≤

(
ep‖A‖

∑
n∈Z
‖x(n− 1 + θn−1)‖p

) 1
p

+

(∑
n∈Z
‖yn−1‖p

) 1
p

< ∞,

а отже, {x(n) : n ∈ Z}— розв’язок рiвняння (13) у просторi lp(B).
Як i при p = ∞, перевiряємо, що цей розв’язок єдиний, а отже, для (13) виконується

умова 2 теореми 1.
Використавши теорему 1, аналогiчно до випадку p = ∞ отримаємо, що σ(Â)∩iR = ∅.
Теорему 2 доведено.
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