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For a system of nonlinear functional equations, we establish conditions for existence of continuous
T -periodic solutions, and a method for their construction has been investigated.

Получены условия существования непрерывных T -периодических решений систем нелинейных
функциональных уравнений и разработан метод их построения.

У цiй роботi дослiджуються питання iснування i єдиностi неперервних перiодичних розв’яз-
кiв систем нелiнiйних функцiональних рiвнянь вигляду

x(t) = F (t, x(q1t+ f1(t, x(t))), . . . , x(qkt+ fk(t, x(t)))), (1)

де F : R × Rn × . . . × Rn → Rn, qi = const 6= 0, fi : R × Rn → R, i = 1, . . . , k. Такi сис-
теми вивчалися багатьма математиками (див. [1 – 3] i наведену в них бiблiографiю) i на
даний час ряд важливих питань (в тому числi питання iснування та єдиностi перiодичних
розв’язкiв) їх теорiї досить добре дослiджено [4 – 7]. Проте iснують широкi класи нелiнiй-
них функцiональних рiвнянь, для яких невiдомими є навiть умови iснування перiодичних
розв’язкiв. Саме такi умови для системи рiвнянь (1) встановлено в наступнiй теоремi, яка
є основним результатом даної роботи.

Теорема. Нехай виконуються умови:
1) qi, i = 1, 2, . . . , k, — цiлi додатнi числа;
2) вектор-функцiя F (t, x1, . . . , xk) i функцiї fi(t, x), i = 1, . . . , k, є неперервними при

всiх t ∈ R, xi ∈ Rn, i = 1, . . . , k, x ∈ Rn, T -перiодичними по t i має мiсце спiввiдношення

sup
t∈R, xi∈Rn, i=1,k

|F (t, x1, . . . , xk)| = M < ∞;

3) вектор-функцiя F (t, x1, . . . , xk) i функцiї fi(t, x), i = 1, . . . , k, задовольняють умови

|F (t, x1, . . . , xk)− F (t, x
1
, . . . , x

k
)| ≤ L0|t− t|+

k∑
i=1

Li|x i − x i|,

|fi(t, x)− fi(t, x)| ≤ l
′
i|t− t|+ l

′′
i |x− x|, i = 1, . . . , k,
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де Li, i = 0, k, l
′
i, l

′′
i , i = 1, k, — деякi додатнi сталi, (t, x1, . . . , xk), (t, x

1
, . . . , x

k
) ∈

∈ R×Rkn;

4) при достатньо малих Li, i = 0, 1, . . . , k, l
′
i, l

′′
i , i = 1, k, виконуються спiввiдношен-

ня

L0

l
+ L∗(q + l∗ + l∗l) ≤ 1, L∗ + ll∗L∗ = ∆ < 1,

де L∗ =
∑k

i=1 Li, l
∗ = maxi{l

′
i, l

′′
i }, q = maxi{qi}, l > 0.

Тодi система рiвнянь (1) має єдиний неперервний T -перiодичний розв’язок, що задо-
вольняє умову

|x(t)− x(t) ≤ l|t− t|,

де t, t ∈ R.

Доведення. Позначимо через C0 множину неперервних i T -перiодичних вектор-функ-
цiй x(t). За допомогою спiввiдношення

ρ(x(t), y(t)) = ‖x(t)− y(t)‖ = max
t∈[0,T ]

|x(t)− y(t)|

введемо в C0 метрику ρ. Тодi, очевидно, множина вектор-функцiй C0 iз метрикою ρ є
повним метричним простором.

У просторi C0 видiлимо множину C0,l вектор-функцiй x(t), якi задовольняють умови

|x(t)| ≤ M, (2)

|x(t)− x(t)| ≤ l|t− t|, (3)

де t, t, t ∈ R. Легко показати, що множина C0,l є компактною в собi.
На множинi C0,l визначимо вiдображення S:

Sx(t) = F [t, x(q1t+ f1(t, x(t))), . . . , x(qkt+ fk(t, x(t)))] (4)

i доведемо, що воно є вiдображенням стиску множини C0,l в себе.
Дiйсно, нехай x(t) належить C0,l. Тодi на пiдставi (4) та умов 1, 2 вектор-функцiя Sx(t)

є неперервною, задовольняє умову (2) i умову T -перiодичностi:

Sx(t+ T ) = F [t+ T, x(q1t+ q1T + f1(t+ T, x(t+ T ))), . . .

. . . , x(qkt+ qkT + fk(t+ T, x(t+ T )))] =

= F [t, x(q1t+ f1(t, x(t))), . . . , x(qkt+ fk(t, x(t)))] = Sx(t).
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Крiм цього, з огляду на умову 3 отримуємо

|Sx(t)− Sx(t)| ≤ L0|t− t|+
k∑

i=1

Li|x(qit+ fi(t, x))− x(qit+ fi(t, x(t))| ≤

≤ L0|t− t|+
k∑

i=1

Lil|qit+ fi(t, x(t))− qit− fi(t, x(t))| ≤

≤ L0|t− t|+
k∑

i=1

Lil
[
qi|t− t|+ |fi(t, x(t))− fi(t, x(t))|

]
≤

≤ L0|t− t|+ l
k∑

i=1

Li

[
qi|t− t|+ l

′
i|t− t|+ l

′′
i |x(t)− x(t)|

]
≤

≤ L0|t− t|+ l

k∑
i=1

Li

(
qi + l

′
i + ll

′′
i

)
|t− t| ≤

≤

[
L0 + l

k∑
i=1

Li (q + l∗ + l∗l)

]
|t− t| ≤

≤ [L0 + lL∗ (q + l∗ + l∗l)] |t− t| ≤

≤ l

[
L0

l
+ L∗(q + l∗ + l∗l)

]
|t− t| ≤ l|t− t|.

Таким чином, Sx(t) належить C0,l i для завершення доведення теореми залишилося
показати, що вiдображення S є вiдображенням стиску. Дiйсно, нехай x(t), y(t) належать
C0,l. Тодi маємо

|Sx(t)− Sy(t)| = |F [t, x(q1t+ f1(t, x(t))), . . . , x(qkt+ fk(t, x(t)))]−

− F [t, y(q1t+ f1(t, y(t))), . . . , y(qkt+ fk(t, y(t)))] | ≤

≤
k∑

i=1

Li|x(qit+ fi(t, x(t)))− y(qit+ fi(t, y(t)))| ≤

≤
k∑

i=1

Li|x(qit+ fi(t, x(t)))− x(qit+ fi(t, y(t)))|+

+
k∑

i=1

Li|x(qit+ fi(t, y(t)))− y(qit+ fi(t, y(t)))| ≤

≤ l
k∑

i=1

Lil
′′
i ‖x(t)− y(t)‖+

k∑
i=1

Li‖x(t)− y(t)‖ ≤
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≤

(
l

k∑
i=1

Lil
′′
i +

k∑
i=1

Li

)
‖x(t)− y(t)‖ ≤ ∆‖x(t)− y(t)‖,

звiдки безпосередньо випливає

ρ(Sx(t), Sy(t)) ≤ ∆ρ(x(t), y(t)).

Отже, вiдображення S є вiдображенням стиску, має єдину нерухому точку x(t) ∈ C0,l

i виконується спiввiдношення
x(t) = lim

m→∞
Smx0(t),

де x0(t) — довiльна вектор-функцiя iз C0,l.
Теорему доведено.
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