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We study the question of existence of a Green – Samoilenko function for some linear extensions of dynami-
cal systems.

Дослiджуються питання iснування функцiї Грiна – Самойленка для деяких лiнiйних розширень
динамiчних систем.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

dϕ

dt
= a cosϕ+ b sinϕ,

(1)

dx

dt
=

a0 +
n∑
j=1

(aj cos jϕ+ bj sin jϕ)

x

з деякими дiйсними коефiцiєнтами a, b, aj , bj , j = 0, n, i = 1, n. Задача полягає в тому, щоб
знайти умови на цi коефiцiєнти, при яких система (1) має безлiч рiзних функцiй Грiна –

Самойленка. Нагадаємо (див. [1]), що функцiєю Грiна – Самойленка системи
dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x, в якiй ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, a(ϕ) ∈ CLip(Tm), A(ϕ) ∈ C(Tm), називається функцiя

виглядуG0(τ, ϕ) =

{
Ω0
τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ)), τ ≤ 0,

Ω0
τ (ϕ)[C(ϕτ (ϕ))− In], τ > 0,

якщо тiльки при деякiй неперервнiй

n × n-вимiрнiй матрицi C(ϕ) ∈ C(Tm) виконується оцiнка ‖G0(τ, ϕ)‖ ≤ K exp{−γ|τ |} з
додатними сталими K, γ, не залежними вiд τ ∈ R, ϕ ∈ Tm. Тут ϕτ (ϕ)) — розв’язок задачi

Кошi
dϕ

dt
= a(ϕ), ϕt(ϕ)

∣∣
t=0

= ϕ, Ωt
τ (ϕ) — матрицант лiнiйної системи

dx

dt
= A(ϕt(ϕ))x,

нормований при t = τ , Ωt
τ (ϕ)

∣∣
t=τ

= In — одинична матриця. Цiкавi глибокi теоретичнi
дослiдження питань iснування i властивостей функцiї G0(τ, ϕ) проведено в роботах [2, 3].
Однак навiть у скалярному випадку n = 1 i m = 1 iснують системи, для яких не вдається
вiдповiсти на питання: iснує функцiя Грiна – Самойленка G0(τ, ϕ) чи не iснує? Для сис-
теми вигляду (1) вдалося детально вияснити питання iснування функцiї G0(τ, ϕ), тобто
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при довiльно фiксованих дiйсних числах a, b, aj , bj , j = 0, n, i = 1, n, i вiдповiсти на
питання: чи iснує єдина функцiя Грiна – Самойленка, чи iснує безлiч таких функцiй, чи
взагалi не iснує? Дану статтю i присвячено дослiдженню цих питань.

Вiдмiтимо, що якщо в системi (1) a = b = 0, то ця система може мати лише єдину

функцiю Грiна при умовi a0 +
n∑
j=1

(aj cos jϕ+ bj sin jϕ) 6= 0 ∀ϕ ∈ R.

Припустимо, що a2 + b2 6= 0, i позначимо

M1 = a1 cos θ − b1 sin θ + a3 cos 3θ − b3 sin 3θ + . . .+ a2l−1 cos(2l − 1)θ − b2l−1 sin(2l − 1)θ,
(2)

M2 = a0 + a2 cos 2θ − b2 sin 2θ + a4 cos 4θ − b4 sin 4θ + . . .+ a2m cos 2mθ − b2m sin 2mθ, (3)

де

max{2l − 1, 2m} = n, sin θ =
a√

a2 + b2
, cos θ =

b√
a2 + b2

. (4)

Має мiсце наступне твердження.

Теорема. При виконаннi нерiвностi

|M1| < |M2| (5)

система (1) має єдину функцiю Грiна – Самойленка, а якщо виконується нерiвнiсть

M1 > |M2| , (6)

то система (1) має безлiч рiзних функцiй Грiна – Самойленка. У всiх iнших випадках
|M1| = |M2|, M1 < − |M2| система (1) функцiй Грiна – Самойленка не має.

Доведення. У випадку, коли a2+b2 6= 0, систему (1) зведемо до бiльш простого вигляду

dϕ

dt
= sinϕ,

(7)

dx

dt
=

α0 +

n∑
j=1

(αj cos jϕ+ βj sin jϕ)

x,

де

α0 =
a0√
a2 + b2

, αj =
aj√
a2 + b2

cos jθ − bj√
a2 + b2

sin jθ,

(8)

βj =
aj√
a2 + b2

sin jθ +
bj√

a2 + b2
cos jθ, j = 1, n.
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При цьому використано позначення (4) i перехiд до нових змiнних:ϕ+θ → ϕ, t·
√
a2 + b2 →

→ t.
Слiд зауважити, що iснування функцiї Грiна – Самойленка системи (1) еквiвалентно

iснуванню такої ж функцiї для системи (7).

Нехай ϕt(ϕ) — розв’язок рiвняння
dϕ

dt
= sinϕ з початковою умовою ϕt(ϕ)

∣∣
t=0

= ϕ.

Оскiльки ϕt(πn) ≡ πn, n = 0,±1, . . . , то для довiльних значень t, τ ∈ R i для кожного
фiксованого значення ϕ ∈ R виконується нерiвнiсть

|ϕt(ϕ)− ϕτ (ϕ)| < π. (9)

На пiдставi викладеного вище можна стверджувати обмеженiсть iнтеграла:

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

f(σ, ϕ) sinϕσ(ϕ)dσ

∣∣∣∣∣∣ ≤ |f |0


t∫
τ

|sinϕσ(ϕ)| dσ, τ ≤ t

τ∫
t

|sinϕσ(ϕ)| dσ, τ ≥ t


≤

≤ |f |0|ϕt(ϕ)− ϕτ (ϕ)| < π|f |0 (10)

для кожної неперервної i обмеженої функцiї f(t, ϕ), |f |0 = sup |f(t, ϕ)|.
Позначимо

A1 = α1 + α3 + . . .+ α2l−1, A2 = α0 + α2 + . . .+ α2m, max{2l − 1, 2m} = n. (11)

Легко переконатися, що мають мiсце рiвностi

cos(2j + 1)ϕ = cosϕ− 2 sin(j + 1)ϕ sin jϕ, j = 1, l − 1,

(12)
cos 2iϕ = 1− sin2 iϕ, i = 1,m,

якi далi будуть потрiбнi для оцiнок вiдповiдних iнтегралiв.
Матрицант Ωt

0(ϕ) у випадку системи (7) є скалярною функцiєю

Ωt
0(ϕ) = exp


t∫

0

α0 +
n∑
j=1

(αj cos jϕσ(ϕ) + βj sin jϕσ(ϕ))

 dσ
 ,

яку з урахуванням позначень (11) i перетворень (12) запишемо у виглядi

Ωt
0(ϕ) = eA2t

(
e−t cos2

ϕ

2
+ et sin2 ϕ

2

)−A1

F (t, ϕ), (13)
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де

F (t, ϕ) = exp


t∫

0

 n∑
i=1

βj sin iϕσ(ϕ)−
l−1∑
j=1

2α2j+1 sin(j + 1)ϕσ(ϕ) sin jϕσ(ϕ)−

−
m∑
i=1

2α2i sin2 iϕσ(ϕ)

)
dσ

}
.

Оскiльки
∣∣∣∣sin jϕsinϕ

∣∣∣∣ ≤ j, то

t∫
τ

|sin jϕσ(ϕ)| dσ ≤ jπ,

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

|sin jϕσ(ϕ) sin(j − 1)ϕσ(ϕ)| dσ

∣∣∣∣∣∣ ≤ (J + 1)π,

а це означає, що функцiя F (t, ϕ) є обмеженою: 0 < F (t, ϕ) ≤ supF (t, ϕ) = |f |0 < ∞.
Слiд вiдмiтити, що для будь-якої дiйсної сталої A виконується нерiвнiсть(

e−t cos2
ϕ

2
+ et sin2 ϕ

2

)A
≤ e|At| (14)

при всiх t ∈ R, ϕ ∈ R. Дiйсно, якщо A > 0, то маємо(
e−t cos2

ϕ

2
+ et sin2 ϕ

2

)A
e|t|A

=
(
e−t−|t| cos2

ϕ

2
+ et−|t| sin2 ϕ

2

)A
≤ 1,

якщо ж A < 0, то(
e−t cos2

ϕ

2
+ et sin2 ϕ

2

)−|A|
≤ e|A||t| ⇔

(
e−t−|t| cos2

ϕ

2
+ et−|t| sin2 ϕ

2

)A
≥ 1.

Тепер повернемось до позначень (11) i припустимо, що виконується нерiвнiсть

A2 > |A1|. (15)

Тодi для функцiї

Gt(0, ϕ) =

{
0, t ≥ 0,

−Ωt
0(ϕ), t < 0,

=


0, t ≥ 0,

−e−A2t
(
e−t cos2

ϕ

2
+ et sin2 ϕ

2

)−A1

F (t, F ), t < 0,

буде виконуватись оцiнка |Gt(0, ϕ)| ≤ K exp {− (A2 − |A1|) |t|}. Це означає, що система

(7) має єдину функцiю Грiна – Самойленка G0(τ, ϕ) =

{
0, τ ≤ 0,

−Ω0
τ (ϕ), τ > 0.

У випадку ви-

конання нерiвностi

A2 < |A1| (16)
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система (7) також має єдину функцiю Грiна – Самойленка G0(τ, ϕ) =

{
Ω0
τ (ϕ), τ ≤ 0,

0, τ > 0.

Оскiльки обидвi нерiвностi (15) i (16) можна записати у виглядi однiєї нерiвностi |A2| <
< |A1|, то, враховуючи позначення (2) – (4) i (8) , приходимо до нерiвностi (5), виконан-
ня якої i дозволяє стверджувати iснування єдиної функцiї Грiна – Самойленка для систе-
ми (1).

Тепер спробуємо встановити такi значення сталих A1, A1, при яких iснує безлiч рiзних
скалярних функцiй c(ϕ) ∈ C(T1), для яких виконуються одночасно двi оцiнки:

|Ωt
0(ϕ)c(ϕ)| ≤ Ke−γt, t ≥ 0,

|Ωt
0(ϕ)(c(ϕ)− 1)| ≤ Keγt, t < 0,

(17)

при деяких додатних сталих K, γ. Позначимо

ω(t, ϕ;A) =
(
e−t cos2

ϕ

2
+ et sin2 ϕ

2

)−A
(18)

i переконаємося, що для кожного значення A > 0 iснують функцiї c(ϕ) ∈ (T1), для яких
одночасно виконуються двi оцiнки

|ω(t, ϕ;A)c(ϕ)| ≤ Ke−At, t ≥ 0,

|ω(t, ϕ;A)(c(ϕ)− 1)| ≤ KeAt, t < 0.
(19)

Якщо такi функцiї iснують, то для них виконуються нерiвностi

|c(ϕ)| ≤ K
(

sin2 ϕ

2

)A
,

|c(ϕ)− 1| ≤ K
(

cos2
ϕ

2

)A
.

(20)

Зауважимо, що кожна функцiя c(ϕ), яка задовольняє нерiвностi (20), буде також задо-
вольняти оцiнки (19).

Тепер, позначаючи через [A] цiлу частину числа A i вибираючи k = max [A], 1, функцiї
c(ϕ), якi задовольняють нерiвностi (14), запишемо у виглядi тригонометричних многочле-
нiв

c(ϕ) = Θ
(

sin2 ϕ

2

)
, Θ(x) =

1∫
x

σk(1− σ)dσ

1∫
0

σk(1− σ)dσ

.
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Безпосередньо можна переконатися, що многочлен Θ(x) має наступнi властивостi:

1−Θ(x) ≡ Θ(1− x) =

x∫
0

σk(1− σ)dσ

1∫
0

σk(1− σ)dσ

= xk+1M(x),

де M(x) — деякий многочлен степеня k. Звiдси i випливає, що для функцiї Θ
(

sin2 ϕ

2

)
виконуються одночасно двi оцiнки (20).

Для функцiй c(ϕ) ∈ C(T1), якi задовольняють оцiнки (20) з додатною сталою A =
= A1, розглянемо лiву частину нерiвностей (17). Враховуючи позначення (13), обмеже-
нiсть функцiї F (t, ϕ) i оцiнки (19), отримуємо

|Ωt
0(ϕ)c(ϕ)| ≤ KeA2t−A1t, t ≥ 0,

|Ωt
0(ϕ)(c(ϕ)− 1)| ≤ KeA2t+A1t, t < 0.

Таким чином, для виконання оцiнок (17) з багатьма рiзними скалярними функцiями c(ϕ)
i додатною сталою γ потрiбно виконання нерiвностей A2 − A1 < 0, A2 + A1 > 0, тобто
A1 > |A2|. Ця нерiвнiсть для початкової системи (1) i вiдповiдає нерiвностi (6). Тепер
покажемо, що в усiх iнших випадках |A1| = |A2| i A1 < |A2| система (7) функцiй Грiна –
Самойленка не має. Дiйсно, якщо |A1| = |A2|, то при значеннi ϕ = 0 або ϕ = π права
частина системи (7) перетворюється в тотожний нуль, а це означає, що функцiя Грiна –
Самойленка не iснує. Якщо ж виконується нерiвнiсть A1 < |A2|, то спряжена до системи
(7) система буде мати безлiч рiзних функцiй Грiна – Самойленка. Це означає, що система
(7) не має жодної функцiї Грiна – Самойленка.

Теорему доведено.
Як приклад, що iлюструє застосування доведеної теореми, розглянемо систему

dϕ

dt
= sinϕ,

dx

dt
=

0, 5 +
N∑
j=1

1

j
sin
(
jϕ+

π

4

)x,

яка при N = 4 має єдину функцiю Грiна – Самойленка, а при N = 5 — безлiч таких
функцiй.

Зауваження. Функцiї c(ϕ) вигляду

c(ϕ) = Θm,n

(
cos2

ϕ

2

)
, Θm,n(z) =

1∫
z

σm−1(1− σ)n−1dσ

1∫
0

σm−1(1− σ)n−1dσ

,
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при натуральних значеннях m, n бiльших вiд 1 одночасно задовольняють двi оцiнки

|c(ϕ)| ≤ K
(

sin2 ϕ

2

)n
,

|c(ϕ)− 1| ≤ K
(

cos2
ϕ

2

)m
з деякою сталою K > 0, оскiльки функцiя має властивостi

Θm,n(z) = 1−

z∫
0

σm−1(1− σ)n−1dσ

1∫
0

σm−1(1− σ)n−1dσ

= 1− zmΦ1(z),

Θm,n(1− z) =

z∫
0

σm−1(1− σ)n−1dσ

1∫
0

σm−1(1− σ)n−1dσ

= znΦ2(z),

де Φ1(z), Φ2(z) — деякi многочлени.

Якщо, наприклад, n = 3, m = 4, то функцiя c(ϕ) вигляду

c(ϕ) = −10 cos12
ϕ

2
+ 24 cos10

ϕ

2
− 15 cos8

ϕ

2
+ 1

задовольняє оцiнку |c(ϕ)| ≤ K sin6 ϕ

2
.
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